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Résumé. Nous exprimons les valeurs spéciales de fonctions L en caractéris-
tique p en termes de groupes d’extension dans la catégorie des chtoucas, en
utilisant un peu de théorie de Fontaine en caractéristique p.

Le but de ce travail est d’interpréter la valeur spéciale de la fonction L as-
sociée a un chtouca sur une courbe sur F,, en termes de groupes d’extension
dans la catégorie des chtoucas. Bien que les valeurs spéciales soient en géné-
ral transcendantes sur le corps de définition du chtouca, les démonstrations
sont faciles et algébriques, sans difficultés d’analyse. Nous utilisons la for-
mule des traces d’Anderson [And00|, généralisée par Bockle et Pink [BP04],
qui est une variante de la formule des points fixes de Woods-Hole, et un peu
de théorie de Fontaine en égales caractéristiques, dans un cadre plus général
que dans [GLOS|. Nous travaillons avec des chtoucas plutdt que des t-motifs
d’Anderson [And86], car les chtoucas sont plus généraux et les calculs d’ex-
tensions dans la catégorie des chtoucas sont particuliérement aisés. Le lien
avec [AT90], ot Anderson et Thakur donnent une interprétation différente
des valeurs spéciales de la fonction zeta de Carlitz, est discuté dans le pa-
ragraphe 6.1. Nous ne savons pas s’il y a un rapport avec [And96, Tha04].

Dans le paragraphe 3.5 de |Kat93], Kato montre en particulier que la
valeur spéciale L*(X,F,1) de la fonction L associée a un faisceau (-adique
lisse F a coefficients dans Z, sur une courbe X lisse sur F, relie deux tri-
vialisations de det(H? (X, F) ® Q;)~!, sous 'hypothése que la valeur propre
1 est semi-simple pour l'action du Frobenius sur H?(X,F) ® Qy (ce qui est
conjecturé lorsque F vient d’un “motif sur X”). On appelle valeur spéciale de
la fonction L(X,F,T) et on note L*(X,F,1) le nombre G(1) € Q; tel que
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L(X,F,T)=(1-T)G(T) et G(1) # 0. Une des trivialisations est donnée
par ’élément zeta de Kato, l'autre est reliée a ’accouplement des hauteurs.

Nous voulons faire ici la méme chose, lorsque le faisceau f-adique est
remplacé par un F-cristal au sens de Bockle et Pink [BP04| et Emerton et
Kisin [EK04]|, plus précisément par un F-cristal provenant d’un chtouca. Soit
X une courbe projective lisse sur F,. On note Fr : X — X le morphisme z —
29. Soit C' une courbe affine lisse sur I, £ et £’ des fibrés vectoriels sur C'x X,

et &€ 5 & < (Id x Fr)*(€) des morphismes qui sont des isomorphismes aux
points génériques de C' x X. On note Z(det(i)) et Z(det(j)) les hypersurfaces
de C' x X, lieux des zéros de det(i) et det(y). D’abord si Z(det(7)) est vide,
on peut définir une valeur spéciale L*(X, (€,&',4,7),1) € F,(C) et grace a la
formule des traces d’Anderson, 'interpréter a I'aide de groupes d’extension.

En général, soit v une place de C, et F), le corps local associé (complétion

de F,(C)). Alors on peut définir une valeur spéciale L} (X, (£,£',4,j),1) € F,
(en fait nous considérerons une fonction L tronquée). Sous I'hypothése que
Z(det(i)) n’a pas de composante irréductible commune avec {v} x X, nous
I'interprétons a 'aide de groupes d’extensions. Pour cela nous utilisons des
expressions de fonctions L comme polynémes caractéristiques dues a Wan,
Taguchi, Anderson, Bockle, Pink, Emerton, Kisin ([Wan96, TW96, And00,
BP04, EKO04]) en suivant la méthode de [And00] et [BP04].

Par rapport a la situation du paragraphe 3.5 de [Kat93|, il y a trois

différences :

— la valeur spéciale peut étre transcendante sur le corps de définition
F,(C) du chtouca,

— la fonction L s’exprime comme un polynoéme caractéristique d’un opé-
rateur u sur un certain espace de telle sorte que le noyau et le conoyau
de 1 — u soient des groupes d’extension dans la catégorie des chtoucas,
mais cet espace peut étre de dimension infinie,

— on a besoin d'un peu de théorie de Fontaine en égales caractéristiques.

Ce dernier point rappelle la conjecture de Bloch-Kato sur les corps de

nombres, surtout avec le point de vue de Fontaine et Perrin-Riou [Fon92,
FPR91, FPR94| qui a été pour nous une source importante d’inspiration.
Cependant, en plus de sa facilité, notre énoncé est intrinséquement différent,
pour les raisons suivantes : les fonctions L en caractéristique p ne possédent
pas d’équation fonctionnelle, notre énoncé ne fait intervenir aucune dualité et
la cohomologie cohérente apparait a la place de la cohomologie étale. D’autre
part les chtoucas ne vérifient pas la transversalité de Griffiths, c’est pourquoi
la notion de structure de Hodge doit étre modifiée (le bon remplagant a
été mis en évidence par Pink dans [Pin97|). Dans cet article Cokeri joue le
méme role que Hyp/Fil°Hyr dans la conjecture de Bloch-Kato. En fait on



peut vérifier que Cokeri intervient dans le calcul des groupes d’extensions
de structures de Hodge-Pink de la méme maniére que Hyp/Fil° Hyr pour les
extensions de structures de Hodge (voir par exemple [GLO8| pour la définition
d’une structure de Hodge-Pink).

A cause des modules déterminants, il se peut que certains diagrammes ne
commutent qu’au signe preés.

Dans tout cet article on fixe un corps fini I, et on note p sa caractéris-
tique. Par défaut tous les produits tensoriels sont sur IF,.

Je remercie Gebhard Bockle et Richard Pink pour des discussions treés
utiles.

J’ai decouvert tardivement I'article [PRO3] de Papanikolas et Ramachan-
dran qui contient des idées reliées (voir le paragraphe 6.1).

1 Rappels concernant les modules déterminants
et les valeurs spéciales de fonctions L de fais-
ceaux (-adiques sur une courbe sur [,

Nous commencons par un bref rappel sur les modules déterminants, d’aprés
[KM76] et le paragraphe 2.1 de [Kat93]. Soit A un anneau commutatif. La
sous-catégorie pleine DP*(A) de la catégorie dérivée bornée des A-modules
est formée des objets qui peuvent étre représentés par des complexes par-
faits, i.e. des complexes bornés de A-modules projectifs de type fini. Pour
tout complexe parfait ... — C* — C™! — ... le A-module ), det(C*)V'
est localement libre de rang 1 et ne dépend que la classe de C' & quasi-
isomorphisme prés. On le note det(C). Pour tout triangle distingué C' —
C" — C" onadet(C") = det(C)®@det(C”). Pour controler les signes il faudrait
aussi associer a tout complexe parfait C' sa caractéristique d’Euler-Poincaré
> iez(—1)'rang(C") qui est une fonction localement constante Spec A — Z,
ne dépendant que de la classe de quasi-isomorphisme de C. Dans la suite les
isomorphismes de déterminants seront aussi des égalités de caractéristiques
d’Euler-Poincaré.

Supposons A noethérien régulier (par exemple Zj, k[[z]] avec k une exten-
sion finie de F,, 'anneau des fonctions sur une courbe affine lisse irréductible
sur F,, ou le corps des fractions d'un de ces anneaux). Soit M un A-module de
type fini. Alors le complexe formé par M placé en degré 0 est quasi-isomorphe
a un complexe parfait et on note det(M) son déterminant. Autrement dit M
admet une résolution 0 — My — M1 — ... = My — M — 0, ou les M;
sont des A-modules projectifs de type fini, le A-module ®f:0 det(M;) =D’
est localement libre de rang 1 et ne dépend pas du choix de la résolution de



M et on le note det(M). Tout complexe borné ... — C* — C! — .. de
A-modules de type fini est quasi-isomorphe & un complexe parfait et on a
det(C) = @,ez det(CH)=D" = Ricz det(H'(C))=V".

Dans le paragraphe 3.5 de [Kat93|, Kato interpréte la valeur spéciale en 1
de la fonction L d’un faisceau f-adique sur un schéma sur F,, comme rapport
entre deux trivialisations de l'inverse du déterminant de la cohomologie de
son dual de Verdier, a la suite de [Tat95] et [BK90|. Le lemme essentiel est le
lemme 3.5.8 de [Kat93|, qui reprend le lemme z.4 du paragraphe 5 de [Tat95].
Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ce travail, en nous limitant
aux faisceaux lisses sur des courbes lisses sur IF, et en utilisant la cohomologie
a support compact plutdt que la cohomologie sans support.

Soit donc Y une courbe lisse sur F, et F un faisceau (-adique lisse sur Y,
a coefficients dans Z,. Alors RT.(Y,F) est un objet de la catégorie dérivée
des Z;-modules, et est muni d'un endomorphisme de Frobenius arithmétique
F. Dans cette catégorie dérivée on a un triangle distingué

RT.(Y,F) % RU (Y, F) 2 ROV, F) 2 ..

Il en résulte une trivialisation du déterminant de RI'.(Y,F), et on note
2(Y,F) € det(RT.(Y,F))"! le générateur qui assure cette trivialisation.
L'image de z(Y,F) dans det(RT.(Y,F) ® Q)" ne dépend que de F ®
Q. Par ailleurs § o o est un endomorphisme de degré 1 et de carré nul
de RT.(Y,F) ® Qy, qui s’identifie au cup produit avec le générateur 6 de
HY(F,,Z) = Hom e (Gal(F,/F,), Z;) qui envoie le Frobenius arithmétique
sur 1. Sous I'’hypothése que la valeur propre 1 de F sur les H: (Y, F) ® Qy est
semi-simple, le complexe

LHITWY,F) @ Q Ly H(Y,F)®Q, g HA(Y, F) @ Q...

est exact. Cela fournit une trivialisation A : det(RT.(Y, F)) ™' @ Q¢ ~ Qy.
Par ailleurs soit

LY. F,T) = [[ det(1 - TF|H\(Y,F) © Q) ™"
la fonction L attachée a F.
Proposition 1.1 (proposition 5.5.7 de [Kat93]) Sous Uhypotheése que la va-
leur propre 1 de F sur H{(Y ,F) ® Qq est semi-simple pour i = 0,1,2, la
valeur spéciale L*(Y, F,1) est égale a A(z(Y,F)). O]

Comme z(Y, F) est un générateur de det(RL.(Y, F)) ™!, si on ne s’intéresse
qu’a la valuation ¢-adique de L*(Y, F, 1), on peut se passer de z(Y, F) (c’est ce
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que fait Tate dans [Tat95]). D’autre part le morphisme Boa : Hi(Y, F)®Q, —
HH(Y,F) ® Q; peut aussi étre obtenu de la fagon suivante : la dualité
de Poincaré géométrique fournit un accouplement parfait H:(Y, F) ® Q, x
H*(Y,F*(1)) ® Q — Qy, que l'on peut restreindre (par o : H{(Y, F) —
H{(Y,F) et le morphisme analogue H>~*(Y,F*(1)) — H*(Y,F*(1))) en
'accouplement des hauteurs H(Y,F) @ Q, x H* (Y, F*(1)) ® Q, — Q¢
(on renvoie au premier paragraphe de [Bei87| pour une discussion sur l'ac-
couplement des hauteurs sur les corps de fonctions). D’autre part la dualité
arithmétique (voir [Mil86]) fournit un accouplement parfait H™(Y, F) ®
Q¢ x H*(Y,F*(1)) ® Q; — Qy. Ces deux accouplements permettent de re-
trouver Boa, qui est la composée HX(Y, F)®Q, — (H*/(Y,F*(1))®Q)" =
HY(Y, F) @ Q.

2 Valeurs spéciales de fonctions L en caracté-
ristique p, dans un cas simple

Nous allons considérer dans ce paragraphe une situation trés analogue
a celle du paragraphe précédent, a ceci prés que la formule des traces de
Grothendieck-Lefschetz est remplacée par la formule des points fixes de Woods-
Hole ou par I'interprétation cohomologique de la formule des traces d’Ander-
son donnée au paragraphe 7.4 de [BP04].

Soit X une courbe projective lisse sur F,, C' = SpecA une courbe affine
lisse sur F,. On note F' = F,(C) le corps des fractions de A. On note |X|
I'ensemble des points fermés de X et pour z € |X|, on note k(x) son corps
résiduel et d, son degré sur F,. Soit £ un fibré vectoriel sur C' x X. On note
'€ I'image inverse de & par Id x Fr, ot Fr est le morphisme z — 2?7 de X dans
lui-méme. On note 7 'application qui & une section de £ associe la section
de "€ qui est son image inverse par Id x Fr.

Soit u : "€ — &£ un morphisme de fibrés sur C' x X. Pour z € | X|, on note
ug & — &, la restriction de u a C' x Spec (k(x)) = Spec (A ® k(x)), si bien
que u,7 est un endomorphisme 1 ® Fr-linéaire du A ® k(x)-module projectif
de type fini associé a &,. Le facteur local de la fonction L de (€,u) est par
définition

qui appartient a 14 T% A[[T%]]. La fonction L de (€, u) est alors

L(X,(&u),T) = [] L(z,(€,u),T) € 1+ TA[[T]].

z€| X|



Pour plus de détails sur les fonctions L associées aux “7-faisceaux” voir
par exemple [BP04], [Boe02| et [TW96].

Notons H°(X, &) et H'(X,E) les A-modules de type fini qui sont les
images directes de &£ par la projection C' x X — C. Pour ¢ = 0,1, on note
encore 7 : H'(X,E) — H'(X,"€) l'image inverse par Id x Fr sur C' x X, et
u: H(X,"€) — H'(X, &) le morphisme induit par u. Alors H*(X,E)®@4 F et
HY(X,E)®a F sont des F-espaces vectoriels de dimension finie et ce sont les
images directes de la restriction de £ & X x Spec F' par X x Spec F' — Spec F'.
En appliquant la formule des points fixes de Woods-Hole (SGA 5 III, Corol-
laire 6.12) au Spec F-schéma projectif et lisse Sym"X muni de ’endomor-
phisme Fr, et au O-module cohérent TS, (€) (aussi noté I'’,(£) dans SGA
4 XVII 5.5 et défini comme (7,(E¥))® ot 7 : X™ — Sym”"X est le mor-
phisme évident) muni de TS],,(u) : (TS5, (E)) — TSo.(E), et en sommant
sur n € N, on obtient

_ det(1 — Tut|pi(x.£)2.r)
det(1 — TuT\HO(X,5)®AF)

L(X, (€,u),T) dans 1+TF[T]. (1)

Pour plus de détails on renvoie aux paragraphes 1 et 2 du chapitre “Fonc-
tions L modulo " et modulo p” de [SGA4etl/2|, ou la méme méthode est
utilisée dans un cadre un peu différent, au paragraphe 5.5 de SGA 4 XVII
(en particulier & la proposition 5.5.34) et a un travail ultérieur.

Notons H' (X, (€,u)) = Ext'(X, (0,1d), (£,u)), les groupes d’extension
de (O,1d) par (€, u) dans la catégorie abélienne des couples (F,v), o F est
un O-module sur C' x X, muni d’'un endomorphisme v : "F — F. Ce sont des
A-modules de type fini, nuls pour 7 # 0, 1, 2, et on a une suite exacte longue

0— HX,(E,u) % HO(X, &)=Y H(X, &) 5

HY(X, (E,0) % HNX, &) '=% HY(X, &) 2 HX(X, (£, u)) — 0.

Cette suite exacte fournit un générateur z(X, (£,u)) du A-module (libre de
rang 1) det(H*(X, (€,u)))"". Faisons maintenant I’hypothése

Ker ((1 — u7)?) = Ker (1 — ur)
dans H'(X,E)®4 F et HY(X,E)®4 F. Il n’y a aucune raison pour que cette
hypothése de semi-simplicité de la valeur propre 1 soit toujours vérifiée. Sous
cette hypothése, le complexe

0 — HY(X, (€,u) @4 F 28 H\(X, (€, u)) @4 F 25 HA(X, (€, u)) @4 F — 0

est exact et on note A : det(H*(X, (€,u))) ' ®4 F — F lisomorphisme qui
en résulte.
On a alors la proposition suivante.
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Proposition 2.1 Sous [’hypothése de semi-simplicité de la valeur propre 1

de ut sur HO(X,E)@4F et HY(X,E)Q4F, Uordre d’annulation de L(X, (€,u),T)
enT =1 est égal & —dim H*(X, (&,u)) ®4 F +dim H*(X, (,u)) @4 F et

la valeur spéciale L*(X, (E,u),1) € A est égale a \(z(X, (E,u))) dans F.

Démonstration. En effet on applique le lemme 3.5.8 de [Kat93] au com-
plexe RI'(X, &) ®4 F muni de 'endomorphisme u7. Pour la commodité du
lecteur nous reprenons la démonstration. Pour i = 0,1, soit P!, Q' et R
le noyau, le conoyau et image de H'(X,E) @4 F =" H(X,E) ®4 F. On
a P' = HY(X,(E,u)) ®a F, Q' = H*(X,(E,u)) ®4 F et une suite exacte
0— Q% — HY(X,(,u)) ®4 F — P* — 0. Le complexe (2) se décompose en
les applications P 23 Q% et P % Q! ou pour i = 0,1, 7; est la composée
P’ — HY(X,E)®a F — Q' et est un isomorphisme par hypothése. Alors

_ dim PO+dim Pt det(1 — TuT | 1)
det(1 — Tut|po)’

L(X, (&), T)=01-1T)

donc l'ordre d’annulation de L(X, (£,u),T) en T = 1 est —dim P°+dim P! =
—dim P? + dim Q' = —dim H*(X, (,u)) @4 F + dim H*(X, (E,u)) @4 F.
Il reste & montrer que pour ¢ = 0, 1, I'image de 1 € F' par la suite d’isomor-
phismes

F~det(H'(X,E) 04 F) @ det(H'(X,E) @4 F)! ~

det(H (X, E) @4 F =" H(X,E) ©4 F) ~ det(P)) @ det(Q)) ' ~ F
(o1t le dernier isomorphisme vient de 7; : P = Q%) est égale a det(1 —ut|g:).
On a H(X,E) ®4 F = P'® R', et dans cette décomposition la matrice de

1 — ut est de la forme (8 2), et I'isomorphisme P? — ¢ vient de 1'égalité

Q' ~ H'/R'. On se raméne ainsi au cas ou P’ et Q' sont nuls, et il s’agit
alors de la définition méme du déterminant d’un endomorphisme. O]

Nous allons maintenant donner un énoncé similaire pour les fonctions L
tronquées. Soit S = {wy, ..., w,} un ensemble fini de places de | X|. On note

Ls(X, (& u),T) = [] Lz, (€,u),T)e1+TA[T)

ze|X|-S
la fonction L tronquée. On note O(—25) le fibré en droites O(—w; — ... — wp,)
sur X, et £(—S5) =ER0O(=S5). Ona(E(-S)) = E(—qwy — ... — quy,) donc u

détermine un morphisme (£(—S5)) — £(—S5) et on note Hg(X, (€, u)) la co-
homologie du cone (décalé de [-1]) de RT'(X,E(—9)) =y RT'(X,E(—9)). Le

7



cone décalé de [-1] d’'un morphisme de complexes est simplement le complexe
total associé. On a une suite exacte longue

0 — HYUX, (1)) & HOX,£(=S)) =¥ HY(X, E(—S)) 2

HLY(X, (E,u) S HY(X,E(=S)) "= HY(X,E(-S)) 2 HA(X, (£,u)) — 0.

Comme précédemment on en déduit un générateur zg(X, (€, u)) du A-module
(libre de rang 1) det(Hg(X, (€, u))) .

On peut interpréter les Hy(X, (€,u)) comme des groupes d’extensions &
support compact sur X —S. En effet pour n > 1 on au™(E(—nS)) C E(—qgnS)
et qgn > n + 1. On en déduit par récurrence sur n que le morphisme de
complexes

Cone (RF(X, £(—nS)) =¥ RI(X, 5(—n5))) (1]

o Céne(RF(X, £(—8)) = RF(X,S(—S))) (1]

est un quasi-isomorphisme pour tout n € N* (cet argument apparaitra de
nouveau dans la preuve du lemme 4.1).

Faisons maintenant ’hypothése de semi-simplicité de la valeur propre 1 :
Ker ((1—wu7)?) = Ker (1—u7) dans H*(X,E(—S))®@aF et H'(X,E(—S5))®2
F. Alors le complexe

0 — HUX, (E,u) @4 F 23 HYX, (€,u) @4 F 5 HY(X, (E,u)) @4 F — 0

est exact et on note A : det(Hg(X, (€,u)))™! @4 F — F Tisomorphisme qui
en résulte.

Proposition 2.2 Sous [’hypothése de semi-simplicité de la valeur propre 1
de ur sur H'(X,E(—=S)) ®4 F et H(X,E(—S)) ®a F, lordre d’annula-
tion de Lg(X,(E,u),T) en T =1 est égal & — dim HY(X, (E,u)) @4 F +
dim HZ(X, (€,u)) @4 F et la valeur spéciale L (X, (E,u),1) € A est égale a
Mzs(X, (E,u))) dans F.

Démonstration. On applique le lemme 3.5.8 de [Kat93] au complexe
RU(X,E(—95)) ®4 F muni de 'endomorphisme u7, ou bien on reprend la
démonstration de la proposition 2.1. D’autre part

_ det(1 — TuT\Hl(X,s(—S))@@AF)
det(1 — Tut|go(x.g(—s)2aF)

Ls(X, (E,u),T) dans 1+ TF|[T]).



A cause du triangle distingué

T(X,£(-S)) — RI'(X,€) - P&,

weS

(ou &, est la fibre de £ en w), cela est équivalent a la formule (1). Lorsque S
est non vide cela résulte aussi de I'interprétation cohomologique de la formule
des traces d’Anderson donnée au paragraphe 7.4 de [BP04]. 0

3 Fonctions L en caractéristique p

Nous rappelons d’abord des travaux de Anderson [And00|, Wan [Wan96,
Taguchi et Wan [TWO96]|, et Bockle et Pink [BP04]|, en suivant [And00]| et
[BPO4], et en nous limitant strictement a la situation qui nous intéresse.
Emerton et Kisin ont montré un résultat analogue dans [EK04| mais nous
n’utiliserons pas leur formalisme. La lecture de [And00| est recommandée.

Soit Y = Spec R une courbe affine lisse sur F,. On note |Y| 'ensemble
des points fermés de Y et pour = € |Y|, on note k(x) son corps résiduel et
d, son degré sur F,. Soit A = k[[z]], ou k est une extension finie de F,. On
note A®R = (k ® R)[[z]] le produit tensoriel complété (sur F,).

Soit M un A® R-module projectif de type fini. On note "M = M® a5 158
A®R, ou Fr est le morphisme z — 29 de R dans lui-méme. On note 7 I'ap-
plication 1&Fr-linéaire de M dans "M qui & m € M associe m ® 1 € "M.

Soit u : "M — M un morphisme de A®R-modules. Pour = € |Y], on
note M, = M 5zA ® k(x) et u, : "M, — M, la restriction de u a x et
T: M, — "M, comme précédemment. Le facteur local de la fonction L de
(M, u) est par définition

Lz, (M,u),T) = det4(1 — Tu,7) ™"
= detagr(m) (1 — T% (u,7)™) " € 1 4+ T% A[[T%]).

La fonction L de (M, u) est alors

LY, (M), T) = [] L(z,(M,u),T) € 1+ TA[[T]).

z€|Y|

Supposons d’abord que M est isomorphe & AQM, ot M est un R-module
projectif de type fini (c’est-a-dire l'espace des sections d'un fibré vectoriel
sur Y). Soit V' le R-module Hompg(M,Qg), ot Qg est le R-module inver-
sible formé des sections du fibré canonique wy de Y. On a le A®R-module
V = ARV = Hom 45,(M, ARQR). D’aprés [And00] et la proposition 7.2.5
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de [BP04], u détermine par dualité, et a I’aide du morphisme de Cartier,
un endomorphisme Cartier-linéaire sy : AQV — ARV (c’est-a-dire linéaire
si le premier ARV est considéré comme A® R-module en faisant agir a ® r

par a ® r?). Plus précisément, en notant C' : Qr — g la puissance iggg—

i¢me du morphisme de Cartier, pour p € AQV = Hom ,5,(M, A®QR), on a
ky(p) = (1®C) o pour : M — ARQg.
D’aprés le théoréme 7.3.10 de [BP04|, on a le résultat suivant

Proposition 3.1 Soit m € N*. La réduction de L(Y,(M,u),T) modulo 2™,
qui appartient a priori a 14+ T(A/z™A)[[T]], est un polynéme. De plus

Id(a/zmayor @agp kvt A/ZTARV — A/Z"AQV

(réduction de Ky modulo 2™ ) a un “noyau” (au sens de [And00]), c¢’est-a-dire
qu’il existe une suite Wy C Wy C Wh... de sous-espaces de dimension finie
de V, tels que

UVVi =V, et kp(A/2"TAQW, ) CA/ZTAR W,
Pour toute suite Wy C Wy C Ws... comme ci-dessus on a
L(Y,(M,u),T) mod 2™ = det(1 — Thy|a/zmaew,)-

Démonstration. La proposition est un cas particulier du théoréme 7.3.10
de [BP04] (avec A/z™A au lieu de A). Lorsque m = 1 c’est un cas particulier
du théoréeme 1 de [And00| (avec R au lieu de A et r = 1), et pour m quel-
conque la preuve s’étend presque sans changements, comme 'ont remarqué
Boéckle et Pink. 0

En général soit M un A® R-module projectif de type fini et v : "M — M
un morphisme de A®R-modules. Soit X une courbe projective lisse telle
que Y s’identifie & un ouvert dense de X, et wy, ..., wy les points de X en
dehors de Y. On note Spf AxX et Spf AXY les schémas formels sur Spf A,
images inverses de X et de Y par le morphisme de Spf A vers le point. Bien
stir Spf AXY = Spf (A®R). On fixe un fibré vectoriel £ sur Spf AxX dont
la restriction a Spf AXY ait M comme espace des sections globales. Soit
V = Hom 5z(M, AR r). Comme précédemment on définit un morphisme
Cartier-linéaire Ky : V — V. Pour tout t € N, on a le sous-A-module

h
V, = H(Spf AXX, £ ®@ Qx (D _w;))) CV = H(Spf AXY, " @ Qx).

i=1

OnaVy CV; C...,etV s'identifie au complété du A-module |J, V; pour la
topologie z-adique. Pour ¢ assez grand V; est un A-module libre de type fini
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facteur direct dans V (de plus V; est fermé pour la topologie z-adique et tout
supplémentaire de V, est fermé pour la topologie z-adique). En effet comme
X est projective £ provient d’un fibré vectoriel sur Spec A x X et donc pour
t assez grand H'(Spf AX X, E* @ Qx (t(32"_, w;))) = 0. On a alors une suite
exacte courte

h h
0=V = Vi = £ @ Qx((t+ 1)) wi)/E" @ Qx (¢ w;)) — 0

i=1 i=1

qui est scindée puisque le terme de droite est un A-module libre. Donc pour
t assez grand, V; est facteur direct dans V,,; et on en déduit facilement que
pour t assez grand V; est facteur direct dans V.

Pour tout m € N* I'inclusion V;/2™V, C V/2™V s’identifie a I'inclusion

h
H(Spf (A/2"A)x X, £ @Qx () _wi))) € HO(Spf (A/2"A)XY, £°@x) — 0

i=1
et on a V/2™V = J,(WV/2"V,).
Proposition 3.2 Soit m € N*.

a) La réduction de L(Y,(M,u),T) modulo 2™, qui appartient a priori a

1+ T(A/z"A)[[T]], est un polynéme.
b) Pourt assez grand,

V2"V, = HO(Spf (A/z"A)x X, € @ Qx (1) wy)))

i=1
est un sous-A/z™A-module libre de type fini facteur direct de
V)2V = H(Spf (A/2™A)XY,E* @ Qx)
qui est stable par la réduction modulo z™ de ky et
LY, M,u),T) mod =z =detasma(l —Tryly,/zmy,).

Démonstration. Montrons a). Il existe un A®R-module projectif de type
fini M’ tel que M & M’ soit de la forme AQM avec M un R-module projectif

de type fini. On munit M & M’ de (g 8) M M) - Mae M. Ona

L(Y, (M,0),T) = 1, doir L(Y, (M, u),T) = L(Y, (M & M, ("6 8)),T) et

a) résulte alors de la proposition 3.1.
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Montrons b). Il existe a € N (dépendant de m) tel que

h
u("E |spf (a/zmayzx) C S(a(z W;))|spt (a/2m A)% X
=1

Lemme 3.3 Pourt assez grand, on a ky(Ve—a/2™ Vyi—a) C Vi/2" V.

Démonstration. En effet tout u € Vy_o/2"V,—, est un morphisme €(—(gt—
a)(Z?:l w;)) — Qx sur Spf (A/2™A)x X et ky(u) est la composée

h h

E(—t(>_wy)) 5 IdxFr).7E(—qt(>_wy)) =

i=1 =1
(IdXFr),E(—(qt — a Zwl b (IdXF).Qx 25 Oy

sur Spf (A/2™A)x X. Notons en passant que pour ¢ assez grand,
HY(Spf (A)zmA)x X, E(— sz

et Vi/z"V, = HO(Spf (A/="A) %X, € @ Qx (Y w,)))

sont des A/z™A-modules libres duaux 1'un de l'autre et que le morphisme

H'(Spf (A/zmA)x X, E(— Zwl

H*(Spf (A/z™A)x X, E(—(qt — a)( Zwl

induit par ur est le transposé du morphisme du lemme 3.3. 0

Il résulte du lemme 3.3 que dans b), det/.ma(1 — Tryly,/zmy,) est indé-
pendant de ¢, pour t assez grand. Montrons qu’il est indépendant du fibré £
choisi pour prolonger M de Spf AxY & Spf Ax X. Soit £ un autre prolonge-
ment, et V; C V associés a &' comme V, & €. Il existe b € N (dépendant de m)
tel que & € EB(I w;)) et £ C E(B(X], w;)) sur Spf (A/2™A)xX. On
a alors V, C V;,, et V] C V4. Pour ¢ assez grand on a donc des inclusions
de A/z™A-modules libres facteurs directs V; C V], C Vyi—q, et le lemme 3.3
implique deta/.ma(l = Thyly,/zmy,) = detajzma(l = Thvrlyr | omyr ).
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Soit M’ comme dans la preuve de a), V' associé & M’ et soit £ un pro-
longement de M'. Alors kys = 0 et ona L(Y,(M',0),T) =1 et det/.ma(l—
T'kyr|vi/zmyr) = 1. 11 suffit donc de montrer b) pour M & M’ et on est donc
ramené au cas ou M est isomorphe & AQM, ot M est un R-module projectif
de type fini. Soit £ un fibré vectoriel sur X tel que M soit ’espace des sec-
tions de £ sur Y. On prend pour £ I'image inverse de E sur Spf Ax X. Alors
pour t assez grand on a V; = A®@V;, on V; = H'(X, E* ® QX(t(Zglzl w;))).
Pour t assez grand, W; = V,,; définit une suite Wy C W, C ... comme dans
I’énoncé de la proposition 3.1 et b) résulte alors de cette proposition. 0

Pour t assez grand on note (V;/z™V;)* lorthogonal de V;/2™V; dans
Homy,.ma(V/2"V, A/2"A) = Homa(V, A/2™A). D’aprés le lemme 3.3, pour
t assez grand, ky préserve V;/z"V; et 1 — Ky agit sur (V/2™V)/(V;/2™V,) par
un automorphisme. Donc pour t assez grand, 1 — ky, préserve (V;/2™V,)* et
agit dessus par un automorphisme. Donc le morphisme de complexes (quo-

tient par (V;/2™V;)*+ 1=ty (Vi/2™V) 1)

Hom(V, A/2™A) i Hom(V, A/2™A)
l l (3)
HOmA/Z'mA(Vt/szt, A/ZmA) 1:>€V HOmA/ZnLA(Vt/Zth, A/ZmA)
est un quasi-isomorphisme On note que le complexe du bas est un complexe
parfait de A/z™A-modules.

_ty
Lemme 3.4 Le complexe de A-modules Hom(V, A) gt Homy(V, A) est
quasi-isomorphe a un complexe parfait et

dim(Ker (1 — "ky) ®4 F) = dim(Coker (1 — "ky) @4 F).

Démonstration. Soit ¢ assez grand pour que V; soit un A-sous-module fac-
teur direct dans V et que 1 — tky préserve (V;/2V;)* et agisse dessus par un
automorphisme. On choisit un supplémentaire de V; dans V), d’otl une inclu-
sion 7 : Hom4(V;, A) — Homa(V, A) qui donne lieu & une décomposition en
somme directe

Homy (V, A) = i(Homyu (V;, A)) © Vi

Bi1 Bip ¢
’ ’ de 1-—"°k
(821 By Y
est telle que By 2 mod z est un automorphisme de VtL / thL et donc By est

un automorphisme de V; (car Vit = Homa(V/V;, A) est complet pour la
topologie z-adique). Donc le complexe

La matrice

v o (1—"ry)V;
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est exact. Le quotient par ce complexe exact induit un quasi-isomorphisme
_t
de  Homa(V,A) = Homu(V, A)

dans  Homyu(V, A)/VH i Homyu (Y, A)/(1 — 'ky) Vi

Le premier terme de ce complexe s’identifie canoniquement & Hom 4 (V;, A).
Comme Bj 5 est inversible, on a

Homy (Y, A) = i(Homy(V;, A)) @ (1 — 'ky) Vi
ce qui identifie le second terme & Homy(V;, A) et le complexe tout entier a

—1
B1,1—B1,2B; 3B21

Homy (Vy, A) - Hom 4 (V;, A).

On a donc un quasi-isomorphisme explicite entre Hom 4 (V, A) % Hom 4V, A)
et un complexe formé de deux A-modules libres de type fini de méme rang.
On en déduit dim(Ker (1 —'ky) @4 F) = dim(Coker (1 — tky) @4 F). O

On note A le déterminant du complexe Homy4(V, A) Ty Homu(V, A),
qui a un sens grace au lemme 3.4.

Pour tout m € N*, le quasi-isomorphisme (3) fournit, pour ¢ assez grand,
une identification de A/z™A-modules inversibles

A®yA/z" A~ det(Homy .ma(Vy/2" Ve, AJ2MA))
@det(Hom ysma(Ve/2™Vy, AJ2"A)) T 2 A)2" A,

Le lemme 3.3 montre que cette identification est indépendante de t, pour ¢
assez grand. Les identifications obtenues pour différentes valeurs de m sont
compatibles (prendre le méme entier ¢ assez grand pour les comparer). Donc
ces identifications fournissent un isomorphisme de A-modules inversibles A ~

A.

Définition 3.5 On note z(Y,(M,u)) € A l'image inverse de 1 par cet iso-
morphisme.

D’aprés le lemme 3.4, le noyau et le conoyau de Hom 4 (V, A) i Homy (V, A)
sont des A-modules de type fini. Faisons ’hypothése
(H) la composée Ker (1 — 'ry) — Homa(V, A) — Coker (1 — 'ky) induit un
isomorphisme Ker (1 — 'ky) @4 F — Coker (1 — 'ky) @4 F.

On note

AN A®y F~det(Ker (1 —"hy) @4 F) @ det(Coker (1 —hy) @4 F) '~ F
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I'identification qui en résulte.

La proposition 3.6 ci-dessous est une variante du lemme 3.5.8 de [Kat93].
Pour ’énoncer on a besoin des notions suivantes. On note A{(T)) I’anneau
de Tate, formé des séries ZneN a,T" avec a, € A tendant vers 0 pour la
topologie z-adique quand n tend vers l'infini. La valeur spéciale F*(1) d'un
¢lément F(T) € 1+ TA((T)) est définie comme G(1) ot G est 'unique
¢lément de I'anneau de Tate tel que F(T') = (1 — T)"G(T') pour un certain
entier r et G(1) # 0. Un tel entier r existe, car si (1 —7T)" divise F(T), il
divise aussi sa réduction modulo z, qui est un polynéme dans 1 + Tk[[T]],
donc il existe un plus grand entier r tel que F(T') = (1-T)"G(T') avec G dans
I'anneau de Tate, et alors G(1) # 0. On dit que r est 'ordre d’annulation de
F(T)enT = 1.

D’aprés le a) de la proposition 3.2, L(Y, (M, u),T) appartient a 1 +
TA(T)),

Proposition 3.6 L’ordre d’annulation de L(Y,(M,u),T) en T =1 est
dim(Ker (1 — "ky) ®4 F) = dim(Coker (1 — "ky) @4 F)
et L*(Y, (M, ), 1) = A(=(Y, (M, ).

Démonstration. La preuve de la proposition 3.6 occupe le reste de ce pa-
ragraphe. L’identification A : A ® 4 F' ~ F provient en fait d’un morphisme
A: A — A défini comme suit. On a

A = det(Ker (1 — 'ry)) @ det(Coker (1 — ‘xy)) "
et le morphisme composé
Ker (1 — "ky) — Homa(V, A) — Coker (1 — "ky)

est injectif par ’hypothése (H). De plus son conoyau est fini donc par le
lemme suivant il donne un morphisme A : A — A.

Lemme 3.7 Soit C' un objet de DP*"(A) quasi-isomorphe & un compleze

rY Q (en degrés 0 et 1) ou P et Q) sont des A-modules libres de type fini
de méme rang et 0 est injectif. Pour tout quasi-isomorphisme entre C' et un

compleze P % Q comme précédemment, det(0) : det(P) — det(Q) donne un
morphisme det(C') — A. Ce morphisme est non nul et ne dépend que de C.

Démonstration. En effet C® 4 F' est exact, d’ou une trivialisation det(C)® 4
F ~ F qui ne dépend que de C' et est le produit tensoriel par £' du morphisme
det(C) — A considéré dans le lemme. O
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Soit r le rang du A-module libre Ker (1 — *y,). 1l s’agit de montrer que
LY, (M,u),T) = (1 =T)'G(T) avec G(T) € 1+ TA{T)) et que G(1) =
Az(Y, (M, u))). En effet cela suffit pour conclure car A(z(Y, (M, u))) € A
est non nul (puisque A induit un isomorphisme A ® 4 F' ~ F) donc r est bien
l'ordre d’annulation et G(1) la valeur spéciale L*(Y, (M, u), 1).

Il reste donc & montrer que pour tout m € N* limage de G(T) =
LY, M,u), T)(1 =T)" € 1+ TA[[T]] dans 1 4+ T'(A/z"A)[[T]] est un po-
lynome dont la valeur en 1 est (A(z(Y, (M, u))) mod 2™) € A/zmA.

Soit donc m € N*. Soit ¢ assez grand. On rappelle, d’aprés la preuve du
lemme 3.4, que le quotient par le complexe exact

VETEY (1= )V

induit un quasi-isomorphisme de

Homa(V, A) "% Homa(V, A) dans Uy 2" U
ou pour raccourcir les formules on a posé
Uy = Homu(V, A)/VE et Uy = Homu(V, A)/(1 — ky) Vi
Le quasi-isomorphisme précédent fournit un isomorphisme
A5 deta(Uy) @ deta(U)
Comme K = Ker (1 —'ky) est de type fini et vérifie
K = (K ®4 F)nHomu(V, A),

K est sous-A-module libre de type fini facteur direct de Hom4(V, A). Comme
la restriction de 1 —‘ky & Vi est injective, on a K = Ker(1 — sy : Uy — U,)
donc la composée K — Hom(V, A) — Uy est injective et d’image facteur di-
rect. Comme V;* et (1—'ky)V;* coincident modulo 2™ (dans Hom 4(V, A/2™A)),
la composée K — Homu(V,A) — U, coincide avec la composée K —
Homu(V, A) — Uy modulo 2™, donc sa réduction modulo 2™ est injective
et d’image facteur direct donc elle-méme est injective et d’image facteur di-
rect. D’ott un isomorphisme

det 4 (Uy) ® det 4 (Uy) ™ 23 det 4 (Uy/K) @ det 4 (U /K) .

Enfin 1 —'ky : Uy/K — U;/K est un morphisme entre deux A-modules libres
de méme rang, qui est injectif a cause de I'hypothése (H). Son déterminant
appartient a deta(U;/K) @ det4(Uy/K)™!, et donne un morphisme

dets(Up/K) @ det s (U /K) 1 23 A

16



Lemme 3.8 On a égalité entre A : A — A et la composée des morphismes
A D det 4 (Up) @ det 4 (Uy) ™' 23 detq(Uy/K) @ det 4 (U /K)™F 22 A,

Démonstration. La démonstration de ce lemme ressemble a la preuve du
lemme z.4 du paragraphe 5 de [Tat95|. On peut décrire la composée az o s :
det A (Up)®det 4(U;) ™! — A apparaissant dans le lemme 3.8 d’une autre fagon.
On a deta(Uy) ~ det(Uy/K) ® det(K) & cause de la suite exacte 0 — K —
Uy — Uy/ K — 0, Papplication (x,y) — (1 —'ky)(z) +y de Uy/K & K dans
U, est injective et de conoyau fini et le lemme 3.7 appliqué a ce complexe
Uy/K & K — U, redonne az o ag. Mais comme Uy/ K Sl U, est injective,
le complexe Uy /K & K — U est quasi-isomorphe & K — Coker (1 — 'ky,), et
le lemme 3.7 appliqué & ce complexe redonne A\ : A — A, ce qui termine la
démonstration du lemme 3.8. OJ

On a Uy/2"Uy ~ Homa(Vy, A/2"A) et Uy /2"U; ~ Homy(Vy, A/2MA).
La réduction modulo 2™ de «; est donc un isomorphisme

A®AA/Z™A S det(Homa(Vy, A/2"™A))@det(Homa(V,, A/2™A)) = A/2" A,

On vérifie facilement que I'image de z(Y, (M, u)) est 1. De méme la réduction
modulo 2™ de ag 0 a1 (2(Y, (M, u))) vient de la composée des isomorphismes

(U /K) /=" (Uy/K) ~ Homa(V;, AJ2"A)/(K/2"K) ~ (U /K) /2" (U ] K).

I1 est alors clair que la réduction modulo 2™ de az o ag o ay(2(Y, (M, u)))
est det(1 — 'Ky |Homa(v,a/2m 4) /(K /2mK))- Mais ce déterminant est égal a G(1),
car G(T) = detaszma(l — T'ky|Homa(vi,4/2m 4) (K /2m k) ) - En effet par b) de la
proposition 3.2 on a

(L(Y, (M, u), T) mod zm) = detas.ma(l = Thyly, zmy,)

= detA/zmA(1 - Tt/{V‘HomA(Vt,A/zmA))a
et detA/zmA(l - Tt/QV‘K/ZmK) - (1 - T)T |:|

4 Un petit peu de théorie de Fontaine en égales
caractéristiques

Dans ce paragraphe on prend de nouveau A = k[[z]], ou k est une ex-
tension finie de F,. On notera F' = A[2] le corps des fractions de A. Soit

K un corps local non archimédien contenant F, (donc de caractéristique p),
dont on note kg le corps résiduel (qui est une extension finie de F,), Ok
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I’anneau des entiers, et mx une uniformisante. On a donc un isomorphisme
Ok = ki[[rk]]. On note AROk = (k®0k)[[2]] = (k ® kg)|[[z,7x]] le pro-
duit tensoriel complété qui est un produit fini d’anneaux factoriels, permutés
circulairement par 1® Fr. On rappelle que pour tout ARO g-module M, "M
désigne M ® 450, 108 AROk. On note 7 : M — "M T'application 1 ® Fr-
linéaire qui a x associe r ® 1.
Soient M et M’ des AROg-modules libres de rang fini et
ML M LM

des morphismes qui sont des isomorphismes aux points génériques. On note
Z(det(i)) et Z(det(7)) le lieu des zéros de det(i) et det(j).

On note H'(Spec O, (M, M’ i,7)) les groupes d’extension de
(AROk, AROk,1d,1d) par (M, M, i, j) dans la catégorie abélienne A-linéaire
des quadruplets (N, N”,7,7), ot N et N7 sont des A®Ox modules et i :
N — N et j: "N — N’ des morphismes. Calculons d’abord H'(Spec Ok,
(M, M',i,7)). Etant donné une extension (N, N”, i, j) de (A®Ok, AROf,1d,1d)
par (M, M’ i,7), on peut trivialiser N et N’ comme extensions de ARO -
modules, c’est-a-dire choisir des isomorphismes N' = M & AROx, N’ =
M' @ ARO et alors i = ((Z) T) et j = (6 31J> donc la donnée de 7 et
7 équivaut a celle de deux éléments z et y de M'. Si on change les triviali-
sations de N et N en les multipliant & droite par des automorphismes de

M D AROK et M' @ AROk de matrices ((1) 114) et (é 1{) avec u € M

et v € M', z et y sont remplacés par x — i(u) + v et y — j("u) + v.
Il est donc clair que I'on a une suite exacte longue de A-modules :

-
—J7 1
0 — H°(Spec Ok, (M, M i, 7)) - Mo M S
M & M — H'(Spec Ok, (M, M',i,j)) — 0
d’olt une suite exacte longue de A-modules
0 — H(Spec Ok, (M, M',i,§)) = M =X M —
H*(Spec Ok, (M, M’ i, j)) — 0.

Dans cette derniére suite exacte longue, a un élément y € M’ la derniére
fleche associe l'extension (N, N, 1,7), ou

N:M@A(%OK,N’:M/@A@)OK,E:(S ‘1)) et}:({) ?{)
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Justifions maintenant le fait que H*(Spec Ok, (M, M',i,j)) = 0 pour i #
0,1. Dans le diagramme suivant

0 — O — 0

Lo ! (_11) lo

1 0

0 1
o -5 00 <~ O
1 lay I

1 1

o — 0O — 0

les lignes sont des objets de la catégorie abélienne des quadruplets (N, N7, 1, 5),
les deux premiéres lignes sont des objets projectifs de cette catégorie qui
représentent les foncteurs (N, N,7,7) — N’ et (N, N",i,7) — N et les
fleches verticales sont des morphismes dans cette catégorie qui forment une
suite exacte courte. De plus le morphisme donné par les fléches verticales

du haut représente le morphisme de foncteurs AN "I A On en déduit que
H*(Spec Ok, (M, M'i,j)) est bien la cohomologie du complexe M 5" M’
Lorsque 7 est un isomorphisme, tout est simple, comme le montre le lemme

suivant, qui justifie dans ce cas particulier tout ce que nous allons faire dans
le reste de ce paragraphe.

Lemme 4.1 Supposons que i est un isomorphisme. Alors
M = e M
est un isomorphisme, et donc la réduction modulo my,
du compleze M =27 M’ dans le compleze M /1M =2 M Jmx M,

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. Le lemme résulte simplement du fait que pour tout ¢t € N*,
i meM — i M est un isomorphisme, alors que j7 envoie wh- M dans
qt A 4/
M. O
Lorsque 7 est un isomorphisme on a donc une suite exacte

0 — H°(Spec Ok, (M, M',i,5)) — M /g M =y M 7 M —
H*(Spec Ok, (M, M',i,5)) — 0
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d’ott une identification
det(H*(Spec O, (M, M’ i, )" ~ det(M/mg M)t @ det(M' /g M) =~ A (4)

ou la deuxiéme identification vient de I'isomorphisme i : M /mg M — M’ /7M.
Revenons maintenant au cas général.

Lemme 4.2 Supposons que les hypersurfaces Z(det(i)) et z = 0 de Spec (ARO)
n’ont pas de composante irréductible commune. Alors

a) le AQOg-module Cokeri = M'[i(M) est un A-module libre de type
ﬁni7

b) pour t € N assez grand, i — j7 : e M — wh- M’ est injectif et son
conoyau est un A-module libre de type fini de méme rang que Coker1,

c) H°(Spec Ok, (M, M'i,j)) est un A-module libre de type fini et
H'(Spec O, (M, M i, j)) est un A-module de type fini et

dimp(H"'(Spec O, (M, M'i,5)) @4 F)
—rang 4 (H(Spec O, (M, M'}i,j))) = rang 4 (Coker ).

Démonstration. Choisissons des bases de M et M’ et soit f € AROK le
déterminant de i dans ces bases. Ainsi Z(det(i)) est le réduit de f = 0. On
fait donc Phypothése que les composantes de f dans les facteurs de AROx
ne sont pas divisibles par z. Grace a cette hypothése, il existe s € N et
i' € Hom 50, (M', M) tels que 4'i soit égal a 73Id modulo 2End 50, (M)
et 44’ soit égal a 73Id modulo zEnd 450, (M').

Montrons a). Comme i'i : M/2M — M/2M est la multiplication par
e i M/zM — M’ /2 M’ est injectif et son conoyau est un k-espace
vectoriel de dimension finie, dont on note d la dimension. Soient x4, ..., x4 €
M’ relevant une base de ce conoyau. Alors (i,zy,...,19) : M @& A4 — M’
est un isomorphisme modulo z, donc est un isomorphisme. On en déduit a).

Montrons b). Soit t € N* tel que (¢ — 1)t > s. Alors

i'(i — j7) e (M2 M) — T (M2 M)
est tel que pour tout a € N et x € M/zM,
i'(i — §7)(mht ) = 7S mod wi TS (M /2 M).
On en déduit que

i'(i — §7) T (M2 M) — Th (M2 M)
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est injectif et que son image est i *(M/2M). Donc
m-(i — jr) = i’ (i — j7) : e (M )2 M) — 7h (M )2 M)
est injectif et son image est 7 *i(M/2M). Donc
i— g1 e (M/zM) — Tt (M) 2 M)

est injectif et son image est 74-i(M/2M) et donc son conoyau est un k-espace
vectoriel de dimension d. Soient 1, ...,x4 € T M’ relevant une base de ce
conoyau. Alors (i—j7,21,...,74) : Tee M@ AL — 7t M’ est un isomorphisme
modulo z, done est un isomorphisme. On en déduit b).

Enfin b) implique ¢) : on a la suite exacte

0 — H°(Spec Ok, (M, M',i,§)) — M/xhe M — M /(i — j7) (7t M)

— H'(Spec Ok, (M, M’ i, j)) — 0,
M/ (i—j7) (7t M) est une extension du A-module libre de type fini M’ /7l M’
par le conoyau de i —j7 : e M — 7t M’ et donc H*(Spec O, (M, M, i, 7))
est la cohomologie d'un complexe de deux A-modules libres de type fini,

dont la différence des rangs est le rang de Coker . Ceci termine la preuve du
lemme 4.2. 0J

La preuve de a) et b) du lemme 4.2 montre aussi que
— pour tout n € N*, i : M/2"M — M'/2" M’ et
— pour t assez grand, pour tout n € N* i — jr : wh(M/2"M) —
T (M'/z" M)
sont injectifs et que leurs conoyaux sont des A/z"A-modules libres dont le
rang est le rang de Coker i sur A.
Le ¢) du lemme 4.2 donne un sens au A-module libre de rang 1

det(H*(Spec Og, (M, M',i,5))) " =

det(H°(Spec Og, (M, M’,i,))) ™ @ det(H"(Spec Ok, (M, M',i,7))).

Nous allons nous inspirer de la preuve du lemme 4.2 pour construire un
isomorphisme de A-modules libres de rang 1

det(H*(Spec O, (M, M',i,3))) " = det(Coker).

Lemme 4.3 On reprend les hypotheses du lemme 4.2. Pour tout n € N*,
pour tout t € N assez grand (en fonction de n)

i— 7 e (M)2" M) — Tt (M )2 M)
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est injectif et son image est égale a celle de l’application injective
i T (M/Z"M) = T (M )" M)

donc ces applications ont le méme conoyau C, qui est un A/z"A-module libre
de type fini.

Démonstration. On remarque d’abord que l'injectivité des applications %
et i — j7 de wh (M/2"M) dans 7kt (M'/2"M') a déja été établie dans la
preuve du lemme 4.2, sous ’hypothése (¢ — 1)t > s. Supposons maintenant
(¢ — 1)t > ns et montrons que ces applications ont la méme image. Comme
i’ est w5 Id modulo z, pour tout a € N, I'image de mif*(M’'/2"M') par ii’
contient 7 *™* (M’ /2" M) donc a fortiori on a

(T (M2 M)) D e (M) M),
Or pour tout a € N,
( t+a(M/ZnM)) %+qa(M//ZnM/) C W?—a—}-ns—}-l(M//an/).

Donc i 7 ¢ 7l (M/2"M) — 7t (M/2"M) est bien défini et pour tout
a € N il envoie 74*(M /2" M) dans 7t ** (M’ /2" M'). Donc

1—i Yy ale(M/2" M) — 7 (M /2" M)

est inversible et i et i — j7 = i(1 —771j7) ont la méme image. OJ

Soient n,t comme dans le lemme précédent. Le complexe
i—j7: (M/2"M) — (M /2" M)
est quasi-isomorphe au complexe parfait
(MMt e M) = (MM /(6 = 57) (mhe (M2 M)

dont le deuxiéme terme est une extension de (M'/z" M’ + 7t M’) par C,
d’ott un isomorphisme de A/z"™A-modules libres de rang 1

det(H*(Spec O, (M, M',i,5))) " @4 (A/2"A) ~
det((M/z"M + 7t M)t @ det (M’ /2" M’ + 74 M) @ det(C).  (5)

Pour n,t comme dans le lemme précédent, le complexe

i:(M/)Z"M) — (M')2" M)
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est quasi-isomorphe au complexe parfait
(M/2"M 4wl M) — (M [ M) [i(mhe (M) 2" M)

dont le deuxiéme terme est une extension de (M'/z" M’ + 7t M’) par C,
d’ott un isomorphisme de A/z"™A-modules libres de rang 1

det(Cokerd) @4 (A/2"A) ~ det(M/z"M + 7t M)) ™!
@det(M'/z"M' + i M) @ det(C). (6)
L’isomorphisme
det(H*(Spec O, (M, M',i,5))) ' @4 (A/2"A) ~ det(Cokeri) @4 (A/2"A) (7)

qui résulte de (5) et (6) est indépendant de ¢ (pour ¢ assez grand comme dans
le lemme 4.3) et quand n varie ces isomorphismes sont compatibles.

Définition 4.4 On note
v+ det(H*(Spec Ok, (M, M',i,5))) " =~ det(Coker i)

l’isomorphisme de A-modules libres de rang 1 dont la réduction modulo 2"
est (7) pour tout n € N*.

Remarque. L’isomorphisme (7) se voit plus simplement de la maniére sui-
vante. Pour ¢ assez grand, les complexes RI'(Spec Ok, (M, M',1,7))@4(A/z"A)
et (Cokeri) ®4 (A/z"A) (placé en degré 1) sont quasi-isomorphes aux com-
plexes parfaits

(M/2" M + e M) "5 (M2 M) Ji (e (M 2" M)

et (M/Z"M+m M) =S (M /2" M) [i(7le (M /2" M)).
Donc det(H*(Spec O, (M, M',i,5))) " @4(A/2"A) et det(Cokeri)@4(A/z"A)

sont tous deux isomorphes &
detazna(M/2"M + 7l M)~ @ detajona (M /2" M) Ji(7le (M /2" M)))

et donc ils sont isomorphes entre eux.
Remarque. Lorsque i est un isomorphisme, l'identification de la défini-
tion 4.4 coincide avec (4).

Supposons maintenant que Z(det(:)) et Z(det(j)) n’ont pas de compo-
sante irréductible commune avec I'hypersurface 7 = 0 de Spec (A®Ok),
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c'est-a-dire que (M, M’ i, j) a bonne réduction. Alors My = M/mxM,
o = M'/mg M’ sont des A ® ki modules libres, et on note ig : My — M;
et jo : "My — M les réductions de i et j, qui sont des isomorphismes aprés
tensorisation par F' ® kx = (k ® kk)((z)). On notera aussi 7 : My — "M,
lapplication 1 ® Fr-linéaire évidente, et de méme pour M.
Comme dans |[GLO08], on introduit 'anneau

C contenant AROk = (k ® kg)[[z, 7x]],

formé des séries ) _, a,2" avec a, € (k ® kg)[[7k]], qui convergent sur
le disque ouvert rigide de rayon 1 privé de l'origine, c’est-a-dire telles qu’il
existe une fonction p : N — N vérifiant lim,, I@ = +o00 et que pour tout
n € N, a_,, soit divisible par ﬂﬁ((”) (le role de p(n) est de minorer le minimum
des valuations des composantes de a_,, lorsqu’on décompose k ® kx en un

produit de corps finis). On a aussi

m

c= () (k& ko) llzml(ENL]) dans  (F @ k)]

z z
meN*

Soit f comme précédemment, c’est-a-dire le déterminant de ¢ dans des
bases de M et M’ (de sorte que Z(det(i)) est le réduit de f = 0) et soit
fo € A® kg la réduction de f modulo 7x. L’hypothése que Z(det(i)) n’a
pas de composante irréductible commune avec mx = 0 équivaut a dire que fy
est inversible dans F' ® ki (qui est un produit de corps). Gréace a l'inclusion
krx C Ok on peut voir f comme un élément de AROj. Dans anneau C on
a I’élément particulier

_ (i)T i 2 i

TR R

Lorsque k = I, et f est une puissance de z — 7 avec 7 est un élément non
nul de 7Ok, le lemme suivant est essentiellement le lemme 6.4 de [GLO8|,
a ceci prés que nous notons ici Q I'application notée R~! dans [GLOS|.

Lemme 4.5 a) Il existe un unique morphisme Q) de C[é]—modules congru, o
Id modulo wx de Mo @agp, C[1] vers M ® 450, C[X] tel que Uon ait

(77 ®1)Q = Qig 'jo ® 1).

b) 1l existe un unique morphisme Q)" de C[%]—modules congru a Id modulo
T de MY @ agiy Clzs] vers M ® 450, Cl=] tel que Uon ait

(e 1)Q =Q (joiy' @ 1).
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c) On a le diagramme commutatif

Mo ®asie CIE] 5 My @ask CIE] " Mo © sy CLE]
1Q | 1@ | 1 7Q

M@ 450, ClA] 5 M @50, ClA] & M@0, CLA]
L’énoncé du lemme a bien un sens car i est un isomorphisme aprés tenso-
risation par A@(’)K[%], et donc a fortiori aprés tensorisation par C[£] et de
méme 7 est un isomorphisme aprés tensorisation par F'® kg, donc a fortiori
aprés tensorisation par C[1].
Démonstration. La démonstration de a) est la méme que celle du lemme
6.4 de [GLO8|. D’abord @ est unique, car si Q est une autre solution, Q — Q
est congru & 0 modulo 7, donc Q — Q = (i~ ® 1)(Q — Q)(ig jo ® 1)~
est congru a 0 modulo 77, donc il est congru a 0 modulo W?j,..., donc il est
nul. Pour montrer l'existence de @, on fixe des bases de M et M’ (d’ou des
bases de M, et M par réduction modulo 7 ) et on note encore 4, j, iy, jo les
matrices de 4, 7, iy, jo dans ces bases. Par les formules de Cramer, on a i~! €
fIM(AROK) et donci~tj € f~M,(AROk). De plus iy jo € GL.(F®kg)
est la réduction modulo 7 de i~tj. Alors  est la limite (pour la topologie
mr-adique dans M, ((F ® kk)[[7k]])) de la suite

1 N7/ —1 - n—1l,._1 N1, . 1. T/ —1- R
g = (715G G) T )T (g o) (o o) (g to)-
Cette limite existe puisque o1 — ¢, appartient a 7% M, ((F @ kg)[[7x]])-
Vérifions que R appartient & a~'M,(C).
Soient C,Cy € N tels que
Jot € 2O M(ARkk) et fi' € 27 PA® k.
Alors ¢, appartient a z= G f=17f=1 7" I (AROK), et

Qi1 — Gn € 71-([1:2701(nJrl)fileil.-.Tnfier(A&’EOK)

Qo gyt — Gn) € T 2~ (CFEIEHD (T ) ML(ABOK )

qn+1
. N ~ T
C 7l 7 OO N (ABOK) ® 4z0, ABOK] f@ 1]

puisque % € 1+ 25 AROK implique o € AROK[[Z]].
Pour b) on repéte la démonstration de a) avec le diagramme

M LTMm D
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au lieu de M 5 M’ & "M, 7f au lieu de f et j% ! au lieu de i~'j. On a

1 7_7L71 L PO Tnfl 1

Q = r}LrgojTi_ LT T G g gt

Enfin c) résulte des formules pour @) et Q" dans les démonstrations de a)
et b). Ceci termine la preuve du lemme 4.5. U

Supposons désormais que Z(det(j)) n’a pas de composante irréductible
commune avec I'hypersurface 7x = 0 et que Z(det(7)) n’a pas de composante
irréductible commune avec ses images inverses par les puissances de Id x Fr.
Cette hypothese implique que Z(det(i)) n’a aucune composante irréductible
commune avec z = 0 et mx = 0, et on est donc dans le cadre d’application
des lemmes 4.2 et 4.5.

Soit f € AROx égal, comme précédemment, au déterminant de i dans
des bases de M et M’. Alors les composantes de f, "f, T2 f,... dans les facteurs
de AROy sont premiéres entre eux deux a deux.

Par les formules de Cramer, (Cokeri) ® 4 F' est un module (de type fini)
sur la F-algébre finie (AROf/fAROk) @4 F, qu'on pourrait aussi noter
(AROK [ fAROK)[L] (c’est une algebre finie sur (k ® kx)((z)), qui est un
produit de corps, eux-mémes extensions finies de F').

Lemme 4.6 Le quotient ARO — A@(’)K/fA@OK — AROg s’étend en
un morphisme de F-algebres C[] — (AROk/fAROK) @4 F.

Démonstration. Il existe s € N* et f/ € AROk tels que ff = 75 mod zAROk.
Donc I'image de " dans (A®Ok / f AR Ok )@ 4 F appartient & (ARO/ fAROy)
et le quotient AROx — A@(’)K/fA@)OK — AROj s'étend en un morphisme

C — (AROK /fAROK) ®4 F.

Il reste & montrer que 'image de "« est 1nvers1ble Avec les notations de la

preuve du lemme 4.5, on a "' € 1+ 24 A®(’)K[[ ~]]. Or si ¢ > sCs, 'image
de 5‘2 dans (A®OK/fA®OK) ®A F appartient a 7TK(A®OK/fA®OK) et

donc I'image de 1+ 25 A®(9K[[ i _]] dans (ARQOy/fAROK) @4 F est incluse
dans 1+7x (AROK / f A®(’)K) et est donc formée d’éléments inversibles. Donc
pour n assez grand 'image de "o dans (AR / f AROg) @4 F est inversible.
Grace a Phypothése que les composantes de f,"f,™ f, ... dans les facteurs de

A®Ox sont premicres entre eux deux a deux, les images de - f , : ]{ . dans
(A®(9K/fA®OK)®AF sont inversibles. Donc I'image de "o = % . T,HJ{ ™o
0
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dans (AROk/fAROk) @4 F est inversible. Ceci termine la démonstration
du lemme 4.6. O

On en déduit un morphisme de F-espaces vectoriels
1.0 . 1 .
(M’ @150, Cl=-))/iM @ 150, Cl=-]) — (Coker i) @ F. (®)

En fait on doit pouvoir montrer, en adaptant la preuve du lemme 2.3 a)
de [GLOS§|, que les morphismes

C/fC — Cl)/JCI] — (ABOx/FABOK) B4 F

sont des isomorphismes et que le morphisme de (8) est un isomorphisme,
mais nous n’en avons pas besoin.

On note 6 : My ®4 F — (Cokeri) ®4 F' la composée de I'isomorphisme
ig: Mo®a F — My®4 F, de I'inclusion de M{®4 F dans M} ® sk, C[%],
de @' (construit dans le lemme 4.5) et de la projection de M’ ® 450, Clz]
dans (Cokeri) ® 4 F' qui figure dans (8).

La proposition suivante est ’analogue en égales caractéristiques de la suite

exacte habituelle pour H® et H } en théorie de Fontaine (voir le corollaire 3.8.4
de [BK90]). On définit

v Mo®a F R Mo®Ra F @ (Cokeri) @4 F
o = (x0 — g Jjor(x0) d(o))-

Proposition 4.7 On suppose que Z(det(j)) n’a pas de composante irréduc-
tible commune avec Uhypersurface m = 0 et que Z(det(i)) n’a pas de com-

posante irréductible commune avec ses images inverses par les puissances de
Id x Fr.
Alors on a une suite exacte de F-espaces vectoriels de dimension finie :

0 — H(Spec Ok, (M, M i, )))@4F — Mo@4F - M4 F®(Cokeri)@4F
— H*(Spec Ok, (M, M')i,j)) @4 F — 0.

Démonstration. Comme iy : My®4 F — M{®4 F est un isomorphisme, le
complexe Mo @4 F -5 My®4 F @ (Cokeri) ® 4 F est isomorphe au complexe

Mo@a F — My®s F & (Cokeri) @4 F
Zo = (G0x0 — JoT(20), 6(x0)).
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11 s’agit donc de construire un quasi-isomorphisme (py, p2) entre les complexes
de F-espaces vectoriels suivants

M@ 50, ABOK[Y] " M @450, ABOK[L]

L p L p2
M0®AF — MB@AF@(COI{GI‘Z) ®AF
0 — (G0z0 — JoT(20), 6(x0)).

On définit p; comme la réduction modulo 7k et

~ 1
pour y € M'@yz0, AROk[Z],  paly) = (y mod 7x, —€(y))

ot € : M' @450, A@OK[%] — (Cokeri) ®4 F est I'extension par F-linéarité

du morphisme A-linéaire € : M’ — (Cokeri) ®4 I défini comme suit. A

y € M’ on associe (N,N",i,7) extension de (AROg, A®Ok,1d,1d) par

(M, M’ i, ), donnée par

N = Mo ABORN' = M 0 480k = (3 1) = () 1).
Soient Q, Q' et & associés a (N, N",7,j) comme Q,Q’,§ sont associés a
(M, M’ i,5) par le lemme 4.5 et la construction qui précéde ’énoncé de
la proposition 4.7. L'égalité N' = M @® A®Ok induit par réduction modulo
Tk une égalité Ny = My @ A ® kg, d’ot une égalité de F' ® kx-modules
No @4 F = My@4 F P F ®kg. On note a € Ny @4 F 'élément corres-
pondant & (0,1) € My ®4 F & F @ kg. On pose alors €(y) = 6(a) dans
(Cokeri) ®4 F = (Cokeri) ®4 F.

Montrons que le diagramme est commutatif. Soit z € M, xg € M,
sa réduction modulo 7x et changeons l'isomorphisme N = M & AROx

par é T), lisomorphisme N’ = M' & AROk par ((1) z(f)), gardons
1= <(Z) (1)> et remplacons j par (‘(7) y+ 0 _1‘77)(33)) Alors a = (0,1) est

remplacé (dans ancienne trivilisation de Ny @4 F) par (—z¢,1) et 0(a) est

donc remplacé par 6(a) —d(zo), tandis que la réduction y, € M de y modulo
T est remplacée par yo + (19 — jo7) (o).

Il nous reste donc a montrer ’exactitude du complexe

~ 1. i—jr , ~ 1

0— kM @450, A@OK[;] = M @450, A®0K[;]

5 (Cokeri) ®4 F — 0.
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Supposons maintenant (N, N, 7, j) comme ci-dessus mais avec y € mx M’ :
c’est-a-dire

N =M ABOK, N = M' @ AROy,i = (é (Dj: (é ?1’)

Fixons des bases de M et M. La matrice Q' est la limite de la suite

G T Clogg Y- (ioga )

(T Y\ e (7 e (Ceget O\ (Tiodat O
0 1) 0 1 0 1/ 0 1/

Donc pour y € Tg M'® 450, A®O[2], €(y) est I'image par le morphisme
"a "M @450, C — (Cokeri) @4 F (qui figure dans (8)) de

T e— crp o1 ey e P S SR . )
Y+ )+ ) =y 5T (Cy) T (Ty)

Le fait que cette somme converge dans "o ' M’'® 450, C résulte de la construc-

tion de ¢ donc en derniére analyse de la démonstration du lemme 4.5. Pour
la commodité du lecteur, rappelons que
jT?:*l.“Tn 1]7' zfl‘r y € ﬂ,K‘rf 1 T f 1MI
7an+1
—1_q" —nCqrmH! -1_4q" _—nC K
C o W}I(z n 2(7' a)/\/l/CTa W}I(z n 2M’®A®OKA®OKH 0o ]]

entraine facilement la convergence de cette somme dans @' M’ ® 180y C-
Pour tout ¢ € N*, i —j7 envoie 1, M ® 450, A®O[2] dans 7 M ® 430k
A®Ok[L] et i — j7 induit un isomorphisme

1 1
(kM @50, ABOKL])/ (TkM @50, ABOK[])
z z
, 1 , 1
= (MM’ ® 430, ABOKIZ))/ (7heM' © 450, ABOK[Z]).
En effet, pour tout a € {1,...,¢t — 1},
; ; a a 1
i =7 (neM /T M )H — (m M [T M)

coincide avec 7 et induit par conséquent un isomorphisme.
I1 suffit donc de montrer I'exactitude du complexe

0= T MesF ' 7t M @4 F -5 (Cokeri) @4 F — 0.

Cela résulte du lemme suivant.
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Lemme 4.8 Pourt € N* assez grand le complexe

Zj’T

0— meM = 7t M S 7t M Ji(rhe M) — 0 (%¢)

est bien défini et il est exact.

Par abus on pourrait noter 7% (Coker i) le dernier terme du complexe.
Démonstration. Montrons d’abord que le complexe (%;) est bien défini,
c’est-a-dire que

e(rt- M") C (Cokeri) @4 F est inclus dans 7 (Coker i) = wh M’ /i(7h - M).

Pour y € M’ et n € Non a j% 1.7 j7% 17y e gltf=1 7MY
et comme Cokeri est un (A@OK/ fAROK)-module, le fait que, si t est as-
sez grand Pimage de j%7'..7" 571"y dans (Cokeri) ®4 F appartient a
mh-(Coker i) pour tout n € N (et donc que le complexe (x;) est bien défini)
résulte du lemme suivant.

Lemme 4.9 Sit est assez grand, pour tout n € N, ["image de W}I:tTf_l...Tnf_l
dans (AQOk | fAROK) @4 F appartient & 7t (A0 | fAROK).

Démonstration. Cela est vrai pour t > % ou U3 est comme dans le lemme
suivant, puisque pour t > qC—_31 on a ¢"t — nCs >t pour tout n € N.

Lemme 4.10 ] existe C3 € N telle que pour t > % et n € N, limage de
L T dans (AROk | fAROK) @4 F appartient a

T (AROK | fFAROK).

Démonstration. Comme 'image de % dans (AROk/fAROK) @4 F ap-
partlent 4 AROk | fARO, pour tout m € N tel que ¢"™ > sCy, 'image de
Oz dans (A®(9K/fA®OK)®AF appartient a WK(A®OK/fA®OK) Comme
f €l+ 7 A(}Z)(’)K7 I'image de T:O appartient a 1 + WK(A®(9K/fA®(’)K)
donc est 1nver81ble dans A®Ok/fAROK et donc I'image de 7"f~' dans
(A@X\)OK/fA@OK) ®4 F appartient a 2702(A®OK/fA®OK). Pour m € N*
tel que ¢™ < sC5, 'image de 7" f dans (A@)OK/fAQA@(’)K) ®4 F est inversible
et comme ces valeurs de m sont en nombre fini, il existe C, > C5 telle que
pour tout m € N*, 'image de 7" f ! dans (A®Ok / f AROk)® 4 F appartienne
22 (AROK [ fAROK). Si ¢"t > nsCh on a

7O (AROK / FAROK) C 7 TR (AROK | FABOK).
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On prend C5 = sC). Ceci termine la démonstration du lemme 4.10, donc
aussi celle du lemme 4.9. N

Nous savons maintenant que le complexe (*;) du lemme 4.8 est bien défini,

pour tout t > =% q . Fixons un entier ¢ tel que t > qCT?’ et montrons que le

complexe est exact Pour tout ¢ > t on a le sous-complexe

1—JT

0— mteM " 7t M S gt M Ji(nhe M) — 0 (%)

Le quotient de x4 par %y s’écrit

o~<wKM/t+1 >””< CM M) (9)
S (mhe M T M) fi(rle M T M) — 0

Comme j7(rl M) C W%IM C 7T§(+1M on peut remplacer ¢ — j7 par i dans

(9). Comme t' >t > q(%, on a ¢"t' — nCs > t' pour tout n € N* donc

le lemme 4.10 montre que 'on peut remplacer € par le quotient dans (9).
Donc l'exactitude de (9) est évidente. Par récurrence on montre que pour
tout ¢ > ¢, le complexe quotient de (%;) par (xy) est exact, et en passant a la
limite on en déduit que le complexe (x;) est exact, ce qui termine la preuve
du lemme 4.8 et donc celle de la proposition 4.7. N

Proposition 4.11 On suppose que Z(det(j)) n’a pas de composante irré-
ductible commune avec Uhypersurface m = 0 et que Z(det(i)) n'a pas de
composante irréductible commune avec ses images inverses par les puissances

de Id x Fr.
Alors lidentification

det(H*(Spec O, (M, M';i,§))) ' @4 F

~ det(Mo®4 F) ™' @ det(Mo @4 F) @ det((Cokeri) @4 F)
~ det(Cokeri) @4 F

qui résulte de la suite exacte de la proposition 4.7 coincide avec t ® 1, ot
v det(H*(Spec Ok, (M, M',i,5))) " =~ det(Coker i)

est lisomorphisme de la définition 4.4.

Démonstration. D’abord on remarque que l'identification

det(H*(Spec O, (M, M'}i,5))) " @4 F ~ det(Cokeri) @, F
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donnée par la suite exacte de la proposition 4.7 provient en fait d’une iden-
tification

det(H*(Spec O, (M, M’ i,3))) " =~ det(Coker )

définie comme suit. On a un triangle distingué formé par les trois complexes

e M 2 M (10)
MM (11)
MM M M (12)

qui sont tous les trois quasi-isomorphes a des complexes parfaits (le complexe
(12) est lui-méme parfait). Le lemme 4.8 fournit un isomorphisme entre 1'in-
verse du déterminant du complexe (10) et det(w (Cokeri)). L’inverse du
déterminant du complexe (12) est det(M/rt-M)™! @ det(M’' /7t M) qui
s’identifie a

det((Coker i) /7% (Cokeri))

& cause de la suite exacte
0— M/xheM 5 M /7t M’ — (Coker i) /7 (Coker i) — 0.

D’ou une identification entre I'inverse du déterminant du complexe (11) (qui
est aussi det(H*®(Spec O, (M, M’,i,5)))7!) et

det (7% (Cokeri)) ® det((Coker i) /mt (Cokeri))

mais ce produit tensoriel est lui-méme isomorphe & det(Cokeri) a cause de
la suite exacte 0 — 7t (Cokeri) — (Cokeri) — (Cokeri)/mt-(Cokeri) — 0.

On doit montrer que pour tout n € N, le produit tensoriel par A/2"A de
cette identification det(H®(Spec Ok, (M, M’;i,7)))~" ~ det(Cokeri) coin-
cide avec l'isomorphisme ¢ de la définition 4.4. On voit facilement que cela
résulte du lemme suivant.

Soit n € N. Grace au lemme 4.3, pour ¢ assez grand on a le complexe
exact o

0 — mhe(M/2" M) "= 7l (M) 2" M)
— (T (M [2"M")) i (M )2"M)) — 0

ou la derniére fléche est le quotient.
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Lemme 4.12 Pour t assez grand ce complexe coincide avec le produit ten-
soriel par A/z"A du compleze (x;) du lemme 4.8.

Démonstration. On doit montrer que pour t assez grand la réduction mo-
dulo 2" de

e: e M — 7t M Ji(7h M)
est le quotient. Comme 74 M’ /i(mt M) = 7t (Coker i) est un ARO[ fARO -
module et que 'image de % dans (AROf/fAROK) ®4 F appartient a
AROK | fAROK on a

g (M fi(mi M) C 2" (M i M)

Donc il suffit de montrer que pour t assez grand, pour tout m € N* et y €
wt M’ Pimage de %17 7"~ (""y) dans wh M /i(nt M) = 7t (Coker 1)
appartient a 7" (Cokeré). Or d’aprés le lemme 4.10 limage de
G TN (y) appartient a7l ™ (Cokerd). Sit > %, on a
pour tout m € N*, ¢"t — mC3 > t + ns, et donc pour un tel entier ¢ la
réduction modulo 2™ de € est le quotient. N

5 Un énoncé avec des groupes d’extension

Soit X une courbe projective lisse sur F,, C' = SpecA une courbe affine
lisse sur F,. On note F' = F,(C) le corps des fractions de A. On note |X]|
I'ensemble des points fermés de X et pour = € |X|, on note k(x) son corps
résiduel et d,, son degré sur F,. Soient 7 un entier et £ et £ des fibrés vectoriels
de rang r sur C' x X. On note "€ 'image inverse de £ par Id x Fr, ot Fr est
le morphisme z — x? de X dans lui-méme. On note 7 ’application qui & une
section de &£ associe la section de "€ qui est son image inverse par Id x Fr.

Soient £ — &' <~ "€ des morphismes de fibrés sur C' x X qui sont des
isomorphismes aux points génériques. On note Z(det (7)) le lieu des zéros de
det (7).

Pour z € | X]| tel que Z(det(i)) n’a de composante irréductible commune
avec C' x {x}, le facteur local de la fonction L de (£,&’, 14, j) est défini comme
suit. On note i, : & — &, et j, : & — &, les restrictions de i et 7 a
C x Spec (k(x)) = Spec (A® k(z)), si bien que i, 'j,7 est un endomorphisme
1 ® Fr-linéaire du F' ® k(x)-module libre &, ® agi) F' ® k(). On pose alors

L(z,(&,€,i,5),T) = detp(1 — Ti ' j,r)~"

= detpop) (1 — T (i, jo7)™) " € 1+ T%= F[[T%]).
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Pour tout partie finie S de | X]|, telle que pour tout z € | X|— S, Z(det(z))
n’a pas de composante irréductible commune avec C' x {x}, la fonction L
tronquée de (€,E&’,14,7) est

Ls(X,(£.€,4,5),T)= [] L(x.(£.€.i,4),T) €1+ TF[T]].

z€|X|-S

Notons H°(X,&) et H'(X,E) les A-modules de type fini qui sont les
images directes de £ et de méme pour £'. On note i : H*(X, &) — H*(X, &)
et 7+ H*(X,’6) — H*(X,&’) les applications induites par i et j et 7 :
H*(X,&) — H*(X,7€) I'image inverse par Id x Fr.

Notons H*(X,(€,&',i,7)) les groupes d’extension de (O,O,1d,Id) par
(£,&',i,7) dans la catégorie abélienne des quadruplets (F, F',1,7), ot F et

F' sont des O-modules sur C' x X, munis de morphismes F — F' <& 7F.
Comme au début du paragraphe 4, on peut montrer que H*(X, (€,&’,14, 7)) est
la cohomologie du complexe de A-modules RI'(X, (€,&',4,7)) défini comme
le cone (décalé de [-1]) du morphisme de complexes

RT(X,€) "2 RI(X,&).
Ce triangle distingué fournit un isomorphisme
det(RT(X, (£,&,4,7))) ! ~ det(RT(X, &))" @ det(RT(X, E")).

Or la suite exacte de O-modules 0 — & N & — Cokeri — 0 fournit un
isomorphisme

det(RI(X, €)™ @ det(RT(X, &) ~ det(RT(X, Coker)).
En composant des ceux isomorphismes, on obtient une identification
det(RT(X, (£,&',4,7))) " ~ det(RT(X, Cokeri)).

Si Z(det(i)) n’a de composante irréductible commune avec aucun des
{c} x X pour ¢ € |C|, la premiére projection Z(det(i)) — C' est finie, donc
RT'(X, Cokeri) = Cokeri. En enlevant un nombre fini de points a C' nous
pourrions nous ramener a cette situation. Mais nous nous contentons de re-
marquer que, si v est une place de C' telle que Z(det(7)) n’a pas de composante
irréductible commune avec {v} x X, en notant A, le complété de A en v, on
a RI'(X,Cokeri) ®4 A, = Cokeri ®4 A,, d’ott une identification

det(RT(X, (£,&,4,7))) ' @4 Ay ~ det((Cokeri) @4 A,). (13)
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Les groupes H'(X, (€, &’,1,7)) sont nuls sauf pour i = 0, 1,2, et le triangle
distingué ci-dessus fournit une suite exacte longue de A-modules

1—JT

0 — H(X, (£,€,1,)) & H(X, €)= H(X, &) 5 H'(X, (,€,i,)))

S HY(X,E) " HY(X,&) D HY(X,(€,€,i,) — 0.
Le morphisme i : £ — &' fournit un endomorphisme de degré 1 et de
carré nul du complexe total du morphisme de complexes

RT(X,&) =% RI(X, &)

(qui envoie RT'(X,E) sur RI'(X,E’) par ¢ et RI'(X,E") sur 0). On a donc
un endomorphisme de degré 1 et de carré nul de RI'(X,(E,&',4,7)), qui
détermine, comme dans les paragraphes 1 et 2, un complexe

0— HYX,(£.€,4,7)) 2 H\(X,(€,€,i,5)) = HX(X, (£.€i,5)) — 0.

Cependant nous ne servirons pas de ce complexe : sous ['hypothése sim-
plificatrice que Z(det(i)) — C' est finie, si Cokeri est non nul il ne peut étre
exact car sa caractéristique d’Euler-Poincaré (aprés tensorisation par F') est
I'opposé du rang de Cokeri sur A.

Soit maintenant v une place de C' telle que Z(det(i)) n’ait pas de compo-
sante irréductible commune avec {v} x X. Soit S une partie finie de X telle
que {v} x S contienne Z(det(7)) N ({v} x X). Notons A, le complété de A
en la place v et F, le corps des fractions de A, (qui est le complété de F' en
la place v).

Il résulte du paragraphe 3 que I'image de Lg(Y, (£,&,4,7),T) dans 1 +
TF,[[T]) appartient & 1+TA,((T)), ou A,((T")) désigne 'anneau de Tate. En
effet soit Y 'ouvert de X tel que |Y| = |X| — S et R 'anneau des fonctions
sur Y. Alors € et &£ fournissent des A,&R-modules localement libres, que
nous notons M et M’ et i est un isomorphisme de M vers M’ donc on
peut appliquer la proposition 3.2, avec A, au lieude A, u =i"1j : "M — M
et en prenant pour &€ la restriction de £ & Spf A,x X (qui est le complété de
C x X le long de {v} x X).

Par conséquent l'ordre d’annulation et la valeur spéciale en T = 1 de
Ls(Y,(E,€',i,7),T) a la place v sont bien définis et la valeur spéciale est
notée L, (Y, (€,&',i,7),1) € A,.

Pour tout w € |S| on note K, le complété en w du corps des fonctions de
X, et O, son anneau d’entiers et on choisit une uniformisante 7g, de Ok, .
On note M,, (resp. M’,) le A,®0k,-module libre déterminé par £ (resp.
&.
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On rappelle que dans le paragraphe 4 on a introduit un complexe de
A,-modules

1—JT

RF(SpeC OKw7 (M’UM Mﬁu? Za])) = (Mw - M;u)
qui calcule les groupes d’extension de
(A,®0k,, Ay®0Ok,,1d,1d) par (My, M.,,i,7)

dans la catégorie abélienne A,-linéaire des quadruplets (N, N’ ,E,j), ou NV
et NV sont des A,®0,-modules et i : N' — N et j : N — N’ des
morphismes, et qu'on a d’aprés la définition 4.4 une identification de A,-
modules inversibles

det(RT(Spec O, , (M, M., ,i,5))) " =~ det((Coker i) @ apx 4,80k, ) (14)

qui, sous I’hypothése supplémentaire que Z(det(j)) n’a pas de composante

irréductible commune avec C' x {w} et que Z(det(i)) n’a de composante

irréductible commune (contenant un des points de {v} x {w}) avec aucune

de ses images inverses par Id x Fr, résulte aussi, apres tensorisation par Fj,

de la suite exacte de la proposition 4.7 (en vertu de la proposition 4.11).
Comme {v} x S contient Z(det(i)) N ({v} x X), on a

(Cokeri) ®4 A, ~ @(Coker i) @agx As®Ok.,

weS

et (14) fournit un isomorphisme

det(EP RT(Spec Ok, , (Mu, M}, i, §))) " ~ det((Cokeri) @4 A,).  (15)

Il résulte des identifications (13) et (15) que le cone (décalé de [-1]) R, (X
,(€,&,4,7)) du morphisme de complexes de A,-modules

RL(X, (€,€,i,])) ®a Ay — @) RI'(Spec O, (M., M, i, 5))
wES

(ot le morphisme est la restriction naturelle d'un groupe d’extension sur X
vers un groupe d’extensions sur | JSpec Ok, ) est muni d'une trivialisation
de l'inverse de son déterminant

det(RUs,(X, (£,€',i,5))) " ~ A,.

On note zg,(X, (£,&',1,7)) le générateur de det(RTs,(X, (€,&',4,7))) "
qui est I'image réciproque de 1 par cette trivialisation.
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Les groupes de cohomologie H§ (X, (£,£',1,7)) de RUg(X,(€,E,1,7))
sont des A,-modules de type fini, nuls pour ¢ # 1,2. On peut considérer
qu’ils calculent des groupes d’extension a support compact sur X — S de
(0,0,1d,1d) par (£,&',1,7) sur Spf A,xX (qui est le complété de C' x X le
long de {v} x X).

On note que i détermine un endomorphisme du complexe de A,-modules

RT(Spec Ok, , (M, M. 1,§)) = (M, =57 M)

qui envoie M,, sur M/ par i et M! sur 0, et qui est donc de degré 1 et
de carré nul. D’autre part on a construit précédemment un endomorphisme
de degré 1 et de carré nul de RI'(X,(E,&',i,7)). Ces endomorphismes dé-
terminent un endomorphisme de degré 1 et de carré nul du cone (décalé de

[-1])
RFS,’U(X’ (87 gl’ Za]))

et donc un morphisme de A,-modules

0 : Héyv(X, (£,&,i,7)) — Hg,v(X, (£,,1,7)).

Théoréme 5.1 Supposons comme précédemment que Z(det(i)) n’a pas de
composante irréductible commune avec {v} x X.
Supposons que

0@ 1: Hg (X, (£,E,4,)) ®a, Fy — HE (X, (E,€,1,7)) @a, F,
est un isomorphisme. Soit
At det(RTs, (X, (€,€,4,7))) " @a, F,

= det(Hg, (X, (£,€,i,7)) " ®a, Fy = F,
la trivialisation donnée par 0 ® 1. Alors l'ordre d’annulation en T = 1 de
Ls(X,(E,E,1,7),T) ala place v est
dim(Hém(X, (E,E',1,7)) ®a, F,) = dirn(Hg’v(X, (E,E',1,7)) ®a, F)
et Mzso(X, (E,E,4,7))) = Lg (X, (€, & i, 5),1).

Démonstration. Soit V le A,&R-module Hom, gx(M, A,@0R), ott R est
I’anneau des fonctions sur Y et Qg est le R-module inversible formé des
sections de wy. On définit aussi V' = Hom z (M, A,®z) mais on identifie
V' a V par . Comme dans le paragraphe 3, u = i~'j € Hom, 5,("M, M)
détermine un endomorphisme Cartier-linéaire ky : V — V.

37



Les complexes de A,-modules

@Mw — Homyu, (V, A,) et @Mﬁu — Homy, (V', A,)

représentent RI'(X,E) @4 A, et RI'(X, &) ®4 A, (la fleche du premier com-
plexe vient de 'accouplement, qui & (f,) € @, M et g € V associe la
somme des résidus en w de (g, f,,) et il en va de méme pour le second com-
plexe).

On en déduit que RI'(X, (E,&',i,7)) ®a A, est quasi-isomorphe au com-
plexe total associé au complexe double

@D, M — Homy, (V, Ay)
li—g7 11 —tky .
&b, M., — Homyu, (V, A,)

Dans ce diagramme la fleche verticale de droite est plus naturelle en écri-
vant Hom 4, (V, A,) en bas & droite alors que la fléche horizontale du bas se-

. . . b
rait plus naturelle en écrivant Homu, (', A,). L’endomorphisme (CCL d) —

<i ((Z) b) de ce complexe réalise I’endomorphisme de degré 1 et de carré nul
de RI'(X, (&,&,4,7)) introduit plus haut.

D’autre part @, ¢ RI'(Spec Ok, , (M, M;,,i,j)) est représenté par la
colonne de gauche du complexe double précédent. Donc le cone (décalé de

[-1])
RFS,’U(X’ (87 g/’ Za]))

est représenté par la colonne de droite et est muni de ’endomorphisme de
. 0 .
degré 1 et de carré nul qui agit par (Z) — (a) sur la colonne de droite. Pour

montrer le théoréme 5.1, on se raméne d’abord & un probléme concernant la
colonne de droite.

On note z une uniformisante de A,.

Comme RI's,(X,(€,€',i,7)) est quasi-isomorphe au complexe

Homy, (V, A,) 15w Homy, (V, A,) (en degrés 1 et 2)

on a une identification entre det(RTs, (X, (£,£,4,7)))"" et le déterminant

1-tky

du complexe Homy, (V, A,)  — Homy, (V, Ay,) (en degrés 0 et 1).

Lemme 5.2 Dans cette identification 'image de zs, (X, (£,€',1, 7)) construit
précédemment est lélément z(Y, (M, u)) de la définition 3.5.
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Démonstration. Soit m € N*. Montrons ’égalité entre zg,(X, (€,£,1,)))
et z(Y, (M, u)) modulo 2™. Avec les notations de la proposition 3.2 et des
constructions qui la suivent, pour ¢ assez grand, l'orthogonal (V;/2™V;)* de

Vi/2"Vy dans
Hotua, jera, (V/2™V, Ay/2™ A,) = Homg, (V, A,/2" A,)

s'identifie a 'image de €, 7%, (M. /2™ M,,) par 'application

@(./\/lw/zm./\/lw) — Homy, (V, A, /2" Ay).

w

En effet le complexe

D e, (Mo /2" M,,) — Homy, (V, A,/2"A,)

représente RI(Spf (A,/2mA,)x X, E(—t(> s w))) et pour ¢ assez grand,

H'(Spf (Ay/2" A X X, E(—t(D_w)))

weS

et V/2™V, = H°(Spf (A, /2" A)x X, E* ® QX(t(Z w)))

weS

sont des A, /2™ A,-modules libres duaux I'un de l'autre.
L’image de z(Y, (M, u)) dans

det(RTs, (X, (,€3,5))) " @a, (Ay/2mA,),

qui est le déterminant du complexe de A,/z™A,-modules (placés en degrés
Oet1)

Homy, (V, A/ A,) =5 Homy, (V, A,/2" A,)

s’obtient & l'aide du quasi-isomorphisme entre ce complexe et le complexe
parfait

Hom a, o4, (Vi) 2™Vi, Ay /2™ Ay) "5 Hom, oma, (Vi) 2™ Vi, Ag/2™ Ay),
dont le déterminant est
det (HomAv/ZmAv (V2™ Vs, Av/zmAv))
®det (HOHIAU/ZMAU V)2V, Av/zmAU)) o A, /2T A,.
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L’image de z(Y, (M, u)) a travers ces identifications est 1 € A,/2™A,.

De plus, pour t assez grand, on est dans la situation du lemme 4.3, et en
particulier les endomorphismes i et i — j7 de @, 7k, (My/2™M,,) ont la
méme image. Pour ¢ assez grand on est aussi dans la situation de b) de la

proposition 3.2 et de la construction avant le lemme 3.4. Donc le complexe

double
b, My/z"M,) — Homyu, (V,A,/z"A,)
Li—gr 11—"ky
b, M, /z"M.,) — Homy,(V,A,/z"A,)

est quasi-isomorphe, globalement, ligne par ligne et colonne par colonne, au
complexe

D, (My/2"My) /Ty (Mey/2m M) —Hompy, joma, (Ve/2" Vi, Ay/ 2" Ay)
li—gr 1 1—1tky (16)
D, (M., /2" M) [i(Tf, (My/2"My)) —Homa, joma, (Vi) 2" Vi, Ay /2™ Ay)

dont tous les termes sont des A,/z"A,-modules libres de type fini.
En remplacant dans (16) les fleches verticales par i et 1 on obtient un
nouveau complexe double

D, (My/2"My) [Tl (Muy/2"My) —Hompy, joma, (Ve/2"Vi, Ay /2™ Ay)
L 11 (17)
@w(M;/ZmM;u)/Z(W%w (Mw/Zme)) HHomAv/zmAv (Vt/szt, Av/ZmAv)

Comme les complexes totaux de (16) et (17) font intervenir les mémes
A, /2™ A,-modules libres de type fini (avec seulement des fléches différentes),
leurs déterminants sont identifiés. Or le complexe total de (16) est quasi-

isomorphe a
RI(X,(E,Ei,j)) @4 Ay /2™ A,

et le complexe total de (17) a pour cohomologie Cokeri ®4 A,/2™A, placé
en degré 1. L’identification des déterminants des complexes totaux de (16)
et (17) fournit donc un isomorphisme

det(RT(X, (E,€',1,7)) ®a Ay/2"A,) " = det(Cokeri) @4 A,/2"A,.

Nous affirmons que cet isomorphisme est la réduction modulo 2™ de (13). En
effet les deux lignes de (16) représentent

RT(X,E)®4 A,/2™A, et RI(X,E)®4A,/2"A,
et les fleches verticales ¢ et 1 constituent un morphisme de complexes

RT(X,E) @4 Ay /2™ Ay — RT(X,E) @4 Ay /2" A,
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qui est exactement le morphisme induit par 7 : £ — £’. D’autre part I'iden-
tification entre le cone (décalé de [-1]) de ce morphisme de complexes et
Cokeri ®4 A,/z™A, placé en degré 1, qui vient de la suite exacte 0 — & —
& — Cokeri — 0 (et a été utilisé dans (13)), coincide avec l'identifica-
tion provenant du fait que la cohomologie du complexe total de (17) est
Cokeri ®4 A,/z™A, placé en degré 1.

L’identification (réduction modulo 2™ de (15)) entre

det(Cokeri) ®4 A,/2™A,
et I'inverse du déterminant du complexe

@D Rr(Spec O, (M, M, i, §)) @a, Ay/2" Ay

weS

(qui est représenté par la colonne de gauche du complexe (16)) vient du fait
que si on remplace la fleche verticale de gauche par i la cohomologie de la
nouvelle colonne de gauche est Cokeri®4 A,/z™A, placé en degré 1 (voir la
remarque aprés la définition 4.4).

Donc la trivialisation (par zg,(X, (€,£’,4, j)) modulo 2™) de l'inverse du
déterminant de RI'g, (X, (£,&,1,7)) ®a, Ay/2™A, (qui est représenté par
la colonne de droite du complexe (16), considérée comme un complexe en
degrés 1 et 2) vient du fait que si on remplace la fleche verticale de droite
par 1 la nouvelle colonne de droite est exacte. Donc zg,(X, (£,£',1,7)) et

2(Y, (M, u)) coincident modulo 2™. Le lemme 5.2 est démontré. O
Puisque L(Y,(M,u),T) = Ls(X,(E,&',1,7),T), le théoréme 5.1 résulte
de la proposition 3.6 et du lemme 5.2. Il

6 Remarques finales

Voici deux questions que nous ne traitons pas.

6.1 Rapport avec un article de Anderson et Thakur

Dans [AT90|, Anderson et Thakur relient la valeur, dans le complété de
A = F,[z] en une place v, de la fonction zeta de Carlitz en un entier positif
n au logarithme v-adique d’un point défini sur F,(7T") de C®", ou C est le
module de Carlitz. Le théoréme 5.1 donne une autre interprétation de (,(n)
en termes d’extensions du chtouca trivial par le chtouca de rang 1 ou le
Frobenius agit par (z — 7)™ (avec C' = A, X = P! D Al et z et 7 des
coordonnées de A'). Pour relier ces résultats il faut certainement utiliser
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le théoréme 1.2 de [PRO3|. Il s’agit d’ailleurs de la direction de recherche
indiquée par Papanikolas et Ramachandran a la fin de [PR03], comme projet
commun avec Thakur.

6.2 Autres valeurs spéciales

Soit X une courbe projective lisse sur F,, C' = SpecA une courbe affine
lisse sur F,. On note F' = FF,(C') le corps des fractions de A. Soient 7 un entier

et £ et £ des fibrés vectoriels de rang r sur C' x X. Soient & — & <& €
des morphismes de fibrés sur C' x X, qui sont des isomorphismes aux points
génériques. Nous utilisons les notations du paragraphe 5.

Soit maintenant v une place de C'. Contrairement au paragraphe 5 nous
supposons maintenant que Z(det(i)) = ZU Z" avec Z C {v} x X et Z' une
hypersurface de C' x X ne contenant pas {v} x X. Soit S une partie finie de
| X| telle que {v} x S contienne Z' N ({v} x X). Soit

Ls(X,(£,€,i,5),T) = ][] L.(X.,(€,€.i,5),T) €1+ TF[T].

z€|X|-8

Notons A, le complété de A en la place v et F, le corps des fractions de A,
(qui est le complété de F' en la place v).

Il résulte du corollaire 4.1 de [TW97] que I'image de Lg(X, (£,&',i,7),T)
dans 1+ T'F,[[T]] est une série convergente sur toute la droite. En effet soit
R lanneau des fonctions sur louvert Y de X tel que |Y| = |X| — S. Alors
£ et & fournissent des A,®R-modules localement libres, que nous notons
M et M, i est un isomorphisme de M vers M’, et si on pose u = i~ 'j :
M — M, (M, u) est surconvergent au sens de Taguchi et Wan. Or sous
cette hypothése de surconvergence de u, d’aprés le théoréme 4.1 de [TW97],
L(Y,(M,u),T) = Ls(X,(E,&',i,7),T) se prolonge en une fonction entiére
sur la droite, et pas seulement sur la boule unité fermée.

La conclusion est que la valeur spéciale L (X, (£,€',4,7),1) a un sens
dans F, mais nous ne savons pas comment l'interpréter (sauf bien str si
Z(det(i)) C {v} x X, auquel cas on peut appliquer la proposition 2.2 avec
C — {v} au lieu de C). Le probléme est en particulier d’étendre les résultats
du paragraphe 4 lorsque Z(det(7)) contient ’hypersurface z = 0.
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