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Nous cherchons à comprendre pourquoi la propriété (T) de Kazhdan [Kaz67,
HV89, BHV08], et plus particulièrement une forme renforcée de celle-ci introduite
dans [Laf08], sont un obstacle à une démonstration de la surjectivité de l’applica-
tion de Baum-Connes à coefficients arbitraires pour des groupes ayant un élément
γ de Kasparov, à l’aide des méthodes connues.

Nous passons d’abord en revue trois méthodes pour montrer la surjectivité de
l’application de Baum-Connes à coefficients pour des groupes ayant un élément γ de
Kasparov (pour lesquels l’injectivité de l’application de Baum-Connes à coefficients
est connue). La première méthode (due à Kasparov [Kas88]) consiste à montrer que
γ = 1 dans KKG(C,C). C’est la méthode qui a donné le plus de résultats positifs
mais nous ne la mentionnons que brièvement car elle échoue pour les groupes non
compacts ayant la propriété (T) pour des raisons évidentes alors que l’obstacle de
la propriété (T) renforcée est plus subtil pour les autres méthodes. La deuxième
méthode (d’abord proposée par Julg [Jul97]) consiste à construire une homotopie
de 1 à γ en utilisant des représentations dans des espaces de Hilbert qui ne sont pas
unitaires mais dont la croissance est contrôlée par une exponentielle arbitrairement
petite. Nous justifions en détail, en nous appuyant sur des idées de Higson, le fait
que, pour un groupe localement compact agissant de façon continue, isométrique
et propre sur un espace de dimension asymptotique finie avec contrôle linéaire (et
donc en particulier pour un groupe hyperbolique), l’existence d’une telle homotopie
implique la surjectivité de l’application de Baum-Connes à coefficients arbitraires.
La troisième méthode est la méthode banachique [Laf02a], qui fait intervenir des
complétions inconditionnelles et dont le résultat dépend beaucoup des coefficients :
elle ne montre la conjecture de Baum-Connes à coefficients arbitraires pour aucun
groupe !

Nous proposons ensuite un cadre général (assez évident) englobant ces trois
méthodes et nous en tirons une condition nécessaire pour qu’une méthode inscrite
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dans ce cadre général, c’est-à-dire utilisant la KK-théorie banachique et des argu-
ments élémentaires de stabilité par calcul fonctionnel holomorphe, puisse montrer
la surjectivité de l’application de Baum-Connes à coefficients arbitraires.

Nous expliquons ensuite pourquoi la propriété (T) renforcée [Laf08] est un
obstacle à une démonstration de la surjectivité de l’application de Baum-Connes à
coefficients arbitraires par une méthode de ce type.

Nous montrons enfin que SL3(Qp) a la propriété (T) renforcée (cela a été
démontré dans [Laf08] mais comme nous donnons ici une définition différente de
la propriété (T) renforcée, adaptée à la conjecture de Baum-Connes, nous devons
reprendre la démonstration). En fait tout groupe algébrique presque simple sur
un corps local non-archimédien ou archimédien, dont l’algèbre de Lie contient sl3,
possède la propriété (T) renforcée au sens de cet article (en modifiant un peu la
définition dans le cas archimédien en raison de l’absence de sous-groupe compact
ouvert) mais nous ne le montrons pas ici.

Bien sûr cela ne donne aucune indication qu’il puisse exister un contre-exemple
à la conjecture de Baum-Connes à coefficients pour un tel groupe. Au contraire les
idées de Jean-Benoît Bost sur le principe d’Oka [Bos90] restent intactes et font
espérer que la conjecture de Baum-Connes à coefficients soit vraie pour tous les
groupes de Lie réels ou p-adiques.

Quand Paul Baum et Alain Connes ont formulé leur conjecture la propriété (T)
est apparue très vite comme un obstacle pour montrer la surjectivité de l’applica-
tion de Baum-Connes. Bien que cet obstacle ait été contourné dans quelques cas,
l’obstacle de la propriété (T) renforcée reste infranchissable actuellement.

C’est avec un très grand plaisir que je dédie cet article à Alain Connes, qui a
inspiré tant de mathématiciens.

1. Rappels

Nous renvoyons à [BCH94] pour l’énoncé de la conjecture de Baum-Connes à
coefficients, à [Kas88, Laf02a] pour la KK-théorie et la KK-théorie banachique,
et à [Ska99, Laf01, Laf02b] pour des introductions bien adaptées à la suite.

Soit G un groupe localement compact et dg une mesure de Haar à gauche sur
G. Soit A une C∗-algèbre munie d’une action continue de G. On note Cc(G,A)
l’algèbre des fonctions continues à support compact sur G à valeurs dans A munie
du produit de convolution

(f1.f2)(g) =
∫
g1∈G

f1(g1)g1(f2(g−1
1 g))dg1

(cette formule est naturelle si on écrit les éléments de Cc(G,A) sous la forme∫
g∈G f(g)egdg). On définit L1(G,A) comme la complétion de Cc(G,A) pour la

norme
∫
||f(g)||Adg et C∗red(G,A) comme la complétion pour la norme d’opérateur

de la convolution à gauche sur le A-module hilbertien L2(G,A). On rappelle que
L2(G,A) est le complété du A-module pré-hilbertien Cc(G,A), dont la structure de
A-module à droite est donnée par

(
∫
ega(g)dg)b =

∫
ega(g)bdg

et dont le produit hermitien est donné par

〈
∫
ega(g)dg,

∫
egb(g)dg〉 =

∫
a(g)∗b(g)dg.
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Si on écrit les éléments duA-module pré-hilbertien Cc(G,A) sous la forme
∫
a(g)egdg

les formules sont un peu plus compliquées.
On note EG un G-espace propre qui est final dans la catégorie dont les ob-

jets sont les G-espaces propres et dont les morphismes sont les G-morphismes à
homotopie près. Pour toute G-C∗-algèbre A et pour j ∈ Z/2Z on pose

Ktop
j (G,A) = lim−→ KKj

G(C0(Y ), A)

où la limite est prise suivant les parties G-invariantes et G-compactes Y de EG. On
a un morphisme de groupes abéliens, dit morphisme d’assemblage ou application
de Baum-Connes,

µG,Ared : Ktop
j (G,A)→ Kj(C∗red(G,A)).

La conjecture de Baum-Connes à coefficients [BCH94] affirme que µG,Ared est un
isomorphisme de groupes abéliens. Higson, Skandalis et moi-même [HLS02] avons
trouvé des contre-exemples à la surjectivité de l’application de Baum-Connes à
coefficients pour certains groupes discrets construits par Gromov (pour lesquels on
ne sait pas construire un élément γ au sens suivant).

On supposera toujours queG possède un élément γ de Kasparov. Dans [Tu99a],
Jean-Louis Tu a axiomatisé les propriétés d’un élément γ, essentiellement sous la
forme suivante. On appelle élément γ un élément de KKG(C,C) tel que γ = η⊗B d
avec B une G-C∗-algèbre propre, η ∈ KKG(C, B) et d ∈ KKG(B,C), et que pour
toute partie G-compacte Y de EG, q∗(γ) = 1 dans KKGnY (C0(Y ), C0(Y )) où q est
la projection de Y vers le point (on renvoie à [Gal99] pour la notation KKGnY ).
Ces conditions impliquent que γ2 = γ dans KKG(C,C).

Sous cette hypothèse, pour toute G-C∗-algèbre A, µG,Ared est injective et son
image est égale à celle de l’action sur K∗(C∗red(G,A)) de l’idempotent jGred ◦ σA(γ).
On rappelle que les morphismes d’anneaux

σA : KKG(C,C)→ KKG(A,A)

et jGred : KKG(A,A)→ KK(C∗red(G,A), C∗red(G,A))

ont été construits par Kasparov [Kas88]. Donc la surjectivité de µG,Ared équivaut au
fait que jGred ◦ σA(γ) agit par l’identité sur K∗(C∗red(G,A)).

D’après [Kas88, KS91, KS94, KS03] les groupes de Lie réels ou p-adiques
et les groupes “boliques” (donc en particulier les groupes hyperboliques) possèdent
un élément γ.

2. Quelques méthodes pour montrer la surjectivité de l’application de
Baum-Connes à coefficients

Nous indiquons les principales méthodes pour montrer la surjectivité de µG,Ared

pour un groupe localement compact G possédant un élément γ de Kasparov. Elles
s’appuient toutes sur la construction d’une certaine homotopie de 1 à γ.

2.1. Homotopie par des représentations unitaires. La première méthode
pour montrer la conjecture de Baum-Connes à coefficients arbitraires pour G est
due à Kasparov et consiste à montrer γ = 1 dans KKG(C,C) (voir [Jul98] pour un
séminaire Bourbaki sur ce sujet). Cela a été fait pour SO(n, 1) [Kas84], les groupes
agissant proprement sur des arbres [JV84] (voir aussi [Pim86]), SU(n, 1) [JK95],
et enfin dans le cas des groupes de Haagerup qui contient tous les cas précé-
dents [HK01]. Un groupe est dit de Haagerup ou encore a-T-menable s’il possède
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une action isométrique affine continue et propre sur un espace de Hilbert. Tous les
groupes moyennables ont la propriété de Haagerup. Cependant on sait que γ 6= 1
dans KKG(C,C) si G a la propriété (T) de Kazhdan et n’est pas compact. Nous
ne donnons pas plus de détails sur ces importants travaux car l’objet de cet article
est l’obstacle de la propriété (T).

2.2. Homotopie par des représentations non unitaires dans des es-
paces de Hilbert. La rédaction de ce paragraphe a été très influencée par des
discussions avec Guoliang Yu, qui m’a indiqué les références [Mat07, Roe05] et
que je remercie.

Dans [Jul97], Julg a proposé d’utiliser des représentations bornées non uni-
taires dans des Hilbert pour montrer la conjecture de Baum-Connes à coefficients
pour Sp(n, 1). En 1999, Higson, Julg et moi-même avons discuté de la possibi-
lité d’utiliser des représentations à croissance exponentielle arbitrairement petite.
Cette méthode permet de montrer la conjecture de Baum-Connes à coefficients pour
Sp(n, 1) [Jul02] et pour les groupes hyperboliques [Laf09]. Cette méthode est ex-
plicitée dans le corollaire 2.12, qui résulte du théorème 2.3 et de la proposition 2.10.

Le théorème 2.3, dont l’idée est due à Nigel Higson, affirme que si un groupe
localement compact G possède un élément γ de Kasparov et agit de façon continue,
isométrique et propre sur un espace de dimension asymptotique finie avec contrôle
linéaire, l’existence d’homotopies de 1 à γ, utilisant des représentations dans des
espaces de Hilbert dont la croissance est contrôlée par une exponentielle arbitraire-
ment petite, implique la surjectivité de l’application de Baum-Connes à coefficients.
La notion de dimension asymptotique est due à Gromov [Gro93]. D’autre part la
proposition 2.10 rappelle, d’après Gromov [Gro93] et Roe [Roe05], que tout es-
pace métrique faiblement géodésique, hyperbolique et à géométrie grossière bornée
est de dimension asymptotique finie avec contrôle linéaire.

Définition 2.1. Soit N ∈ N et (µ0, µ1) ∈ R2
+. Un espace métrique (X, d) est de

dimension asymptotique ≤ N avec contrôle linéaire (µ0, µ1) si pour tout d ∈ R+ il
existe une partition X =

⋃
i∈I Xi et une application “couleur” c : I → {0, 1, . . . , N}

telles que
– pour tout i ∈ I, Xi est mesurable et diam(Xi) ≤ µ0d+ µ1,
– pour i, j ∈ I vérifiant c(i) = c(j) et i 6= j on a d(Xi, Xj) > d, où l’on note
d(Xi, Xj) = infy∈Xi,z∈Xj

d(y, z).

Remarque. La propriété de dimension asymptotique finie avec contrôle linéaire
est invariante par quasi-isométrie.

Définition 2.2. Soit G un groupe localement compact. On appelle longueur
sur G une fonction continue ` : G → R+ vérifiant `(g−1) = `(g) et `(g1g2) ≤
`(g1) + `(g2) pour tous g, g1, g2 ∈ G.

Soit G un groupe localement compact et ` une longueur sur G. Pour toutes
G-C∗-algèbres A et B on définit EG,`(A,B) comme l’ensemble des classes d’iso-
morphisme de (E, π, T ) où E est un (A,B)-bimodule hilbertien Z/2Z-gradué muni
d’une action continue de G vérifiant ‖π(g)‖ ≤ e`(g) pour tout g ∈ G, et d’un opé-
rateur T borné impair tel que pour tout a ∈ A les opérateurs [a, T ] et a(T 2 − 1)
soient compacts et que l’application g 7→ a(g(T ) − T ) soit une application normi-
quement continue de G dans KB(E). On définit ensuite KKG,`(A,B) comme l’en-
semble des classes d’homotopie dans EG,`(A,B) : deux éléments sont homotopes
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si ils sont les évaluations en 0 et 1 d’un élément de EG,`(A,B[0, 1]). On rappelle
que B[0, 1] = C([0, 1], B) muni de la norme du supremum. On peut montrer que la
somme directe munit KKG,`(A,B) d’une structure de groupe abélien.

En particulier EG,`(C,C) est l’ensemble des classes d’isomorphisme de (H,π, T )
où H est un espace de Hilbert Z/2Z-gradué muni d’une action continue de G
vérifiant ‖π(g)‖ ≤ e`(g) pour tout g ∈ G, et d’un opérateur T borné impair tel
que (T 2 − 1) soit compact et que l’application g 7→ g(T ) − T soit une application
normiquement continue de G dans K(H).

Le théorème suivant repose sur des idées de Nigel Higson.

Théorème 2.3. Soit G un groupe localement compact agissant de façon isomé-
trique et continue sur un espace métrique (X, d) de dimension asymptotique finie
avec contrôle linéaire. Soit x0 un point de X et ` la longueur sur G définie par
`(g) = d(x0, gx0). Soit γ ∈ KKG(C,C) tel que pour tout s > 0, il existe C ∈ R+ tel
que l’image de 1−γ dans KKG,s`+C(C,C) soit nulle. Alors pour toute G-C∗-algèbre
A, jGred ◦ σA(γ) agit par l’identité sur K∗(C∗red(G,A)).

Le théorème résultera de la conjonction des propositions 2.5 et 2.6.
Pour toute longueur ` sur G on note EG,` la classe des représentations (H,π)

de G dans un espace de Hilbert H telles que ‖π(g)‖L(H) ≤ e`(g) pour tout g ∈ G
et on définit l’algèbre de Banach C`(G,A) comme la complétion de Cc(G,A) pour
la norme

‖f‖C`(G,A) = sup
(H,π)∈EG,`

‖α(f)‖LA(H⊗L2(G,A))

où le morphisme α : Cc(G,A)→ LA(H ⊗ L2(G,A)) est donné par la formule

α(
∫
G

a(g)egdg)(h⊗ (
∫
G

b(g)egdg)) =
∫
G×G

π(g1)h⊗ a(g1)g1(b(g2))eg1g2dg1dg2.

Si ` et `′ sont deux longueurs avec `′(g) ≤ `(g) pour tout g ∈ G, on a un
morphisme d’algèbres de Banach de C`(G,A) dans C`′(G,A).

On note que EG,0 est la classe des représentations unitaires de G. Le lemme
suivant est un des ingrédients de la construction de la descente de Kasparov [Kas88]
dans le cas particulier qui nous intéresse, c’est-à-dire

jGred ◦ σA : KKG(C,C)→ KK(C∗red(G,A), C∗red(G,A)).

Lemme 2.4. On a C0(G,A) = C∗red(G,A).

Démonstration. Bien que ce lemme soit très connu, nous en rappelons la démons-
tration, car la démonstration du lemme 2.7 ci-dessous repose sur la même idée. Soit
(H,π) une représentation unitaire de G. On doit montrer que α se prolonge en
un morphisme de C∗-algèbres α : C∗red(G,A) → LA(H ⊗ L2(G,A)). Soit g0 ∈ G.
Notons θg0 l’opérateur unitaire sur le A-module hilbertien H ⊗L2(G,A) défini par

θg0(h⊗
∫
G

a(g)egdg) =
∫
G

π(g0g−1)h⊗ a(g)egdg.

D’autre part notons β : C∗red(G,A)→ LA(H ⊗ L2(G,A)) le morphisme défini par

β(
∫
G

a(g)egdg)(h⊗ (
∫
G

b(g)egdg)) = h⊗
∫
G×G

a(g1)g1(b(g2))eg1g2dg1dg2.
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On a alors α(a) = θ−1
g0 ◦ β(a) ◦ θg0 pour tout a ∈ Cc(G,A), donc α se prolonge par

continuité à C∗red(G,A). Ceci achève la démonstration du lemme 2.4. �

Proposition 2.5. Pour toute longueur ` sur G on a un morphisme de descente

jG,`,Ared : KKG,`(C,C)→ KKban(C`(G,A), C∗red(G,A))

qui coïncide avec jGred ◦ σA si ` = 0 et tel que si ` et `′ sont deux longueurs avec
`′(g) ≤ `(g) pour tout g ∈ G, le diagramme suivant soit commutatif

KKG,`′(C,C)
jG,`′,A
red−−−−→ KKban(C`′(G,A), C∗red(G,A))y y

KKG,`(C,C)
jG,`,A
red−−−−→ KKban(C`(G,A), C∗red(G,A))

Remarque. Nous utiliserons le diagramme commutatif ci-dessus avec `′ = 0.
Remarque. On pourrait aussi construire pour deux G-C∗-algèbres A et B un
morphisme de descente

KKG,`(A,B)→ KKban(C`,B(G,A), C∗red(G,B))

en définissant C`,B(G,A) comme le complété de Cc(G,A) pour la norme d’opérateur
sur les C∗red(G,B)-modules hilbertiens C∗red(G,E) avec E un (A,B)-bimodule hil-
bertien muni d’une action continue de G vérifiant ‖π(g)‖ ≤ e`(g) pour tout g ∈ G.
Nous n’en aurons pas besoin.
Démonstration de la proposition 2.5. En suivant [Kas88], si (H,π, T ) ∈
EG,`(C,C), on construit

jG,`,Ared (H,π, T ) ∈ Eban(C`(G,A), C∗red(G,A))

de la manière suivante. On considère le C∗red(G,A)-module hilbertien

E = H ⊗ C∗red(G,A)

et on définit un morphisme α′ : Cc(G,A)→ LC∗red(G,A)(E) par la formule évidente

α′(
∫
G

a(g)egdg)(h⊗ (
∫
G

b(g)egdg)) =
∫
G×G

π(g1)h⊗ a(g1)g1(b(g2))eg1g2dg1dg2.

Comme LC∗red(G,A)(E) s’injecte isométriquement dans LA(H ⊗L2(G,A)), et que la
composée de α′ et de cette injection est

α : Cc(G,A)→ LA(H ⊗ L2(G,A))

considéré précédemment, et par la définition même de C`(G,A), α se prolonge par
continuité en un morphisme C`(G,A) → LC∗red(G,A)(E). On définit d’autre part
T̃ = T ⊗ 1 ∈ LC∗red(G,A)(E) et on pose jG,`,Ared (H,π, T ) = (E, T̃ ). �

Proposition 2.6. Soient N ∈ N et (µ0, µ1) ∈ R2
+. Soit G un groupe localement

compact agissant de façon isométrique et continue sur un espace métrique (X, d) de
dimension asymptotique finie ≤ N avec contrôle linéaire (µ0, µ1). Soit x0 un point
de X et ` la longueur sur G définie par `(g) = d(x0, gx0). Soit A une G-C∗-algèbre.
Pour tout r ∈ R+ on note Br l’ensemble des éléments de G qui vérifient `(g) ≤ r.
Pour f ∈ Cc(G,A) on note supp(f) l’adhérence dans G du sous-ensemble des g tels
que f(g) 6= 0.
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Alors pour tous s > 0, C ∈ R+, r ∈ R∗+ et f ∈ Cc(G,A) avec supp(f) ⊂ Br,
on a

‖f‖Cs`+C(G,A) ≤ (N + 1)e(4µ0+1)sr+(2µ1s+2C)‖f‖C∗red(G,A).

Démonstration du théorème 2.3 en admettant la proposition 2.6. On
désigne par ρ le rayon spectral. Il résulte immédiatement de la proposition 2.6 que
pour tous s ∈ R∗+, C ∈ R+, r ∈ R+ et pour toute fonction f ∈ Cc(G,A) telle que
supp(f) ⊂ Br on a

ρCs`+C(G,A)(f) ≤ e(4µ0+1)srρC∗red(G,A)(f).(1)

Pour tout i ∈ N∗ soit Ci ∈ R+ tel que l’image de 1 − γ dans KKG, 1i `+Ci
(C,C)

soit nulle. Par la proposition 2.5, jGred ◦ σA(γ) agit par l’identité sur l’image de
K∗(C 1

i `+Ci
(G,A)) dans K∗(C∗red(G,A)). Il résulte alors de l’inégalité (1), appli-

quée à A ⊗ Mk(C) pour tout entier k ∈ N∗, et aux longueurs 1
i ` + Ci, que la

suite d’algèbres de Banach (C 1
i `+Ci

(G,A))i∈N∗ vérifie les hypothèses du lemme 1.7.2
de [Laf02a]. Par conséquent K∗(C∗red(G,A)) est égal à la réunion des images de
K∗(C 1

i `+Ci
(G,A)) et on a montré le théorème 2.3 en admettant la proposition 2.6.

�
Voici maintenant la démonstration de la proposition 2.6, dont l’idée est due à

Nigel Higson.
On plonge G dans X par κ : g 7→ g−1x0. On munit G de la distance invariante

à droite d définie par d(g, g′) = d(κ(g), κ(g′)) = `(g′g−1).
Soient s > 0, C ∈ R+ et (H,π) dans EG,s`+C .

Lemme 2.7. Soit m, r ∈ R+, f ∈ Cc(G,A) avec supp(f) ⊂ Br, et w ∈ H ⊗
L2(G,A) tel que supp(w) a un diamètre inférieur ou égal à m pour la distance
ci-dessus (c’est-à-dire de façon équivalente κ(supp(w)) a un diamètre inférieur ou
égal à m). Alors

‖α(f)w‖H⊗L2(G,A) ≤ es(2m+r)+2C‖f‖C∗red(G,A)‖w‖H⊗L2(G,A).

Démonstration. Soit g0 ∈ supp(w). On a α(f)w = θ−1
g0 (β(f)θg0(w)). Pour w′ ∈

H ⊗ L2(G,A) tel que supp(w′) est inclus dans la boule fermée de centre g0 et de
rayon R, on a ‖θg0(w′)‖H⊗L2(G,A) ≤ esR+C‖w′‖H⊗L2(G,A) et de même pour θ−1

g0 ,
ce qui démontre le lemme, car supp(w) est inclus dans la boule fermée de centre g0
et de rayon m et supp(β(f)θg0(w)) est inclus dans la boule fermée de centre g0 et
de rayon m+ r. �
Démonstration de la proposition 2.6. Soient r ∈ R∗+ et f ∈ Cc(G,A) avec
supp(f) ⊂ Br. Soit X =

⋃
i∈I Xi une partition et c : I → {0, 1, . . . , N} une

application couleur, satisfaisant les conditions de la définition 2.1 avec d = 2r.
Pour tout i ∈ I, on note pi le projecteur orthogonal de H ⊗ L2(G,A) sur H ⊗
L2(κ−1(Xi), A). Pour tout j ∈ {0, 1, . . . , N} on note qj le projecteur orthogonal de
H ⊗ L2(G,A) sur H ⊗ L2(κ−1(

⋃
i∈I,c(i)=j Xi), A). On a α(f) =

∑N
j=0 α(f)qj donc

il suffit de montrer, pour tout j ∈ {0, 1, . . . , N},

‖α(f)qj‖L(H⊗L2(G,A)) ≤ e(4µ0+1)sr+(2µ1s+2C)‖f‖C∗red(G,A).

Pour i ∈ I et w ∈ H ⊗ L2(κ−1(Xi), A), α(f)w est supporté par

κ−1({x ∈ X, d(x,Xi) ≤ r}).
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Soit j ∈ {0, 1, . . . , N}. Par hypothèse les parties {x ∈ X, d(x,Xi) ≤ r} de X, pour
i vérifiant c(i) = j, sont deux à deux disjointes. Donc

‖α(f)qj‖L(H⊗L2(G,A)) = sup
i∈I,c(i)=j

‖α(f)pi‖L(H⊗L2(G,A)).

Enfin pour tout i ∈ I et w ∈ H ⊗ L2(G,A) on a

‖α(f)piw‖H⊗L2(G,A) ≤ e(4µ0+1)sr+(2µ1s+2C)‖f‖C∗red(G,A)‖w‖H⊗L2(G,A)

grâce au lemme 2.7 puisque piw est supporté sur κ−1(Xi) dont le diamètre est
inférieur ou égal à 2µ0r + µ1. �

Définition 2.8. Soit δ ≥ 0 et (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est
δ-hyperbolique si pour tout quadruplet (x, y, z, t) de points de X on a

d(x, z) + d(y, t) ≤ max
(
d(x, t) + d(y, z), d(x, y) + d(z, t)

)
+ δ.

On dit que (X, d) est faiblement δ-géodésique si pour tous x, y ∈ X et pour tout
s ∈ [0, d(x, y) + δ] il existe z ∈ X tel que d(x, z) ≤ s et d(z, y) ≤ d(x, y)− s+ δ.

Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique (resp. faiblement géodésique)
s’il existe δ ≥ 0 tel que (X, d) soit δ-hyperbolique (resp. faiblement δ-géodésique).

Définition 2.9. Un espace métrique (X, d) est dit à géométrie grossière bornée
s’il existe ∆ > 0 tel que pour tout R > 0 il existe un entier N tel que dans toute
boule fermée de rayon R le nombre maximal de points dont les distances mutuelles
sont supérieures ou égales à ∆ est inférieur ou égal à N .

C’est la définition 3.1 de [KS03].
La proposition suivante est due à Gromov ([Gro93] page 31) et Roe [Roe05].

Nous rappelons la démonstration parce que nos hypothèses sont légèrement diffé-
rentes de celles de [Roe05].

Proposition 2.10. Tout espace métrique faiblement géodésique, hyperbolique
et à géométrie grossière bornée est de dimension asymptotique finie avec contrôle
linéaire.

Plus précisément soit (X, d) un espace métrique, δ,∆ ∈ R∗+ et M ∈ N∗ tels que
(X, d) soit faiblement δ-géodésique et δ-hyperbolique et que toute boule fermée de
rayon 4δ+2∆ dans X contienne au plus M points dont les distances mutuelles sont
supérieures ou égales à ∆. Alors (X, d) est de dimension asymptotique ≤ 2M − 1
avec contrôle linéaire (3, 5δ + 2∆).

Lemme 2.11. Soit δ, ε > 0 et (X, d) un espace métrique δ-hyperbolique. Soient
x0, x, x

′, y, y′ ∈ X tels que

d(x0, x
′) + d(x′, x) ≤ d(x0, x) + ε et d(x0, y

′) + d(y′, y) ≤ d(x0, y) + ε.(2)

Alors

d(x′, y′) ≤ max(|d(x0, x
′)− d(x0, y

′)|+ ε+ 2δ, d(x, y)− d(x, x′)− d(y, y′) + 2ε+ 2δ).

Démonstration. La propriété d’hyperbolicité pour x, x0, y
′, y donne

d(x, y′) ≤ max(d(x, y) + d(x0, y
′)− d(x0, y), d(x, x0) + d(y, y′)− d(x0, y)) + δ

d’où l’on déduit grâce à la deuxième partie de (2),

d(x, y′) ≤ max(d(x, y)− d(y, y′), d(x, x0)− d(x0, y
′)) + ε+ δ.(3)
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La propriété d’hyperbolicité pour y′, x0, x
′, x donne

d(y′, x′) ≤ max(d(y′, x) + d(x0, x
′)− d(x0, x), d(y′, x0) + d(x, x′)− d(x0, x)) + δ.

Grâce à (3), on a
d(y′, x) + d(x0, x

′)− d(x0, x)
≤ max(d(x, y)− d(y, y′) + d(x0, x

′)− d(x0, x), d(x0, x
′)− d(x0, y

′)) + ε+ δ.

Par la première moitié de (2),

d(x, y)− d(y, y′) + d(x0, x
′)− d(x0, x) ≤ d(x, y)− d(y, y′)− d(x, x′) + ε.

Enfin par la première moitié de (2),

d(y′, x0) + d(x, x′)− d(x0, x) ≤ d(x0, y
′)− d(x0, x

′) + ε.

�
Démonstration de la proposition 2.10. D’abord nous choisissons une partie
Y ⊂ X telle que pour tous y, y′ ∈ Y avec y 6= y′ on ait d(y, y′) ≥ ∆, et que Y
soit maximale pour cette propriété. Alors tout point de X est à distance < ∆
de Y . On munit Y de la distance induite par X, si bien que toute boule fermée
de rayon 4δ + 2∆ dans Y contient au plus M points. On fixe une application
cY : Y → {0, . . . ,M − 1} telle que pour y, y′ ∈ Y vérifiant cY (y) = cY (y′) et y 6= y′

on ait d(y, y′) > 4δ + 2∆. Une telle application existe par le lemme de Zorn car si
elle est définie sur Z ⊂ Y , pour tout z ∈ Y \Z on peut la prolonger à Z ∪{z} grâce
à la propriété précédente, et par maximalité elle peut donc étre définie sur Y .

Soit d ∈ R+. Pour tout k ∈ N, on pose

Ak = {x ∈ X, d(x0, x) ∈ [k(d+ δ), (k + 1)(d+ δ)[}.
On va définir pour tout k ∈ N un ensemble fini Ik muni d’une application ck :
Ik → {0, . . . ,M − 1}, et une partition Ak =

⋃
i∈Ik

Xk,i avec Xk,i mesurable et
de diamètre ≤ 3d + 5δ + 2∆, de telle sorte que la partition X =

⋃
(k,i)∈I Xk,i,

paramétrée par la réunion disjointe I = {(k, i), k ∈ N, i ∈ Ik} munie de l’application
couleur c : I → {0, . . . , 2M − 1} définie par c(k, i) = ck(i) pour i ∈ Ik avec k
pair et c(k, i) = M + ck(i) pour i ∈ Ik avec k impair, vérifie les conditions de la
définition 2.1.

D’abord on pose I0 = {x0} et X0,x0 = A0 dont le diamètre est ≤ 2d+ 2δ. On
définit c0 : I0 → {0, . . . ,M − 1} en posant c0(x0) = 0. Pour k ∈ N∗ on choisit une
application mesurable µk : Ak → Y telle que pour tout x ∈ Ak il existe x′ ∈ X
vérifiant

d(x0, x
′) ≤ (k − 1

2
)(d+ δ) et d(x′, x) ≤ d(x0, x)− (k − 1

2
)(d+ δ) + δ(4)

et tel que d(x′, µk(x)) ≤ ∆. Une telle application existe car pour tout x ∈ X
un tel x′ existe puisque (X, d) est faiblement δ-géodésique, et d(x′, Y ) < ∆ par
construction de Y . On pose alors Ik = µk(Ak), on note

ck : Ik → {0, . . . ,M − 1}
la restriction de cY à Ik et pour i ∈ Ik on note Xk,i = µ−1

k (i). Pour tout i ∈ Ik, le
diamètre de Xk,i est ≤ 3d+ 5δ + 2∆. En effet pour x, x′ comme ci-dessus on a

d(x, x′) ≤ (k + 1)(d+ δ)− (k − 1
2

)(d+ δ) + δ =
3
2
d+

5
2
δ

et d(x′, µk(x)) ≤ ∆, donc pour tout i ∈ Ik, Xk,i est inclus dans la boule fermée
de centre i et de rayon 3

2d+ 5
2δ + ∆. Montrons maintenant que pour (k, i) et (l, j)
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des éléments distincts de I tels que c(k, i) = c(l, j) on a d(Xk,i, Xl,j) ≥ d + δ.
C’est clair si k 6= l car l’hypothèse c(k, i) = c(l, j) implique alors |k − l| ≥ 2.
Pour terminer il suffit donc de montrer que pour k ∈ N∗ et x, y ∈ Ak tels que
d(x, y) ≤ d+ δ, on a d(µk(x), µk(y)) ≤ 4δ+ 2∆. Soient x′, y′ ∈ X vérifiant (4) ainsi
que la même condition pour y, y′ et tels que d(x′, µk(x)) ≤ ∆ et d(y′, µk(y)) ≤ ∆.
Alors d(x0, x

′) et d(x0, y
′) appartiennent à [(k− 1

2 )(d+ δ)− δ, (k− 1
2 )(d+ δ)], donc

|d(x0, x
′)− d(x0, y

′)| ≤ δ. De plus d(x, x′) ≥ d(x0, x)− d(x0, x
′) ≥ d+δ

2 et de même
d(y, y′) ≥ d+δ

2 . En appliquant le lemme 2.11 à x0, x, x
′, y, y′ avec ε = δ on en déduit

d(x′, y′) ≤ 4δ et donc

d(µk(x), µk(y)) ≤ 4δ + 2∆.

�

Corollaire 2.12. Soit G un groupe localement compact agissant de façon iso-
métrique, continue et propre sur un espace métrique (X, d) hyperbolique, faiblement
géodésique et à géométrie grossière bornée. Soit x0 un point de X et ` la longueur
sur G définie par `(g) = d(x0, gx0). Soit γ ∈ KKG(C,C) l’élément défini sous ces
hypothèses par Kasparov et Skandalis [KS03]. Supposons que pour tout s > 0 il
existe C ∈ R+ tel que l’image de 1 − γ dans KKG,s`+C(C,C) soit nulle. Alors
G vérifie la conjecture de Baum-Connes à coefficients, c’est-à-dire que pour toute
G-C∗-algèbre A, µG,Ared : Ktop

∗ (G,A)→ K∗(C∗red(G,A)) est une bijection.

Démonstration. D’après [KS03] µG,Ared est injective et son image est égale à l’image
de l’idempotent de End(K∗(C∗red(G,A))) qui est associé à jGred(σA(γ)). Il suffit donc
de montrer que jGred(σA(γ)) agit par l’identité sur K∗(C∗red(G,A)). Cela résulte de
la conjonction du théorème 2.3 et de la proposition 2.10. �
Remarque. Comme la propriété de dimension asymptotique finie avec contrôle
linéaire passe aux produits, le corollaire 2.12 est encore vrai si (X, d) est un pro-
duit fini d’espaces métriques hyperboliques, faiblement géodésiques et à géométrie
grossière bornée.
Remarque. D’après [Mat07, BD06, CG04] les espaces symétriques et les im-
meubles affines sont de dimension asymptotique finie. Par les mêmes arguments on
vérifie facilement qu’ils sont de dimension asymptotique finie avec contrôle linéaire.
Donnons l’idée, pour la commodité du lecteur. Comme la propriété de dimension
asymptotique finie avec contrôle linéaire passe aux sous-espaces, il suffit de le mon-
trer pour G/K, avec G = SLn(F ), F un corps local, et K un sous-groupe compact
maximal de G. Si B est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supé-
rieures, on a G/K = B/B ∩ K et B est un produit semi-direct itéré de groupes
abéliens. Or la propriété de dimension asymptotique finie avec contrôle linéaire
passe aux produits semi-directs et est vraie pour ces groupes abéliens.

Donc par exemple pour montrer la conjecture de Baum-Connes à coefficient
pour SL3(Qp) il suffirait de construire des homotopies reliant 1 à l’élément γ
de [KS91], comme dans les hypothèses du théorème 2.3. Malheureusement nous
verrons plus loin qu’à cause de la propriété (T) renforcée, quelle que soit la lon-
gueur ` sur G = SL3(Qp), il existe s > 0 tel que pour tout C ∈ R+, γ 6= 1
dans KKG,s`+C(C,C). La propriété (T) renforcée est satisfaite par tous les groupes
presque simples sur un corps local dont l’algèbre de Lie contient sl3 et on s’attend
à ce qu’elle soit satisfaite par tous les groupes presque simples sur un corps local
dont le rang déployé est ≥ 2.
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2.3. Méthode banachique. Une complétion A(G) de Cc(G) est dite incon-
ditionnelle si ‖f‖ ne dépend que g 7→ |f(g)|. Pour toute G-C∗-algèbre A on définit
alors A(G,A) comme la complétion de Cc(G,A) pour la norme

∥∥g 7→ ‖f(g)‖A
∥∥
A(G)

.
On construit dans [Laf02a] (juste avant la proposition 1.7.4) une application d’as-
semblage µG,AA : Ktop

j (G,A) → Kj(A(G,A)). Si on a ‖f‖C∗red(G) ≤ ‖f‖A(G) =
‖f∗‖A(G) pour tout f ∈ Cc(G), d’après les propositions 1.6.4 et 1.7.6 de [Laf02a],
l’identité de Cc(G,A) s’étend en un morphisme i : A(G,A) → C∗red(G,A) et on a
un diagramme commutatif

Ktop
j (G,A)

µG,A
A−−−→ Kj(A(G,A))

µG,A
red ↘

yi∗
Kj(C∗red(G,A))

La conjecture de Bost (initialement formulée pour A = L1) affirme que µG,AA
est un isomorphisme pour tout groupe G, toute complétion inconditionnelle A et
toute G-C∗-algèbre A. On ne connait pas de contre-exemples à cette conjecture.
Nous ne nous intéressons ici qu’à la surjectivité de µG,AA et µG,Ared . Dans [Laf02a] on
a montré que si G a un élément γ et si

(C1) il existe une longueur ` sur G telle que, pour tout s > 0, on ait γ = 1 dans
KKban

G,s`(C,C),

alors pour toute complétion inconditionnelle A(G) et pour toute G-C∗-algèbre A,
µG,AA est une surjection. En effet on note As`(G,A) le complété de Cc(G,A) pour
la norme ‖g 7→ es`(g)‖f(g)‖A‖A(G). On rappelle que l’on a introduit dans [Laf02a]
une descente

KKban
G,s`(C,C)→ KKban(As`(G,A),A(G,A)).

Comme A(G,A) est la limite inductive des As`(G,A) quand s tend vers 0,
K∗(A(G,A)) est la réunion des images des K∗(As`(G,A)). D’autre part (C1) est
vrai pour tous les groupes de Lie réels ou p-adiques d’après [Laf02a] et pour les
groupes hyperboliques d’après [Laf02a, MY02].
Remarque. Pour montrer la surjectivité de µG,AA pour toute complétion incon-
ditionnelle A(G) et pour toute G-C∗-algèbre A, on voit grâce au lemme 1.7.2
de [Laf02a] qu’il suffit d’avoir la condition plus faible suivante
(C1′) il existe une longueur ` sur G telle que pour tout s > 0, il existe C ∈ R+ tel
que l’on ait γ = 1 dans KKban

G,s`+C(C,C).
Cependant on ne connaît pas de cas où (C1′) soit réalisée et pas (C1).

Soit A une G-C∗-algèbre. Faisons l’hypothèse suivante.

(C2) Il existe une complétion inconditionnelle A(G) telle que A(G,A) soit stable
par calcul fonctionnel holomorphe dans C∗red(G,A).

On rappelle qu’un morphisme injectif d’algèbres de Banach dont l’image est dense
et stable par calcul fonctionnel holomorphe induit un isomorphisme en K-théorie
(voir l’appendice de [Bos90]). Par conséquent si G a un élément γ et si (C1) et
(C2) sont vraies, le diagramme commutatif ci-dessus montre la surjectivité de µG,Ared .

Malheureusement la condition (C2) n’est pratiquement jamais vraie pour A
arbitraire et pour A = C elle n’est montrée que pour quelques groupes : les groupes
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de Lie semi-simples réels ou p-adiques [Laf02a], et les groupes discrets ayant la
propriété (RD), en particulier les groupes hyperboliques et d’après [RRS98, Laf00,
Cha03] les réseaux cocompacts dans des produits de SL3(F ) avec F corps local,
SL3(H) et E6(−26).
Remarque. Non seulement SL3(Z), qui est un réseau non cocompact de SL3(R),
n’a pas la propriété (RD), mais la condition (C2) elle-même est fausse pour G =
SL3(Z) avec A = C. En effet soit

H = Z n Z2 où Z agit sur Z2 par n 7→
(

3 1
2 1

)n
.

On sait que H s’identifie à un sous-groupe de G par le morphisme

(n,
(
a
b

)
) 7→

(3 1
2 1

)n (
a
b

)
0 1

 .

Soit A(G) une complétion inconditionnelle de CG incluse dans C∗red(G). Soit A(H)
la complétion de CH pour la norme de A(G) (c’est-à-dire l’intersection de C∗red(H)
avec A(G)). Alors A(H) est une complétion inconditionnelle de CH incluse dans
C∗red(H). Comme H est moyennable, pour toute fonction positive à support fini f
sur H on a ‖f‖C∗red(H) = ‖f‖`1(H), donc A(H) est incluse dans `1(H). Or `1(H)
n’est pas stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C∗red(H). La preuve que
nous allons donner est très proche de [Jen68]. Posons

xi = (1,
(
i
0

)
) ∈ H = Z n Z2 pour i = 0, 1, 2.

Alors x0, x1, x2 engendrent un semi-groupe libre dans H car, si on note(
ak
bk

)
=
(

3 1
2 1

)k (1
0

)
,

pour n ∈ N et i0, . . . , in−1 ∈ {0, 1, 2}n on a

xi0 . . . xin−1 = (n,
(∑n−1

k=0 ikak∑n−1
k=0 ikbk

)
)

et comme ak+1 ≥ 3ak > 0 pour tout k ∈ N la connaissance de
∑n−1
k=0 ikak détermine

i0, . . . , in−1. Donc ex0 + ex1 − ex2 a pour rayon spectral 3 dans `1(H), alors que sa
norme dans C∗red(H) est supz∈C,|z|=1 |1 + z − z2| < 3.
Remarque. La conjecture de Baum-Connes à coefficients peut aussi être énoncée
pour des groupoïdes [Tu99a, Tu99b] en utilisant [Gal99]. La notion de complé-
tion inconditionnelle existe aussi dans ce cadre et a été utilisée dans [Laf07] pour
montrer la conjecture de Baum-Connes sans coefficients pour certains “groupoïdes
hyperboliques”, en particulier les produits croisés de groupes hyperboliques par
des espaces localement compacts. On montre ainsi dans [Laf07] la conjecture de
Baum-Connes à coefficients commutatifs pour les groupes hyperboliques.
Remarque. Dans tous les cas où une homotopie (E, π, T ) de 1 à γ a été construite
dans Eban

G,` (C,C[0, 1]) pour une certaine longueur `, la C[0, 1]-paire E est à dualité
isométrique au sens de la définition suivante.

Définition 2.13. Soit B une algèbre de Banach. Une B-paire E est dite à
dualité isométrique si les applications B-linéaires E> → LB(E<, B) et E< →
LB(E>, B) sont des injections isométriques.
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Notons qu’à toute B-paire E on peut associer une B-paire Ê à dualité isomé-
trique de la façon suivante : on note Ê> le B-module de Banach complété de E>
pour la norme

‖x‖Ê> = sup
ξ∈E<,‖ξ‖E<≤1

‖〈ξ, x〉‖B .

On définit alors Ê< comme le B-module de Banach complété de E< pour la norme

‖ξ‖Ê< = sup
x∈Ê>,‖x‖Ê>≤1

‖〈ξ, x〉‖B .

On vérifie que Ê est une B-paire à dualité isométrique. Le prolongement par conti-
nuité donne un morphisme LB(E) → LB(Ê) qui envoie KB(E) dans KB(Ê) et
que l’on note T 7→ T̂ . En particulier si G est un groupe localement compact, `
une longueur sur G et A et B des G-algèbres de Banach, et si (E, π, T ) appartient
à Eban

G,` (A,B), (Ê, π̂, T̂ ) appartient aussi à Eban
G,` (A,B) et en construisant un cône

on montre que les deux sont homotopes. Plus bas, dans la condition (D4), nous
demanderons que E soit à dualité isométrique, car nous ne savons pas montrer le
lemme 4.4 sans cette hypothèse.

3. Un cadre général englobant ces méthodes

Soit G un groupe localement compact possédant un élément γ, et ` une longueur
sur G. Soit A une G-C∗-algèbre. Toutes les méthodes présentées dans le paragraphe
précédent pour montrer la surjectivité de

µG,Ared : Ktop
∗ (G,A)→ K∗(C∗red(G,A))

(sauf [Laf07] mentionné dans l’avant-dernière remarque) obéissent au schéma sui-
vant :

(D) Pour tout s > 0 trouver C ∈ R+, et une sous-algèbre de Banach B de
C∗red(G,A) contenant Cc(G,A), telle que

– (D1) pour tout n ∈ N∗

sup
f∈Cc(G,A) supporté dans la boule fermée de rayon n

‖f‖B
‖f‖C∗red(G,A)

≤ Cesn.

– (D2) on possède une homotopie (E, π, T ) de 1 à γ dans Eban
G,? (C,C[0, 1]) (où

? indique que la longueur n’est pas précisée, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de
condition de norme sur l’action de G) qui fournit par descente un élément
(Ẽ, π̃, T̃ ) de Eban(B, C∗red(G,A)[0, 1]), tel que (Ẽ<, Ẽ>) soit une complétion
de (Cc(G,A⊗alg E<), Cc(G,A⊗alg E>)) pour certaines normes.

Précisions. On rappelle que pour toute algèbre de Banach B, on note B[0, 1] =
C([0, 1], B) muni de la norme du supremum. On ne s’attend pas à avoir en général
un morphisme de descente

KKban
G,? (C,C)→ KKban(B, C∗red(G,A))

(on n’a pas supposé B de la forme A(G,A) où A(G) est une complétion incondition-
nelle car avec cette restriction la condition (D1) serait impossible à réaliser dans la
plupart des cas). C’est seulement pour l’homotopie particulière (E, π, T ) de (D2)
que l’on demande une descente, c’est-à-dire l’existence de (Ẽ, π̃, T̃ ) comme ci-dessus,
afin de montrer l’égalité entre les images de γ et 1 dans KKban(B, C∗red(G,A)).
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Montrons que (D) implique la surjectivité de µG,Ared . On note Bm associée à
s = 1/m. La condition (D1) implique que pourm,n ∈ N∗ et f ∈ Cc(G,A) supportée
dans la boule fermée de rayon n on a ρBm(f) ≤ e

n
m ρC∗red(G,A)(f) (et la même

condition en remplaçant A par Mk(A) pour tout k ∈ N∗) et donc le lemme 1.7.2
de [Laf02a] montre que K∗(C∗red(G,A)) est la réunion des images des K∗(Bm). Or
par la condition (D2), jGred ◦ σA(γ) agit par l’identité sur l’image de K∗(Bm) dans
K∗(C∗red(G,A)), pour tout m ∈ N∗.

Montrons maintenant que (D) englobe les méthodes du paragraphe précédent.
D’abord si γ = 1 dans KKG(C,C), on prend B = C∗red(G,A) et la condition (D2)
résulte de la descente de Kasparov

jGred ◦ σA : EG(C,C[0, 1])→ E(C∗red(G,A), C∗red(G,A)[0, 1]).

Pour la méthode du sous-paragraphe 2.2, avec s > 0 et C ∈ R+ comme dans le
théorème 2.3, on prend B = Cs`+C(G,A) et les conditions (D1) et (D2) sont assurées
par les propositions 2.6 et 2.5. Enfin pour la méthode banachique décrite dans le
sous-paragraphe 2.3, où l’on a A = C, on prend, pour s > 0 et A(G) comme dans
les conditions (C1) et (C2), B = As`(G).
Remarque. La preuve de la conjecture de Baum-Connes à coefficients commutatifs
pour les groupes hyperboliques donnée dans [Laf07] et mentionnée à la fin du
paragraphe précédent rentre pratiquement dans le cadre de (D) en prenant A =
C0(Y ), où Y est un espace localement compact muni d’une action d’un groupe
hyperbolique Γ et B est une certaine complétion inconditionnelle de Cc(G) en notant
G le groupoïde produit croisé de Y par Γ. La condition (D2) est assurée par la
descente en KK-théorie banachique pour les groupoïdes (introduite dans [Laf07])
mais la condition (D1) n’est pas vérifiée par B car la stabilité par calcul fonctionnel
holomorphe de B dans C∗red(G) = C∗red(Γ, C0(Y )) est démontrée par une méthode ad
hoc. Cette méthode ne se généralise pas à d’autres cas (par exemple dans [Laf07]
on ne montre pas la conjecture de Baum-Connes à coefficients commutatifs pour
un produit de deux groupes hyperboliques).

4. Un obstacle à (D̃) pour certains groupes

Dans ce paragraphe on se donne un sous-groupe compact ouvert K ⊂ G. On
suppose

∫
K
dg = 1 et on note eK =

∫
K
egdg ∈ Cc(G). Nous étudierons dans le

paragraphe suivant le cas où G = SL3(Qp) et K = SL3(Zp).
On note (D̃) la réunion de (D) = (D1)+(D2) et de deux conditions techniques

(D3) et (D4) que nous expliciterons plus loin. Nous allons définir une propriété (T)
renforcée pour G (relativement à K) qui empêche que (D̃) soit vraie pour toute G-
C∗-algèbre A (ou même pour toute G-C∗-algèbre commutative A). Nous noterons
(TSchur) cette propriété car sa définition, qui est adaptée à la conjecture de Baum-
Connes, fait intervenir des produits de Schur (voir la remarque après le lemme 4.3).
On renvoie à [CH85, Haa86, CH89, Dor93, CDSW05] pour des travaux sur
l’approximation de la fonction constante égale à 1 par des éléments de l’algèbre de
Fourier dont les normes de Schur sont bornées (ce problème est lié à l’étude des
représentations uniformément bornées, alors que nous sommes intéressés dans cet
article par les représentations dont la croissance est contrôlée par une exponentielle
assez petite). Dans le paragraphe suivant nous montrerons que SL3(Qp) possède
(TSchur) relativement à SL3(Zp). Dans la définition suivante, la C∗-algèbre C0(G)
est munie de l’action de G par translations à droite.



PROPRIÉTÉ (T) RENFORCÉE ET CONJECTURE DE BAUM-CONNES 15

Définition 4.1. On dit que G a la propriété (TSchur) relativement à K si pour
toute longueur ` sur G invariante à gauche et à droite par K, il existe s > 0 et
une fonction φ : G → R+ invariante à gauche et à droite par K et tendant vers 0
à l’infini tels que la propriété suivante soit vraie :

si c : G→ C est une fonction K-invariante à gauche et à droite telle que pour
tout n ∈ N et pour tout f ∈ eKCc(G,C0(G))eK supporté dans {g ∈ G, `(g) ≤ n}
on ait

‖g 7→ c(g)f(g)‖C∗red(G,C0(G)) ≤ esn‖f‖C∗red(G,C0(G))

alors c admet une limite à l’infini c∞ ∈ C et on a |c(g) − c∞| ≤ φ(g) pour tout
g ∈ G.

Remarque. La propriété (TSchur) que nous venons de définir diffère un peu de
la propriété (T) renforcée de la définition 0.1 de [Laf08]. Expliquons le rapport
logique entre les deux, en nous restreignant au cas où G = SL3(Qp) et K =
SL3(Zp) pour pouvoir citer [Laf08] (mais ce qui suit reste vrai quels que soient
G et K). Le théorème 3.2 de [Laf08] montre la propriété (T) renforcée (au sens de
la définition 0.1 de [Laf08], en oubliant ici la généralisation à certains espaces de
Banach) pour SL3(Qp) à l’aide des propositions 3.3 et 3.4 de [Laf08] qui donnent
des renseignements sur les coefficients de matrice entre vecteurs SL3(Zp)-invariants
(resp. d’un autre type sous l’action de SL3(Zp)). Le rapport logique entre (TSchur)
et (T) renforcé est le suivant : la propriété (TSchur) pour G = SL3(Qp) relativement
à K = SL3(Zp) implique facilement l’énoncé de la proposition 3.3 de [Laf08] mais
pas celui de la proposition 3.4 de [Laf08]. Néanmoins pour tout groupe localement
compact G et tout sous-groupe compact ouvert K, si G a la propriété (TSchur)
relativement àK, G a la propriété (T) de Kazhdan (adapter le lemme 3.5 de [Laf08]
et l’argument qui le précède, qui montrent que la proposition 3.3 de [Laf08] implique
la propriété (T) de Kazhdan pour SL3(Qp)).

Si un groupe localement compact G a la propriété (T) renforcée au sens de la
définition 0.1 de [Laf08], c’est-à-dire si la représentation triviale est isolée parmi les
représentations dans des espaces de Hilbert à croissance exponentielle suffisamment
petite, il est clair que la méthode proposée au paragraphe 2.2 ne peut s’appliquer à
G. Néanmoins on pourrait imaginer qu’une méthode hybride comme (D) permette
de montrer la conjecture de Baum-Connes à coefficients pour G. La proposition 4.2
montre que si G possède la propriété (TSchur) relativement à un sous-groupe ou-
vert compact K, la méthode (D) échoue elle aussi pour des coefficients arbitraires.
Cependant pour montrer la proposition 4.2 nous devons ajouter à (D) les deux
conditions techniques suivantes, qui complètent (D2).

– (D3) La C[0, 1]-paire E est à dualité isométrique.
– (D4) La C∗-algèbre A est unifère, l’action de K sur E est isométrique et le
B-C∗red(G,A)[0, 1]-bimodule (Ẽ<, Ẽ>) qui est une complétion de

(Cc(G,A⊗alg E<), Cc(G,A⊗alg E>))

vérifie l’estimée suivante. On note χK la fonction caractéristique de K. Pour
x ∈ E> et ξ ∈ E< des éléments K-invariants, on note

eK ⊗ 1A ⊗ x ∈ Cc(G,A⊗alg E>) la fonction g 7→ χK(g)1A ⊗ x

et eK ⊗ 1A ⊗ ξ ∈ Cc(G,A⊗alg E<) la fonction g 7→ χK(g)1A ⊗ ξ.
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Alors on demande

‖eK ⊗ 1A ⊗ x‖Ẽ> ≤ ‖x‖E> et ‖eK ⊗ 1A ⊗ ξ‖Ẽ< ≤ ‖ξ‖E< .

Proposition 4.2. Si G n’est pas compact et a la propriété (TSchur) relativement
à K, la condition (D̃) = (D1) + (D2) + (D3) + (D4) n’est satisfaite pour aucune
G-C∗-algèbre commutative unifère A contenant C0(G) comme sous-G-C∗-algèbre.

La proposition 4.2 résultera des lemmes 4.3 et 4.4.
Le lemme 4.3 donne des estimées sur les produits de Schur par les coefficients

de matrice des représentations intervenant dans une homotopie de 1 à γ, qui sont
nécessaires pour que les conditions (D1), (D2) et (D4) soient satisfaites.

Lemme 4.3. Soit A une G-C∗-algèbre commutative unifère, s > 0, C ∈ R+.
Soit (E, π, T ) ∈ Eban

G,? (C,C[0, 1]) une homotopie de 1 à γ telle que, pour une certaine
sous-algèbre de Banach B de C∗red(G,A) contenant Cc(G,A) les conditions (D1),
(D2) et (D4) soient satisfaites.

Alors pour tout t ∈ [0, 1], pour x ∈ E>t et ξ ∈ E<t des éléments K-invariants,
pour tout n ∈ N et pour tout f ∈ eKCc(G,A)eK supporté dans {g ∈ G, `(g) ≤ n}
on a, en notant c(g) = 〈ξ, πt(g)x〉,

‖g 7→ c(g)f(g)‖C∗red(G,A) ≤ Cesn‖f‖C∗red(G,A)‖x‖E>
t
‖ξ‖E<

t
.

Précisons que dans ce lemme, pour t ∈ [0, 1], Et désigne la C-paire image
directe de E par le morphisme C[0, 1]→ C d’évaluation en t. En particulier E>t =
E> ⊗πC[0,1] C et E<t = C⊗πC[0,1] E

<.
Démonstration du lemme 4.3. Soit t ∈ [0, 1], et x ∈ E>t et ξ ∈ E<t des éléments
K-invariants. On note

eK ⊗ 1A ⊗ x ∈ Cc(G,A⊗alg E>t ) la fonction g 7→ χK(g)1A ⊗ x

où χK désigne la fonction caractéristique de K. De même on note

eK ⊗ 1A ⊗ ξ ∈ Cc(G,A⊗alg E<t ) la fonction g 7→ χK(g)1A ⊗ ξ.

Dans la condition (D) apparaît un B-C∗red(G,A)[0, 1]-bimodule (Ẽ<, Ẽ>) qui est
une complétion de

(Cc(G,A⊗alg E<), Cc(G,A⊗alg E>)).

Donc pour tout t ∈ [0, 1], le B-C∗red(G,A)-bimodule (Ẽ<t , Ẽ
>
t ) est une complétion

de
(Cc(G,A⊗alg E<t ), Cc(G,A⊗alg E>t )).

Grâce à la condition (D4), pour tous t, x, ξ comme ci-dessus on a

‖eK ⊗ 1A ⊗ x‖Ẽ>
t
≤ ‖x‖E>

t
et ‖eK ⊗ 1A ⊗ ξ‖Ẽ<

t
≤ ‖ξ‖E<

t
.

Voici maintenant le calcul fondamental. On pose c(g) = 〈ξ, πt(g)x〉. Pour tout
f ∈ eKCc(G,A)eK on a

〈eK ⊗ 1A ⊗ ξ, f(eK ⊗ 1A ⊗ x)〉 = (g 7→ c(g)f(g)) ∈ Cc(G,A).

Or comme Ẽt doit être un B-C∗red(G,A)-bimodule, pour X ∈ Ẽ>t , Ξ ∈ Ẽ<t et
f ∈ Cc(G,A) on doit avoir

‖〈Ξ, fX〉‖C∗red(G,A) ≤ ‖Ξ‖Ẽ<
t
‖X‖Ẽ>

t
‖f‖B.
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On en déduit que pour tout f ∈ eKCc(G,A)eK on doit avoir

‖g 7→ c(g)f(g)‖C∗red(G,A) ≤ ‖ξ‖E<
t
‖x‖E>

t
‖f‖B.(5)

Grâce à la condition (D1) le lemme 4.3 est alors démontré. �
Remarque. Pour toute fonction c : K\G/K → C, on peut noter

Schurc : eKCc(G,A)eK → eKCc(G,A)eK
le produit de Schur, qui à g 7→ f(g) associe g 7→ c(g)f(g). Alors on peut réexpri-
mer (5) en disant que Schurc s’étend en une application continue de eKBeK dans
eKC

∗
red(G,A)eK et que∥∥Schurc

∥∥
L(eKBeK ,eKC∗red(G,A)eK)

≤ ‖ξ‖E<
t
‖x‖E>

t
.

Lemme 4.4. On suppose que G n’est pas compact. Soit ψ : G→ R+ invariante
à gauche et à droite par K et tendant vers 0 à l’infini. Il n’existe pas d’homotopie
(E, π, T ) de 1 à γ dans Eban

G,? (C,C[0, 1]) (où ? indique que la longueur n’est pas pré-
cisée), telle que K agisse isométriquement sur E, que E soit à dualité isométrique,
et que pour tout t ∈ [0, 1], pour x ∈ E>t et ξ ∈ E<t des éléments K-invariants de
norme 1, le coefficient de matrice c : K\G/K → C, g 7→ 〈ξ, πt(g)x〉, admette une
limite à l’infini c∞ et vérifie |c(g)− c∞| ≤ ψ(g) pour tout g ∈ G.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’une telle homotopie (E, π, T ) existe.
Pour g ∈ G, on pose P g = eKegeK ∈ LC[0,1](E). Grâce à l’hypothèse que E
est à dualité isométrique, pour g, g′ ∈ G on a ‖P g − P g′‖ ≤ ψ(g) + ψ(g′). Donc
P g est une suite de Cauchy dans LC[0,1](E) (quand g tend vers l’infini) et admet
une limite P ∈ LC[0,1](E). Comme P gP g

′
=
∫
K
P gkg

′
dk on montre facilement que

P est un idempotent dans LC[0,1](E). De plus pour t = 0, 1, Pt est le projecteur
orthogonal sur les vecteurs G-invariants (E0 et E1 sont des espaces de Hilbert munis
de représentations unitaires de G).

Pour tout g ∈ G, [P g, T ] ∈ KC[0,1](E), d’où en passant à la limite [P, T ] ∈
KC[0,1](E). On note ImP la C[0, 1]-paire formée des images de P> et P< dans E> et
E<. Alors PTP ∈ LC[0,1](ImP ) et (PTP )2−1 ∈ KC[0,1](ImP ) donc (ImP, PTP ) ∈
Eban(C,C[0, 1]). Or (PTP )t est d’indice 1 pour t = 0 et d’indice 0 pour t = 1 (en
effet E0 représente 1 dans KKG(C,C) et comme G n’est pas compact, E1, qui
représente γ, fait intervenir des représentations unitaires de G dans des espaces de
Hilbert qui n’admettent pas de vecteurs G-invariants). Cette contradiction achève
la démonstration du lemme 4.4. �
Démonstration de la proposition 4.2. On raisonne par l’absurde. On suppose
que G n’est pas compact et vérifie (TSchur) relativement à K. Soit ` la longueur
fixée avant l’énoncé de (D). Soit A une G-C∗-algèbre commutative unifère contenant
C0(G) comme sous-G-C∗-algèbre, telle que G vérifie la condition (D̃) pour A. On
fixe s et φ comme dans (TSchur). Soit C associé à s dans (D). On applique le
lemme 4.3 à A, s et C, puis (TSchur), puis le lemme 4.4 avec ψ = Cφ, et on arrive
à une contradiction. �

5. Démonstration de la propriété (T) renforcée pour SL3(Qp)

Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème suivant.

Théorème 5.1. Pour tout nombre premier p, SL3(Qp) a la propriété (TSchur)
relativement à SL3(Zp), au sens de la définition 4.1.
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On note G = SL3(Qp) et K = SL3(Zp). On rappelle que C0(G) est muni de
l’action de G par translations à droite. On a

C∗red(G,C0(G)) = K(L2(G)).

La sous-algèbre eKC∗red(G,C0(G))eK de C∗red(G,C0(G)) s’identifie à K(`2(G/K)).
Soit Λ = {(i, j) ∈ N2, i− j = 0 modulo 3}. L’application

(i, j) 7→ K
(
p

i+2j
3

p−(i+j) 0 0
0 p−j 0
0 1

)K
est une bijection de Λ vers K\G/K. On munit G de la longueur ` définie par

`
(
k
(
p

i+2j
3

p−(i+j) 0 0
0 p−j 0
0 1

)k′) = i+ j

pour k, k′ ∈ K et (i, j) ∈ Λ.
On note B l’immeuble de G. On rappelle que les sommets de B sont identifiés

aux réseaux de Q3
p, à homothétie près par Q∗p. Pour tout réseau M on note [M ] sa

classe d’équivalence. Etant donnés x, y ∈ B il existe un unique couple (i, j) ∈ N2

tel que dans une certaine base (v1, v2, v3) de Q3
p on ait

x = [Zpv1 + Zpv2 + Zpv3] et y = [Zpp−i−jv1 + Zpp−jv2 + Zpv3].

On écrit σ(x, y) = (i, j). On a alors σ(y, x) = (j, i). On munit B de la distance d défi-
nie par d(x, y) = i+j si σ(x, y) = (i, j). Le déterminant d’une classe d’équivalence de
réseaux (pour la relation d’homothétie) est bien déterminé dans Q∗p/Z∗pp3Z = Z/3Z
(où p−1Z∗pp3Z correspond à 1 ∈ Z/3Z) et on appelle type : B → Z/3Z la fonc-
tion correspondante. On note B0 l’ensemble des points de B de type 0 et on note
x0 ∈ B0 la classe d’équivalence du réseau Z3

p. Comme SL3(Qp) agit transitivement
sur B0 et que le stabilisateur de x0 est SL3(Zp), on a une bijection G/K → B0

qui à gK associe gx0. Pour x, y ∈ B0 on a σ(x, y) ∈ Λ. Pour x, y, x′, y′ ∈ B0 on a
σ(x, y) = σ(x′, y′) si et seulement si il existe un élément de SL3(Qp) transportant
x sur x′ et y sur y′.
Démonstration du théorème 5.1 en admettant la proposition 5.2. Pour
tout n ∈ N, f ∈ eKC∗red(G,C0(G))eK est supporté sur Bn = {g ∈ G, `(g) ≤ n} si
et seulement si l’opérateur T ∈ K(`2(B0)) correspondant vérifie Tx,y = 0 lorsque
d(x, y) > n. On voit donc que le théorème 5.1 résulte de la proposition suivante. �

Proposition 5.2. Soient s ∈ [0, 1
4 [ et c : Λ → C une fonction telle que pour

tout n ∈ N

sup
T

‖(Txyc(σ(x, y)))x,y∈B0‖K(`2(B0))

‖T‖K(`2(B0))
≤ psn(6)

où le supremum est pris sur les matrices T indexées par B0, ayant un nombre fini
de coefficients non nuls, et vérifiant Txy = 0 si d(x, y) > n. Alors c admet une
limite c∞ à l’infini, et

|c(i, j)− c∞| ≤
( 2ps

p
1
2+s − 1

+
2(ps + p2s)

1− p 4s−1
2

)
p

4s−1
6 (i+j+max(i,j))

pour tout (i, j) ∈ Λ.

La fin de ce paragraphe est consacrée à la démonstration de la proposition 5.2.
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Lemme 5.3. Soit (m,m′) ∈ N2 avec m ≤ m′. Soit (e1, e2, e3) une base de Q3
p.

Soient x1, x2, x3 ∈ Zp tel que l’un d’entre eux appartienne à Z∗p. Soient ξ1, ξ2, ξ3 ∈
Zp tel que l’un d’entre eux appartienne à Z∗p. Soit

M = Zpp−m(x1e1 + x2e2 + x3e3) + Zpe1 + Zpe2 + Zpe3 et

N = {u1e1 + u2e2 + u3e3 ∈ Zpe1 + Zpe2 + Zpe3, ξ1u1 + ξ2u2 + ξ3u3 ∈ pm
′
Zp}.

Alors σ([M ], [N ]) = (i,m + m′ − 2i) où i est le plus grand entier de {0, ...,m} tel
que ξ1x1 + ξ2x2 + ξ3x3 ≡ 0 modulo pi.

Démonstration. Comme l’énoncé est invariant par l’action de SL3(Zp) sur le
vecteur

(
x1
x2
x3

)
et le covecteur (ξ1, ξ2, ξ3) on peut supposer ξ2 = ξ3 = 0, ξ1 = 1 et

x3 = 0. Si i < m la valuation p-adique de x1 est égale à i et on a

M = Zpp−m(x1e1 + x2e2) + Zpp−ie2 + Zpe3

et N = Zppm
′−i(x1e1 + x2e2) + Zpe2 + Zpe3.

Si i = m on a M = Zpe1 + Zpp−me2 + Zpe3 et N = Zppm
′
e1 + Zpe2 + Zpe3. �

Remarque. On a toujours

σ([Zpe1 + Zpe2 + Zpe3], [M ]) = (m, 0) et σ([Zpe1 + Zpe2 + Zpe3], [N ]) = (0,m′).

Début de la démonstration de la proposition 5.2. Fixons (m,m′) ∈ N2

avec m ≤ m′ et m + m′ ∈ 3N. Soit (e1, e2, e3) une base de Q3
p telle que le type de

[Zpe1 +Zpe2 +Zpe3] soit m′ modulo 3. Nous définissons deux applications injectives
α : (Z/pmZ)2 → B0 et β : (Z/pm′Z)2 → B0 de la façon suivante. Pour x =
(x2, x3) ∈ (Z/pmZ)2,

α(x) = [Zpp−m(e1 + x2e2 + x3e3) + Zpe2 + Zpe3],

et pour y = (y1, y2) ∈ (Z/pm′Z)2,

β(y) = [{u = u1e1 +u2e2 +u3e3 ∈ Zpe1 + Zpe2 + Zpe3, u1y1 +u2y2 +u3 ∈ pm
′
Zp}].

Par abus nous avons supposé dans les formules ci-dessus que x2, x3, y1, y2 étaient
relevés en des éléments de Zp, mais α(x) et β(y) ne dépendent pas des relèvements.

Lemme 5.4. Soient x = (x2, x3) ∈ (Z/pmZ)2 et y = (y1, y2) dans (Z/pm′Z)2.
Soit i le plus grand entier de {0, ...,m} tel que y1 + x2y2 + x3 ≡ 0 modulo pi. Alors
σ(α(x), β(y)) = (i,m+m′ − 2i).

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate du lemme 5.3. �

Lemme 5.5. Soient k, k′ des entiers supérieurs ou égaux à 2 avec k′ multiple
de k, l1, l2 deux éléments distincts de Z/kZ et a1, a2 ∈ R. Soit

(Tx,y)x∈(Z/kZ)2,y∈(Z/k′Z)2

la matrice définie par

T(x2,x3),(y1,y2) = a1 si y1 + x2y2 + x3 = l1 dans Z/kZ,
= a2 si y1 + x2y2 + x3 = l2 dans Z/kZ,
= 0 sinon.
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Alors

‖T‖Mk2,k′2 (C) =
k′

k
sup

q∈Z/kZ

∣∣∣a1e
i2πql1/k + a2e

i2πql2/k
∣∣∣ ∥∥∥(e−i2πqx2y2/k)

∥∥∥
Mk(C)

=
k′

k
sup

q∈Z/kZ

√
k × pgcd(k, q)

∣∣∣a1e
i2πql1/k + a2e

i2πql2/k
∣∣∣.

Démonstration. Comme Tx,y ne dépend que de l’image de y dans (Z/kZ)2, on se
ramène facilement au cas où k′ = k. Le lemme découle alors de la diagonalisation
des matrices circulantes, car lorsqu’on fixe x2 et y2 la matrice (T(x2,x3),(y1,y2))x3,y1

est une matrice circulante, que l’on diagonalise par une transformation de Fourier
en x3 et y1. �
Fin de la démonstration de la proposition 5.2. Pour i ∈ {0, ...,m} on note
((Ti)x,y)x∈(Z/pmZ)2,y∈(Z/pm′Z)2 la matrice définie par

(Ti)(x2,x3),(y1,y2) = p−m
′
si y1 + x2y2 + x3 = pi dans Z/pmZ,

= 0 sinon

On note que Ti est normalisée pour être de norme 1 dans Mp2m,p2m′ (C).
Soit i ∈ {1, ...,m}. Alors

‖Ti − Ti−1‖ ≤ 2p−
i
2

En effet par le lemme 5.5 on a

‖Ti − Ti−1‖ = sup
q∈Z/pmZ

p−
m
2
√

pgcd(pm, q)
∣∣∣1− ei2πqpi−1(p−1)/pm

∣∣∣
et 1− ei2πqpi−1(p−1)/pm

s’annule si pm−i+1 divise q et

p−
m
2
√

pgcd(pm, q)
∣∣∣1− ei2πqpi−1(p−1)/pm

∣∣∣ ≤ 2p−
m
2
√

pgcd(pm, q) ≤ 2p−
i
2

si pm−i+1 ne divise pas q.
Comme le vecteur de norme 1 de C(Z/pm′Z)2 dont toutes les coordonnées sont

égales à p−m
′
a pour image par Ti et Ti−1 le vecteur de norme 1 de C(Z/pmZ)2 dont

toutes les coordonnées sont égales à p−m , on a, pour a, b ∈ C, ‖aTi+bTi−1‖ ≥ |a+b|.
Soit (m,m′) ∈ N2 avec m ≤ m′. Pour tout i ∈ {0, . . . ,m} on note T̃i ∈

K(`2(B0)) la matrice (qui a un nombre fini de coefficients non nuls) telle que

(T̃i)x,y = 0 si x 6∈ Im(α) ou y 6∈ Im(β)

et (T̃i)α(x),β(y) = (Ti)x,y pour x ∈ (Z/pmZ)2 et y ∈ (Z/pm
′
Z)2.

Soit i ∈ {1, . . . ,m}. En appliquant (6) à T = T̃i − T̃i−1 et n = m + m′ − i + 1, on
obtient ∣∣∣c(i,m+m′ − 2i)− c(i− 1,m+m′ − 2i+ 2))

∣∣∣
≤
∥∥∥c(i,m+m′ − 2i)Ti − c(i− 1,m+m′ − 2i+ 2)Ti−1

∥∥∥
≤ ‖Ti − Ti−1‖ps(m+m′−i+1) ≤ 2p−

i
2 ps(m+m′−i+1).

En appliquant l’inégalité précédente avec m′ = m ou m′ = m + 1 (c’est-à-dire
m = i+ [ j2 ] ≥ i) on trouve que pour tous (i, j) ∈ Λ avec i > 0,

|c(i, j)− c(i− 1, j + 2)| ≤ 2p−
i
2+s(i+j+1).
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En faisant agir l’automorphisme

g 7→

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 tg−1

0 0 1
0 1 0
1 0 0


de G, qui stabilise K, et envoie

p
i+2j

3

p−(i+j) 0 0
0 p−j 0
0 0 1

 sur p
2i+j

3

p−(i+j) 0 0
0 p−i 0
0 0 1

 ,

on obtient, pour (i, j) ∈ Λ avec j > 0,

|c(i, j)− c(i+ 2, j − 1)| ≤ 2p−
j
2+s(i+j+1).

Donc on a, pour (i, j) ∈ Λ, avec i ≥ j,∣∣∣c(i, j)− c(2i+ j

3
,

2i+ j

3
)
∣∣∣

≤ 2
((
p−

1
2−s
)

+
(
p−

1
2−s
)2 + · · ·+

(
p−

1
2−s
) i−j

3
)
p

2i+j
6 (4s−1)+s(7)

≤ 2ps

p
1
2+s − 1

p
4s−1

6 (2i+j),

ainsi que la même inégalité en permutant i et j. Pour i ≥ 1 on trouve

|c(i, i)− c(i+ 1, i+ 1)| ≤ |c(i, i)− c(i− 1, i+ 2)|+ |c(i− 1, i+ 2)− c(i+ 1, i+ 1)|

≤ 2
(
ps + p2s−1

)
p

4s−1
2 i.

En prenant x1 ∈ B0 tel que σ(x0, x1) = (1, 1), et en appliquant (6) à la matrice T
indexée par B0 telle que Tx,y = 1 pour x, y ∈ {x0, x1} et 0 sinon, on obtient

|c(0, 0)− c(1, 1)| ≤
∥∥∥(c(0, 0) c(1, 1)

c(1, 1) c(0, 0)

)∥∥∥ ≤ p2s
∥∥∥(1 1

1 1

)∥∥∥ = 2p2s.

On a donc pour tout i ∈ N,

|c(i, i)− c(i+ 1, i+ 1)| ≤ 2
(
ps + p2s

)
p

4s−1
2 i.

On en déduit que c(i, i) admet une limite c∞ à l’infini et que∣∣∣c(i, i)− c∞∣∣∣ ≤ 2
ps + p2s

1− p 4s−1
2

p
4s−1

2 i

pour tout i ∈ N. En utilisant (7) et l’inégalité obtenue en permutant i et j on a
alors, pour (i, j) ∈ Λ,∣∣∣c(i, j)− c∞∣∣∣ ≤ ( 2ps

p
1
2+s − 1

+ 2
ps + p2s

1− p 4s−1
2

)
p

4s−1
6 (i+j+max(i,j)).

La proposition 5.2 est démontrée. �
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