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Nous cherchons a comprendre pourquoi la propriété (T) de Kazhdan [Kaz67,
HV89, BHV08|, et plus particuliérement une forme renforcée de celle-ci introduite
dans [Laf08], sont un obstacle & une démonstration de la surjectivité de applica-
tion de Baum-Connes a coefficients arbitraires pour des groupes ayant un élément
~ de Kasparov, a ’aide des méthodes connues.

Nous passons d’abord en revue trois méthodes pour montrer la surjectivité de
I’application de Baum-Connes a coefficients pour des groupes ayant un élément -y de
Kasparov (pour lesquels 'injectivité de 'application de Baum-Connes a coefficients
est connue). La premiére méthode (due a Kasparov [Kas88]) consiste & montrer que
v =1 dans KKg(C,C). Clest la méthode qui a donné le plus de résultats positifs
mais nous ne la mentionnons que briévement car elle échoue pour les groupes non
compacts ayant la propriété (T) pour des raisons évidentes alors que 'obstacle de
la propriété (T) renforcée est plus subtil pour les autres méthodes. La deuxiéme
méthode (d’abord proposée par Julg [Jul97]) consiste & construire une homotopie
de 1 & ~v en utilisant des représentations dans des espaces de Hilbert qui ne sont pas
unitaires mais dont la croissance est controlée par une exponentielle arbitrairement
petite. Nous justifions en détail, en nous appuyant sur des idées de Higson, le fait
que, pour un groupe localement compact agissant de fagon continue, isométrique
et propre sur un espace de dimension asymptotique finie avec contrdle linéaire (et
donc en particulier pour un groupe hyperbolique), I’existence d’une telle homotopie
implique la surjectivité de 'application de Baum-Connes a coefficients arbitraires.
La troisiéme méthode est la méthode banachique [Laf02a], qui fait intervenir des
complétions inconditionnelles et dont le résultat dépend beaucoup des coefficients :
elle ne montre la conjecture de Baum-Connes & coeflicients arbitraires pour aucun
groupe !

Nous proposons ensuite un cadre général (assez évident) englobant ces trois
méthodes et nous en tirons une condition nécessaire pour qu’une méthode inscrite
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dans ce cadre général, c’est-a-dire utilisant la K K-théorie banachique et des argu-
ments élémentaires de stabilité par calcul fonctionnel holomorphe, puisse montrer
la surjectivité de I’application de Baum-Connes a coeflicients arbitraires.

Nous expliquons ensuite pourquoi la propriété (T) renforcée [LafO8] est un
obstacle a une démonstration de la surjectivité de I’application de Baum-Connes a
coefficients arbitraires par une méthode de ce type.

Nous montrons enfin que SL3(Q,) a la propriété (T) renforcée (cela a été
démontré dans [Laf08] mais comme nous donnons ici une définition différente de
la propriété (T) renforcée, adaptée a la conjecture de Baum-Connes, nous devons
reprendre la démonstration). En fait tout groupe algébrique presque simple sur
un corps local non-archimédien ou archimédien, dont ’algébre de Lie contient sl3,
posséde la propriété (T) renforcée au sens de cet article (en modifiant un peu la
définition dans le cas archimédien en raison de ’absence de sous-groupe compact
ouvert) mais nous ne le montrons pas ici.

Bien stir cela ne donne aucune indication qu’il puisse exister un contre-exemple
a la conjecture de Baum-Connes a coefficients pour un tel groupe. Au contraire les
idées de Jean-Benoit Bost sur le principe d’Oka [Bos90] restent intactes et font
espérer que la conjecture de Baum-Connes a coefficients soit vraie pour tous les
groupes de Lie réels ou p-adiques.

Quand Paul Baum et Alain Connes ont formulé leur conjecture la propriété (T')
est apparue trés vite comme un obstacle pour montrer la surjectivité de ’applica-
tion de Baum-Connes. Bien que cet obstacle ait été contourné dans quelques cas,
Pobstacle de la propriété (T) renforcée reste infranchissable actuellement.

C’est avec un trés grand plaisir que je dédie cet article & Alain Connes, qui a
inspiré tant de mathématiciens.

1. Rappels

Nous renvoyons & [BCH94]| pour I’énoncé de la conjecture de Baum-Connes a
coefficients, a [Kas88, Laf02a] pour la K K-théorie et la K K-théorie banachique,
et a [Ska99, Laf01, Laf02b]| pour des introductions bien adaptées a la suite.

Soit G un groupe localement compact et dg une mesure de Haar a gauche sur
G. Soit A une C*-algébre munie d’une action continue de G. On note C.(G, A)
l’algebre des fonctions continues a support compact sur G a valeurs dans A munie
du produit de convolution

(f1-f2)(g) = / i) (ol 9))dgs

g1 €G

(cette formule est naturelle si on écrit les éléments de C.(G, A) sous la forme
Jyec F(9)egdg). On définit L'(G, A) comme la complétion de Ce(G, A) pour la
norme [ ||f(g)||adg et C}y(G, A) comme la complétion pour la norme d’opérateur
de la convolution & gauche sur le A-module hilbertien L?(G, A). On rappelle que
L?(G, A) est le complété du A-module pré-hilbertien C..(G, A), dont la structure de
A-module & droite est donnée par

([ cvals)sip = [ csalopbig

et dont le produit hermitien est donné par

([ esatolds. [ epiords) = [ ata)blg)ds
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Si on écrit les ¢léments du A-module pré-hilbertien C,(G, A) sous la forme [ a(g)eydg
les formules sont un peu plus compliquées.

On note EG un G-espace propre qui est final dans la catégorie dont les ob-
jets sont les G-espaces propres et dont les morphismes sont les G-morphismes &
homotopie prés. Pour toute G-C*-algébre A et pour j € Z/27Z on pose

K;OP(G,A) — h_rr)l KKg;(CO(Y),A)

ou la limite est prise suivant les parties G-invariantes et G-compactes Y de EG. On
a un morphisme de groupes abéliens, dit morphisme d’assemblage ou application
de Baum-Connes,
G,A | -t *
Hyeq - KjOP(G,A) - KJ( red(Ga A))

La conjecture de Baum-Connes a coefficients [BCH94| affirme que uf";’dA est un
isomorphisme de groupes abéliens. Higson, Skandalis et moi-méme [HLS02| avons
trouvé des contre-exemples & la surjectivité de ’application de Baum-Connes a
coefficients pour certains groupes discrets construits par Gromov (pour lesquels on
ne sait pas construire un élément v au sens suivant).

On supposera toujours que G posséde un élément v de Kasparov. Dans [Tu99a],
Jean-Louis Tu a axiomatisé les propriétés d’'un élément -, essentiellement sous la
forme suivante. On appelle élément « un élément de K K¢ (C,C) tel que y =n®pd
avec B une G-C*-algebre propre, n € KKg(C, B) et d € KKg(B,C), et que pour
toute partie G-compacte Y de EG, ¢*(v) = 1 dans KKgxy (Co(Y), Co(Y)) ou g est
la projection de Y vers le point (on renvoie & [Gal99] pour la notation K Kgyxy ).
Ces conditions impliquent que 72 = v dans K K¢(C, C).

Sous cette hypothése, pour toute G-C*-algébre A, uihA est injective et son
image est égale a celle de I'action sur K. (C* (G, A)) de I'idempotent ;& 0 o4(7).
On rappelle que les morphismes d’anneaux

o4 : KKq(C,C) - KKg(A, A)
et jrcéd : KKG'(AaA) - KK( :ed(G7A)7 :ed(G7A))

ont été construits par Kasparov [Kas88]. Donc la surjectivité de urGe’dA équivaut au
fait que j&, 0 o4(7) agit par lidentité sur K, (C* (G, A)).

D’apres [Kas88, KS91, KS94, KS03] les groupes de Lie réels ou p-adiques
et les groupes “boliques” (donc en particulier les groupes hyperboliques) possédent
un élément +.

2. Quelques méthodes pour montrer la surjectivité de ’application de
Baum-Connes a coefficients

Nous indiquons les principales méthodes pour montrer la surjectivité de urGe’dA

pour un groupe localement compact G possédant un élément v de Kasparov. Elles
s’appuient toutes sur la construction d’une certaine homotopie de 1 a ~.

2.1. Homotopie par des représentations unitaires. La premiére méthode
pour montrer la conjecture de Baum-Connes a coefficients arbitraires pour G est
due a Kasparov et consiste & montrer v = 1 dans K K¢(C, C) (voir [Jul98] pour un
séminaire Bourbaki sur ce sujet). Cela a été fait pour SO(n, 1) [Kas84], les groupes
agissant proprement sur des arbres [JV84] (voir aussi [Pim86]), SU(n,1) [JK95],
et enfin dans le cas des groupes de Haagerup qui contient tous les cas précé-
dents [HKO1]. Un groupe est dit de Haagerup ou encore a-T-menable s’il posséde
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une action isométrique affine continue et propre sur un espace de Hilbert. Tous les
groupes moyennables ont la propriété de Haagerup. Cependant on sait que v # 1
dans KK¢(C,C) si G a la propriété (T) de Kazhdan et n’est pas compact. Nous
ne donnons pas plus de détails sur ces importants travaux car ’objet de cet article
est obstacle de la propriété (T).

2.2. Homotopie par des représentations non unitaires dans des es-
paces de Hilbert. La rédaction de ce paragraphe a été trés influencée par des
discussions avec Guoliang Yu, qui m’a indiqué les références [Mat07, Roe05| et
que je remercie.

Dans [Jul97], Julg a proposé d’utiliser des représentations bornées non uni-
taires dans des Hilbert pour montrer la conjecture de Baum-Connes a coefficients
pour Sp(n,1). En 1999, Higson, Julg et moi-méme avons discuté de la possibi-
lité d’utiliser des représentations & croissance exponentielle arbitrairement petite.
Cette méthode permet de montrer la conjecture de Baum-Connes & coefficients pour
Sp(n,1) [Jul02] et pour les groupes hyperboliques [Laf09]. Cette méthode est ex-
plicitée dans le corollaire 2.12, qui résulte du théoréme 2.3 et de la proposition 2.10.

Le théoréme 2.3, dont I'idée est due a Nigel Higson, affirme que si un groupe
localement compact G posséde un élément + de Kasparov et agit de fagon continue,
isométrique et propre sur un espace de dimension asymptotique finie avec controle
linéaire, 'existence d’homotopies de 1 a -, utilisant des représentations dans des
espaces de Hilbert dont la croissance est contrélée par une exponentielle arbitraire-
ment petite, implique la surjectivité de 'application de Baum-Connes a coefficients.
La notion de dimension asymptotique est due & Gromov [Gro93]. D’autre part la
proposition 2.10 rappelle, d’aprés Gromov [Gro93] et Roe [Roe05], que tout es-
pace métrique faiblement géodésique, hyperbolique et a géométrie grossiére bornée
est de dimension asymptotique finie avec controle linéaire.

DEFINITION 2.1. Soit N € N et (1o, 11) € R%. Un espace métrique (X, d) est de
dimension asymptotique < N avec controle linéaire (ug, 1) si pour tout d € Ry il
existe une partition X = J,.; X; et une application “couleur” ¢ : I — {0,1,...,N}
telles que

— pour tout i € I, X; est mesurable et diam(X;) < pod + p1,

- pour i,j € I vérifiant c(i) = c(j) et i # j on a d(X;,X;) > d, ot U'on note

d(X;, X;) = infyex, 2ex; d(y, ).
Remarque. La propriété de dimension asymptotique finie avec controle linéaire
est invariante par quasi-isométrie.

el

DEFINITION 2.2. Soit G un groupe localement compact. On appelle longueur
sur G une fonction continue ¢ : G — Ry wvérifiant £(g~') = £(g) et (g1g2) <
£(g1) + £(g2) pour tous g,g1,92 € G.

Soit G un groupe localement compact et ¢ une longueur sur GG. Pour toutes
G-C*-algébres A et B on définit Eg ¢(A, B) comme l'ensemble des classes d’iso-
morphisme de (E,7,T) ou E est un (A, B)-bimodule hilbertien Z/2Z-gradué muni
d’une action continue de G vérifiant ||7(g)|| < €9 pour tout g € G, et d’un opé-
rateur 7' borné impair tel que pour tout a € A les opérateurs [a,T] et a(T? — 1)
soient compacts et que Papplication g — a(g(T) — T) soit une application normi-
quement continue de G dans Kp(E). On définit ensuite K K¢ ¢(A, B) comme 'en-
semble des classes d’homotopie dans Eg ¢(A, B) : deux éléments sont homotopes
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si ils sont les évaluations en 0 et 1 d’un élément de Eq ¢(A, B[0,1]). On rappelle
que B[0,1] = C([0, 1], B) muni de la norme du supremum. On peut montrer que la
somme directe munit K K¢ ¢(A, B) d’une structure de groupe abélien.

En particulier Eg ¢(C, C) est 'ensemble des classes d’isomorphisme de (H, 7, T)
ou H est un espace de Hilbert Z/2Z-gradué muni d’une action continue de G
vérifiant [|7(g)| < €9 pour tout g € G, et d'un opérateur T' borné impair tel
que (T2 — 1) soit compact et que I'application g — g(T') — T soit une application
normiquement continue de G dans K(H).

Le théoréme suivant repose sur des idées de Nigel Higson.

THEOREME 2.3. Soit G un groupe localement compact agissant de fagon isomé-
trique et continue sur un espace métrique (X,d) de dimension asymptotique finie
avec contréle linéaire. Soit xoy un point de X et £ la longueur sur G définie par
0(g) = d(xo, gxo). Soit v € KKg(C,C) tel que pour tout s > 0, il existe C € R tel
que l'image de 1—v dans K K¢ se+c(C, C) soit nulle. Alors pour toute G-C*-algébre
A, jE 0 0oa(7) agit par Uidentité sur K. (C4(G, A)).

Le théoréme résultera de la conjonction des propositions 2.5 et 2.6.

Pour toute longueur £ sur G on note g ¢ la classe des représentations (H, )
de G dans un espace de Hilbert H telles que ||[7(g)| z(a) < e!9) pour tout g € G
et on définit Palgébre de Banach Co(G, A) comme la complétion de C.(G, A) pour
la norme

I flleca,ay = sup  l[a(f)llcamoLz(c, a)
(H,m)e€q e

ott le morphisme «a : C.(G, A) — L4(H ® L?(G, A)) est donné par la formule

o /G a(g)eqdg) (h & ( /G b(g)eydy)) = /G s ol 6(02) e

Si £ et ¢ sont deux longueurs avec ¢'(g) < £(g) pour tout g € G, on a un
morphisme d’algébres de Banach de C;(G, A) dans Cy (G, A).

On note que £g o est la classe des représentations unitaires de G. Le lemme
suivant est un des ingrédients de la construction de la descente de Kasparov [Kas88]|
dans le cas particulier qui nous intéresse, c’est-a-dire

jGao 04 KKa(C,C) = KK (Ciy(G, A), Ciy(G, A)).

LEMME 2.4. On a Co(G, A) = C (G, A).

Démonstration. Bien que ce lemme soit trés connu, nous en rappelons la démons-
tration, car la démonstration du lemme 2.7 ci-dessous repose sur la méme idée. Soit
(H, ) une représentation unitaire de G. On doit montrer que « se prolonge en
un morphisme de C*-algebres o : C* (G, A) — LA(H ® L*(G, A)). Soit gy € G.
Notons 6, opérateur unitaire sur le A-module hilbertien H ® L?(G, A) défini par

0(h® [ ala)eyds) = [ wlong™h e alg)eyds
D’autre part notons 3 : Cf (G, A) — La(H ® L*(G, A)) le morphisme défini par

B /G a(g)eydg)(h ® ( /G b(g)eqdg) = h & / a(91)91 (b(92)) €1 gndr g

GxG
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On a alors a(a) = 6! o B(a) 0 By, pour tout a € C.(G, A), donc « se prolonge par
continuité a C¥ (G, A). Ceci achéve la démonstration du lemme 2.4. O

PROPOSITION 2.5. Pour toute longueur £ sur G on a un morphisme de descente
G KK G (C,C) — KKP™(Co(G, A), Cioy(G, A))

qui coincide avec jC 004 sil =0 et tel que si et {' sont deux longueurs avec
U (g) < L(g) pour tout g € G, le diagramme suivant soit commutatif

.G, A

KK u(C,C) 2 KK (Cp(G,A),Chy(G, A))

-G, A

KKq(C,C) 2=t KKYn(C(G,A),C% (G, A))

Remarque. Nous utiliserons le diagramme commutatif ci-dessus avec ¢/ = 0.
Remarque. On pourrait aussi construire pour deux G-C*-algébres A et B un
morphisme de descente

KKg (A B) — KK"(C (G, A),Clq(G, B))

en définissant Cp 5(G, A) comme le complété de C..(G, A) pour la norme d’opérateur
sur les C 4(G, B)-modules hilbertiens C? (G, E) avec E un (A, B)-bimodule hil-
bertien muni d’une action continue de G vérifiant ||7(g)|| < (9 pour tout g € G.
Nous n’en aurons pas besoin.

Démonstration de la proposition 2.5. En suivant [Kas88|, si (H,n,T) €
E¢(C,C), on construit

Jrad ™ (H,m,T) € E*(C1(G, A), Crua(G, A)
de la maniére suivante. On considére le C7 (G, A)-module hilbertien
E=H®Cy(G, A)

et on définit un morphisme o' : C.(G, A) — EC;;(,(G,A)(E) par la formule évidente

([ alesds) e ([ baresds) = [ ()b al)gs (blow)epuondordse
G G GxG
Comme L¢- (g,4)(E) s'injecte isométriquement dans L4 (H ® L?(G, A)), et que la
composée de o’ et de cette injection est

a:Cu(G,A) — LA(H @ L*(G, A))

considéré précédemment, et par la définition méme de C¢(G, A), « se prolonge par
continuité en un morphisme Cy(G,A) — L= (c,a)(F). On définit d’autre part

T=T®le L= (c.4)(E) et on pose jg’dé’A(H,ﬂ,T) = (E,T). O

PROPOSITION 2.6. Soient N € N et (puo, 1) € R3. Soit G un groupe localement
compact agissant de fagon isométrique et continue sur un espace métrique (X, d) de
dimension asymptotique finie < N avec controle linéaire (pug, p11). Soit xo un point
de X et l la longueur sur G définie par £(g) = d(xg, gzo). Soit A une G-C*-algébre.
Pour tout r € Ry on note B, l'ensemble des éléments de G qui vérifient £(g) < r.
Pour f € C.(G, A) on note supp(f) l’adhérence dans G du sous-ensemble des g tels

que f(g) # 0.
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Alors pour tous s > 0, C € Ry, r € R} et f € C.(G, A) avec supp(f) C B,
on a

Cserc(G,A) < (N + 1)6(4#0+1)8T+(2MS+2C)Hf”C*

red

If

Démonstration du théoréme 2.3 en admettant la proposition 2.6. On
désigne par p le rayon spectral. Il résulte immédiatement de la proposition 2.6 que
pour tous s € RY, C' € Ry, r € Ry et pour toute fonction f € C.(G, A) telle que
supp(f) C B on a

(1) pc3l+C(G,A)(f) < 6(4M0+1)STPC*

red

(G,A)-

a4 (f)-
Pour tout i € N* soit C; € Ry tel que I'image de 1 — dans KK¢ 14, ¢,(C,C)
soit nulle. Par la proposition 2.5, jgd o 04(y) agit par l'identité sur l'image de
K.(Cipyc,(G,A)) dans K. (C4(G, A)). 1l résulte alors de I'inégalité (1), appli-
quée & A ® Mp(C) pour tout entier k& € N*, et aux longueurs %E + C;, que la
suite d’algebres de Banach (C1, ¢, (G, A))ien- vérifie les hypothéses du lemme 1.7.2
de [Laf02a]. Par conséquent K,(C} (G, A)) est égal a la réunion des images de
K.(C1py¢,(G,A)) et on a montré le théoréme 2.3 en admettant la proposition 2.6.
(Il

Voici maintenant la démonstration de la proposition 2.6, dont I'idée est due a
Nigel Higson.

On plonge G dans X par k: g — ¢~ xg. On munit G de la distance invariante
a droite d définie par d(g,g') = d(k(g),k(g")) = £(g'g™1).

Soient s > 0, C' € Ry et (H,w) dans g serc-

1

LEMME 2.7. Soit m,r € Ry, f € C.(G,A) avec supp(f) C By, et w € H®
L?(G, A) tel que supp(w) a un diamétre inférieur ou égal & m pour la distance
ci-dessus (c’est-a-dire de fagon équivalente k(supp(w)) a un diamétre inférieur ou
égal @ m). Alors

s(2m+r)+2C ||f|

la(Hwllperca) <e cr G alvlerc.a)-

Démonstration. Soit go € supp(w). On a a(f)w = 0,1 (B(f)by, (w)). Pour w’ €
H ® L*(G, A) tel que supp(w’) est inclus dans la boule fermée de centre g et de
rayon R, on a [|04,(w')|ner2c,a) < e FHCw |ner2(c,a) et de méme pour 6,1,
ce qui démontre le lemme, car supp(w) est inclus dans la boule fermée de centre go
et de rayon m et supp(B(f)fy,(w)) est inclus dans la boule fermée de centre gy et
de rayon m + r. (I
Démonstration de la proposition 2.6. Soient r € R} et f € C.(G, A) avec
supp(f) C B,. Soit X = (J;c; X; une partition et ¢ : I — {0,1,...,N} une
application couleur, satisfaisant les conditions de la définition 2.1 avec d = 2r.
Pour tout i € I, on note p; le projecteur orthogonal de H ® L*(G,A) sur H ®
L*(k71(X;), A). Pour tout j € {0,1,..., N} on note g; le projecteur orthogonal de
H®L*(G,A) sur H® LQ(“_l(UieLc(i):j X;),A). On a a(f) = Z;‘V:o a(f)q; donc
il suffit de montrer, pour tout j € {0,1,...,N},

(Apo+1)sr+(2p1s+2C) ||f|

la(f)ajllcrorsc.a) <e o

red

(G.A)
Pouri el et w e H® L*(k1(X;),A), a(f)w est supporté par
(o € X, d(w, X;) < 1),
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Soit j € {0,1,..., N}. Par hypothése les parties {x € X, d(z, X;) <r} de X, pour
i vérifiant ¢(¢) = j, sont deux a deux disjointes. Donc

la(f)aillererzc,a)) = ISU(P) Ne(Hpillcrorza,a))-
1el,c(i)=y

Enfin pour tout i € I et w € H ® L?(G, A) on a
(dpo+1)sr+(2p1s+2C) ||f|

la(fpiwlnerc,a) <e o Galvlrgrac.a)

grace au lemme 2.7 puisque p;w est supporté sur k= 1(X;) dont le diamétre est
inférieur ou égal a 2ugr + 1. O

DEFINITION 2.8. Soit 6 > 0 et (X, d) un espace métrique. On dit que (X,d) est
0-hyperbolique si pour tout quadruplet (x,y, z,t) de points de X on a

d(z,2) + d(y,t) < max (d(z,t) + d(y, z),d(z,y) + d(z,t)) + 6.

On dit que (X,d) est faiblement §-géodésique si pour tous x,y € X et pour tout
s € [0,d(x,y) + 0] il existe z € X tel que d(z,z) < s et d(z,y) < d(z,y) —s+9.

Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique (resp. faiblement géodésique)
s’il existe 6 > 0 tel que (X, d) soit d-hyperbolique (resp. faiblement d-géodésique).

DEFINITION 2.9. Un espace métrique (X, d) est dit a géométrie grossiére bornée
s’il existe A > 0 tel que pour tout R > 0 il existe un entier N tel que dans toute
boule fermée de rayon R le nombre mazimal de points dont les distances mutuelles
sont supérieures ou égales a A est inférieur ou égal ¢ N.

C’est la définition 3.1 de [KS03].

La proposition suivante est due & Gromov (|Gro93| page 31) et Roe [Roe05].
Nous rappelons la démonstration parce que nos hypothéses sont légérement diffé-
rentes de celles de [Roe05].

PrOPOSITION 2.10. Tout espace métrique faiblement géodésique, hyperbolique
et a géométrie grossiére bornée est de dimension asymptotique finie avec controle
linéaire.

Plus précisément soit (X, d) un espace métrique, 6, A € R et M € N* tels que
(X, d) soit faiblement 6-géodésique et d-hyperbolique et que toute boule fermée de
rayon 40 +2A dans X contienne au plus M points dont les distances mutuelles sont
supérieures ou égales & A. Alors (X,d) est de dimension asymptotique < 2M — 1
avec controle linéaire (3,56 + 2A).

LEMME 2.11. Soit d,¢ > 0 et (X,d) un espace métrique §-hyperbolique. Soient
zo,x, 2, y,y € X tels que

(2)  d(wo, ') +d(a',x) < d(zo, ) + ¢ et d(xo,y)+d(y,y) < d(wo,y) +e.
Alors
d(z',y") < max(|d(zo, z") — d(zo,y")| + € + 20, d(x,y) — d(x,2") — d(y, y') + 2¢ + 26).
Démonstration. La propriété d’hyperbolicité pour x, zg,1’, y donne

d(z,y') < max(d(z,y) + d(zo,y’) — d(zo,y), d(z, o) + d(y,y) — d(zo,y)) + &
d’ott Pon déduit grace a la deuxiéme partie de (2),

(3) d(l’,y/) < max(d(m,y) - d(yvy/)v d(l’,l’o) - d(l’o,y/)) +e+0.
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La propriété d’hyperbolicité pour ¥, zg, z’, x donne
Aly', ') < max(d(y/, ) + d(zo, ') ~ d(wo,2), d(y/,z0) + d(ar ') ~ d(wo, ) + 6.
Grace a (3), on a
d(y', ) + d(wo,2") — d(xo, x)
< max(d(x, y) - d(y7 y/) + d($07 :L'/) - d(an Cﬂ), d(‘TOa xl) - d(x()a y/)) +e+0.
Par la premiére moitié de (2),
d(xa y) - d(ya yl) + d(x()v x/) - d(l‘o, l’) < d(l’, y) - d(y, y/) - d(l’, Q?/) +e.
Enfin par la premiére moitié de (2),
d(y',zo) + d(z,2") — d(xo, ) < d(x0,y") — d(x,2") + €.

([
Démonstration de la proposition 2.10. D’abord nous choisissons une partie
Y C X telle que pour tous y,y’ € Y avec y # y' on ait d(y,y’) > A, et que Y
soit maximale pour cette propriété. Alors tout point de X est a distance < A
de Y. On munit Y de la distance induite par X, si bien que toute boule fermée
de rayon 46 + 2A dans Y contient au plus M points. On fixe une application
cy : Y —{0,..., M —1} telle que pour y,y’ € Y veérifiant ¢y (y) = ey (V') et y # ¢/
on ait d(y,y’) > 40 + 2A. Une telle application existe par le lemme de Zorn car si
elle est définie sur Z C Y, pour tout z € Y\ Z on peut la prolonger & ZU{z} grace

a la propriété précédente, et par maximalité elle peut donc étre définie sur Y.
Soit d € R,.. Pour tout k € N, on pose

A ={z € X,d(zo,x) € [k(d+0),(k+ 1)(d+ I)[}.

On va définir pour tout £ € N un ensemble fini I muni d’une application ¢ :
I, — {0,...,M — 1}, et une partition Ay = Uielk Xk, avec X ; mesurable et
de diameétre < 3d + 59 + 2A, de telle sorte que la partition X = U(k)i)eIXM,
paramétrée par la réunion disjointe I = {(k, ),k € N,i € I} munie de Papplication
couleur ¢ : I — {0,...,2M — 1} définie par c(k,i) = ci(i) pour i € I}, avec k
pair et c(k,i) = M + ¢ (i) pour ¢ € I avec k impair, vérifie les conditions de la
définition 2.1.

D’abord on pose Iy = {zo} et Xo 5, = Ao dont le diameétre est < 2d + 26. On
définit ¢o : Iy — {0,..., M — 1} en posant co(zg) = 0. Pour k& € N* on choisit une
application mesurable uy : Ay — Y telle que pour tout z € Ay il existe ' € X
vérifiant
(4)  d(zo,2") < (k- %)(d+ §) et d(a',z) < d(zg,x) — (k— %)(d+ 0)+0
et tel que d(a/, ux(z)) < A. Une telle application existe car pour tout z € X
un tel 2’ existe puisque (X, d) est faiblement §-géodésique, et d(2',Y) < A par
construction de Y. On pose alors I}, = ux(Ag), on note

ek Iy — {0,...,M — 1}
la restriction de cy & Iy et pour i € I, on note Xy ; = ,u,;l(i). Pour tout 7 € I, le
diameétre de Xy ; est < 3d + 53 + 2A. En effet pour z, 2’ comme ci-dessus on a
3
2
et d(a', pr(x)) < A, donc pour tout ¢ € I, X ; est inclus dans la boule fermée
de centre 7 et de rayon %d + %5 + A. Montrons maintenant que pour (k,) et (I, j)

d(z,z") < (k+1)(d+5)—(kf%)(d+5)+5: d+§5
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des éléments distincts de I tels que c(k,i) = c(l,j) on a d(Xy,, X; ;) > d+ 0.
Clest clair si k # [ car 'hypothése c(k,i) = ¢(l,7) implique alors |k — | > 2.
Pour terminer il suffit donc de montrer que pour k € N* et x,y € Ay tels que
d(z,y) < d+9, on a d(uk(x), uk(y)) < 46 +2A. Soient 2/, y’ € X vérifiant (4) ainsi
que la méme condition pour y,y’ et tels que d(a’, pi(z)) < A et d(y', ux(y)) < A.
Alors d(zo,2') et d(zo,y’) appartiennent a [(k— 2)(d+6) — 6, (k — 3)(d+ )], donc
|d(z9,2") — d(z0,y")| < 6. De plus d(z,2') > d(zo,z) — d(z0,2') > 2 et de meéme
d(y,y") > %‘5. En appliquant le lemme 2.11 & xg, z, 2, y,y avec € = § on en déduit
d(z',y") < 46 et donc

d(pr (), pr(y)) < 46 4 2A.
O

COROLLAIRE 2.12. Soit G un groupe localement compact agissant de facon iso-
métrique, continue et propre sur un espace métrique (X, d) hyperbolique, faiblement
géodésique et a géométrie grossiere bornée. Soit xg un point de X et £ la longueur
sur G définie par £(g) = d(xo, gxo). Soit v € KKg(C,C) l’élément défini sous ces
hypothéses par Kasparov et Skandalis [KS03]. Supposons que pour tout s > 0 il
existe C € Ry tel que l'image de 1 — v dans KK¢g so1c(C,C) soit nulle. Alors
G vérifie la conjecture de Baum-Connes o coefficients, c’est-a-dire que pour toute
G-C*-algebre A, urGChA : Ki°P(G, A) — K, (C* (G, A)) est une bijection.

Démonstration. D’apres [KS03| ug’f est injective et son image est égale a 'image
de l'idempotent de End(K,(C,4(G, A))) qui est associé a i (c4(7)). Il suffit donc
de montrer que ;% (04(y)) agit par identité sur K.(C* (G, A)). Cela résulte de
la conjonction du théoréme 2.3 et de la proposition 2.10. ([
Remarque. Comme la propriété de dimension asymptotique finie avec controle
linéaire passe aux produits, le corollaire 2.12 est encore vrai si (X,d) est un pro-
duit fini d’espaces métriques hyperboliques, faiblement géodésiques et & géométrie
grossiére bornée.

Remarque. D’aprés [Mat07, BD06, CGO04] les espaces symétriques et les im-
meubles affines sont de dimension asymptotique finie. Par les mémes arguments on
vérifie facilement qu’ils sont de dimension asymptotique finie avec controle linéaire.
Donnons l'idée, pour la commodité du lecteur. Comme la propriété de dimension
asymptotique finie avec controle linéaire passe aux sous-espaces, il suffit de le mon-
trer pour G/ K, avec G = SL,(F), F un corps local, et K un sous-groupe compact
maximal de G. Si B est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supé-
rieures, on a G/K = B/BN K et B est un produit semi-direct itéré de groupes
abéliens. Or la propriété de dimension asymptotique finie avec controle linéaire
passe aux produits semi-directs et est vraie pour ces groupes abéliens.

Donc par exemple pour montrer la conjecture de Baum-Connes a coefficient
pour SL3(Q,) il suffirait de construire des homotopies reliant 1 & 1’élément -~y
de [KS91|, comme dans les hypothéses du théoréme 2.3. Malheureusement nous
verrons plus loin qu’a cause de la propriété (T) renforcée, quelle que soit la lon-
gueur ¢ sur G = SL3(Q,), il existe s > 0 tel que pour tout C' € Ry, v # 1
dans K K¢ s0+c(C, C). La propriété (T) renforcée est satisfaite par tous les groupes
presque simples sur un corps local dont 1’algébre de Lie contient sl3 et on s’attend
a ce qu’elle soit satisfaite par tous les groupes presque simples sur un corps local
dont le rang déployé est > 2.
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2.3. Méthode banachique. Une complétion A(G) de C.(G) est dite incon-
ditionnelle si || f|| ne dépend que g — |f(g)|. Pour toute G-C*-algébre A on définit
alors A(G, A) comme la complétion de C.(G, A) pour la norme ||g — || f(g)]|.a HA(G)'
On construit dans [Laf02a] (juste avant la proposition 1.7.4) une application d’as-
semblage ;G : Kj™(G,A) — K;(A(G, A)). Sion a |fllog,@ < Iflac =
lf*|l.ace) pour tout f € C.(G), d’aprés les propositions 1.6.4 et 1.7.6 de [Laf02a],
l'identité de C.(G, A) s’étend en un morphisme ¢ : A(G,A) — C} (G, A) et on a
un diagramme commutatif

G, A

K'P(G,A) M Kj(AG, 4))

G,A )
Hred T

Kj( :ed (Gv A))
La conjecture de Bost (initialement formulée pour A = L!) affirme que ,ui’A
est un isomorphisme pour tout groupe G, toute complétion inconditionnelle A et
toute G-C*-algébre A. On ne connait pas de contre-exemples a cette conjecture.
Nous ne nous intéressons ici qu’a la surjectivité de ,uj’A et ,urGe’(f. Dans [Laf02a] on
a montré que si G a un élément vy et si

(C1) il existe une longueur £ sur G telle que, pour tout s > 0, on ait v =1 dans
KKg%,(C,C),

alors pour toute complétion inconditionnelle A(G) et pour toute G-C*-algébre A,
ui’A est une surjection. En effet on note Ag (G, A) le complété de C.(G, A) pour
la norme |[|g — e*¢(9) Ilf(9)llall.a(c)- On rappelle que 'on a introduit dans [Laf02al
une descente

KEK§%(C,C) — KK (Ay(G, A), A(G, A)).

Comme A(G, A) est la limite inductive des Az (G, A) quand s tend vers 0,
K.(A(G,A)) est la réunion des images des K, (As(G, A)). D’autre part (C1) est
vrai pour tous les groupes de Lie réels ou p-adiques d’aprés [Laf02a] et pour les
groupes hyperboliques d’aprés [Laf02a, MYO02].
Remarque. Pour montrer la surjectivité de ui’A pour toute complétion incon-
ditionnelle A(G) et pour toute G-C*-algébre A, on voit grace au lemme 1.7.2
de [Laf02a] qu’il suffit d’avoir la condition plus faible suivante
(CY’) il existe une longueur £ sur G telle que pour tout s > 0, il existe C € Ry tel
que l'on ait v =1 dans KKgf‘QHC(C, 0).
Cependant on ne connait pas de cas ou (C1’) soit réalisée et pas (C1).

Soit A une G-C*-algébre. Faisons I’hypothése suivante.

(C2) I existe une complétion inconditionnelle A(G) telle que A(G, A) soit stable
par calcul fonctionnel holomorphe dans C} (G, A).

e
On rappelle qu'un morphisme injectif d’algébres de Banach dont 'image est dense
et stable par calcul fonctionnel holomorphe induit un isomorphisme en K-théorie
(voir Vappendice de [Bos90]). Par conséquent si G a un élément v et si (C1) et

(C2) sont vraies, le diagramme commutatif ci-dessus montre la surjectivité de u?e’dA.

Malheureusement la condition (C2) n’est pratiquement jamais vraie pour A
arbitraire et pour A = C elle n’est montrée que pour quelques groupes : les groupes
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de Lie semi-simples réels ou p-adiques [Laf02a], et les groupes discrets ayant la
propriété (RD), en particulier les groupes hyperboliques et d’aprés [RRS98, Laf00,
Cha03] les réseaux cocompacts dans des produits de SL3(F') avec F corps local,
SLg(H) et Eg(,gﬁ).

Remarque. Non seulement SL3(Z), qui est un réseau non cocompact de SL3(R),
n’a pas la propriété (RD), mais la condition (C2) elle-méme est fausse pour G =
SL3(Z) avec A = C. En effet soit

H=7Zwx1Z? on Z agitsur Z> par n»—»(i 1) .

On sait que H s’identifie & un sous-groupe de G par le morphisme
3 1\" a
a
(n, ( b)) — 2 1 b
0 1

Soit A(G) une complétion inconditionnelle de CG incluse dans C} 4(G). Soit A(H)
la complétion de CH pour la norme de A(G) (c’est-a-dire I'intersection de C}, ;(H)
avec A(QG)). Alors A(H) est une complétion inconditionnelle de CH incluse dans
Cr4(H). Comme H est moyennable, pour toute fonction positive a support fini f
sur H on a || fllcx ) = IIfllercary, done A(H) est incluse dans ¢'(H). Or (' (H)
n’est pas stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C}  (H). La preuve que
nous allons donner est trés proche de [Jen68|. Posons

z; = (1, (é))eH:ZxZQ pour i=0,1,2.

Alors xg, 1, 2 engendrent un semi-groupe libre dans H car, si on note

ar\ (3 1\'[1
b)  \2 1 0/)’
pour n € N et ig,...,i,—1 € {0,1,2}" on a

n—1 .
P (Zk—o ?kak)>

n—1
=0 kDK

et comme a1 > 3ai > 0 pour tout k € N la connaissance de ZZ;S irxap détermine
iy -+, in_1. DONC €4, + €z, — €, a pour rayon spectral 3 dans ¢!(H), alors que sa
norme dans C) (H) est sup,ec =1 |1 +2 — 22| < 3.

Remarque. La conjecture de Baum-Connes a coefficients peut aussi étre énoncée
pour des groupoides [Tu99a, Tu99b| en utilisant [Gal99]. La notion de complé-
tion inconditionnelle existe aussi dans ce cadre et a été utilisée dans [Laf07]| pour
montrer la conjecture de Baum-Connes sans coefficients pour certains “groupoides
hyperboliques”, en particulier les produits croisés de groupes hyperboliques par
des espaces localement compacts. On montre ainsi dans [Laf07] la conjecture de
Baum-Connes a coefficients commutatifs pour les groupes hyperboliques.
Remarque. Dauns tous les cas ot une homotopie (E, 7, T) de 1 & y a été construite
dans Eg‘j”?((C, C[0,1]) pour une certaine longueur ¢, la C[0, 1]-paire E est a dualité
isométrique au sens de la définition suivante.

DEFINITION 2.13. Soit B une algébre de Banach. Une B-paire E est dite a
dualité isométrique si les applications B-linéaires E> — Lp(E<,B) et E< —
Lp(E~, B) sont des injections isométriques.
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Notons qu’a toute B-paire E on peut associer une B-paire E a dualité isomé-
trique de la fagon suivante : on note £~ le B-module de Banach complété de E~
pour la norme

lellg> = suwp (& 2)llB-
£€B< |lgllp< <1

On définit alors E< comme le B-module de Banach complété de E< pour la norme

sup  [[(€, 2)[|B

B> ||z p> <1

On vérifie que E est une B-paire & dualité isométrique. Le prolongement par conti-
nuité donne un morphisme Lz(E) — Lp(E) qui envoie Kp(E) dans Kp(E) et
que 'on note T + T. En particulier si G est un groupe localement compact, ¢
une longueur sur G et A et B des G-algebres de Banach, et si (E,m, T) appartient

ba“(A B), (E,#,T) appartient aussi a Eban(A B) et en construisant un cone
on montre que les deux sont homotopes. Plus bas, dans la condition (D4), nous
demanderons que F soit a dualité isométrique, car nous ne savons pas montrer le
lemme 4.4 sans cette hypotheése.

3. Un cadre général englobant ces méthodes

Soit G un groupe localement compact possédant un élément -y, et £ une longueur
sur G. Soit A une G-C*-algebre. Toutes les méthodes présentées dans le paragraphe
précédent pour montrer la surjectivité de

pll s KP(GLA) — K. (Clg (G, A))

(sauf [Laf07] mentionné dans l’avant-derniére remarque) obéissent au schéma sui-
vant :

(D) Pour tout s > 0 trowver C € Ry, et une sous-algébre de Banach B de
¥ 4(G, A) contenant C.(G, A), telle que
— (D1) pour tout n € N*

i Iflls
sup

f€C.(G,A) supporté dans la boule fermée de rayon n Hf| Cra(G,A)
— (D2) on posséde une homotopie (E,7,T) de 1 &y dans Eg‘??(C,C[O, 1]) (ou
? indique que la longueur n’est pas précisée, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de
condition de norme sur Uaction de G) qui fournit par descente un élément
(E,7,T) de E**\(B,C (G, A)[0,1]), tel que (E<,E>) soit une complétion

de (C(G, A8 E<),C.(G, A @8 E>)) pour certaines normes.

Précisions. On rappelle que pour toute algébre de Banach B, on note B[0, 1] =
C([0,1], B) muni de la norme du supremum. On ne s’attend pas & avoir en général
un morphisme de descente

KKE?(C,C) — KK (B, Croq(G, A))

< Ce*".

(on n’a pas supposé B de la forme A(G, A) ot A(G) est une complétion incondition-
nelle car avec cette restriction la condition (D1) serait impossible & réaliser dans la
plupart des cas). C’est seulement pour I’homotopie particuliere (E, 7, T) de (D2)
que Pon demande une descente, ¢’est-a-dire I'existence de (E, 7, T) comme ci-dessus,
afin de montrer I’égalité entre les images de y et 1 dans KKba“(& a(G,A)).
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Montrons que (D) implique la surjectivité de ,ui’f. On note B, associée a
s = 1/m. La condition (D1) implique que pour m,n € N* et f € C.(G, A) supportée
dans la boule fermée de rayon n on a pp, (f) < €%PC;9d(G,A) (f) (et la méme
condition en remplagant A par My (A) pour tout k € N*) et donc le lemme 1.7.2
de [Laf02a] montre que K, (C (G, A)) est la réunion des images des K. (B,,). Or
par la condition (D2), %, o oa(v) agit par I'identité sur I'image de K, (B,,) dans
K.(C4(G, A)), pour tout m € N*,

Montrons maintenant que (D) englobe les méthodes du paragraphe précédent.
D’abord si v = 1 dans KK (C,C), on prend B = C} (G, A) et la condition (D2)
résulte de la descente de Kasparov

jrcéd 004 EG((Cv C[Oa 1]) - E( r*ed(Gv A)> r*ed(GvA)[Ov 1])

Pour la méthode du sous-paragraphe 2.2, avec s > 0 et C' € Ry comme dans le
théoréme 2.3, on prend B = Csp1.c (G, A) et les conditions (D1) et (D2) sont assurées
par les propositions 2.6 et 2.5. Enfin pour la méthode banachique décrite dans le
sous-paragraphe 2.3, ou l'on a A = C, on prend, pour s > 0 et A(G) comme dans
les conditions (C1) et (C2), B = Ay (G).

Remarque. La preuve de la conjecture de Baum-Connes a coefficients commutatifs
pour les groupes hyperboliques donnée dans [Laf07] et mentionnée a la fin du
paragraphe précédent rentre pratiquement dans le cadre de (D) en prenant A =
Co(Y), ot Y est un espace localement compact muni d’une action d’un groupe
hyperbolique I' et B est une certaine complétion inconditionnelle de C.(G) en notant
G le groupoide produit croisé de Y par T'. La condition (D2) est assurée par la
descente en K K-théorie banachique pour les groupoides (introduite dans [Laf07])
mais la condition (D1) n’est pas vérifiée par B car la stabilité par calcul fonctionnel
holomorphe de B dans C.,(G) = C} 4(T', Co(Y)) est démontrée par une méthode ad
hoc. Cette méthode ne se généralise pas & d’autres cas (par exemple dans [Laf07]
on ne montre pas la conjecture de Baum-Connes a coefficients commutatifs pour
un produit de deux groupes hyperboliques).

4. Un obstacle a (l~)) pour certains groupes

Dans ce paragraphe on se donne un sous-groupe compact ouvert K C G. On
suppose fK dg = 1 et on note ex = fK eqdg € C.(G). Nous étudierons dans le
paragraphe suivant le cas ou G = SL3(Q,) et K = SL3(Z,).

On note (D) la réunion de (D) = (D1)+ (D2) et de deux conditions techniques
(D3) et (D4) que nous expliciterons plus loin. Nous allons définir une propriété (T)
renforcée pour G (relativement & K) qui empéche que (5) soit vraie pour toute G-
C*-algeébre A (ou méme pour toute G-C*-algébre commutative A). Nous noterons
(Tschur) cette propriété car sa définition, qui est adaptée a la conjecture de Baum-
Connes, fait intervenir des produits de Schur (voir la remarque aprés le lemme 4.3).
On renvoie a [CH85, Haa86, CH89, Dor93, CDSWO05| pour des travaux sur
I’approximation de la fonction constante égale a 1 par des éléments de I'algébre de
Fourier dont les normes de Schur sont bornées (ce probléme est lié & I’étude des
représentations uniformément bornées, alors que nous sommes intéressés dans cet
article par les représentations dont la croissance est controlée par une exponentielle
assez petite). Dans le paragraphe suivant nous montrerons que SL3(Q,) posséde
(Tschur) relativement & SLz(Z,). Dans la définition suivante, la C*-algébre Cy(G)
est munie de I'action de G par translations a droite.
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DEFINITION 4.1. On dit que G a la propriété (Tschur) relativement a K si pour
toute longueur ¢ sur G invariante & gauche et & droite par K, il existe s > 0 et
une fonction ¢ : G — Ry invariante & gauche et a droite par K et tendant vers 0
a Uinfini tels que la propriété suivante soit vraie :

si c: G — C est une fonction K-invariante a gauche et a droite telle que pour
tout n € N et pour tout f € exC.(G,Co(G))ex supporté dans {g € G,¥(g) < n}
on ait

llg — c(9)f(9)l

alors ¢ admet une limite & Uinfini coo € C et on a |c(g) — coo| < ¢(g) pour tout
geaqG.

ey (G.co@) < €l fller  c.coe)

Remarque. La propriété (Tgchar) que nous venons de définir différe un peu de
la propriété (T) renforcée de la définition 0.1 de [Laf08]. Expliquons le rapport
logique entre les deux, en nous restreignant au cas ot G = SL3(Q,) et K =
SL3(Z,) pour pouvoir citer [Laf08] (mais ce qui suit reste vrai quels que soient
G et K). Le théoréme 3.2 de [Laf08] montre la propriété (T) renforcée (au sens de
la définition 0.1 de [Laf08], en oubliant ici la généralisation & certains espaces de
Banach) pour SL3(Q,) a I'aide des propositions 3.3 et 3.4 de [Laf08] qui donnent
des renseignements sur les coefficients de matrice entre vecteurs S L3(Z,,)-invariants
(resp. d’un autre type sous 'action de SL3(Z,)). Le rapport logique entre (Tschur)
et (T) renforcé est le suivant : la propriété (Tschur) pour G = SL3(Q,) relativement
a K = SL3(Z,) implique facilement 1’énoncé de la proposition 3.3 de [Laf08| mais
pas celui de la proposition 3.4 de [Laf08]. Néanmoins pour tout groupe localement
compact G et tout sous-groupe compact ouvert K, si G a la propriété (Tschur)
relativement & K, G a la propriété (T) de Kazhdan (adapter le lemme 3.5 de [Laf08]
et Pargument qui le précéde, qui montrent que la proposition 3.3 de [Laf08] implique
la propriété (T) de Kazhdan pour SL3(Qy)).

Si un groupe localement compact G a la propriété (T) renforcée au sens de la
définition 0.1 de [Laf08], c’est-a-dire si la représentation triviale est isolée parmi les
représentations dans des espaces de Hilbert & croissance exponentielle suffisamment
petite, il est clair que la méthode proposée au paragraphe 2.2 ne peut s’appliquer a
G. Néanmoins on pourrait imaginer qu'une méthode hybride comme (D) permette
de montrer la conjecture de Baum-Connes a coefficients pour G. La proposition 4.2
montre que si G posséde la propriété (Tschur) relativement & un sous-groupe ou-
vert compact K, la méthode (D) échoue elle aussi pour des coefficients arbitraires.
Cependant pour montrer la proposition 4.2 nous devons ajouter a (D) les deux
conditions techniques suivantes, qui complétent (D2).

— (D3) La C[0,1]-paire E est & dualité isométrique.

— (D4) La C*-algebre A est unifére, laction de K sur E est isométrique et le

B-C* (G, A)[0,1]-bimodule (E<, E>) qui est une complétion de

(Ce(G, A®™ E7),C.(G, A@™® E7))

vérifie l'estimée suivante. On note x i la fonction caractéristique de K. Pour
z € E” et £ € E< des éléments K-invariants, on note

exR1la®x e C’C(G,A®alg E~) la fonction g — xx(9)1a @ x

et ex @1a0E€C(G, AR EX) la fonction g+— xx(g)la®E.
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Alors on demande
lexk ®1a @zl gz < |zllp> et [ex ®1a®E&[l5< < [€llm<-

PROPOSITION 4.2. Si G n'est pas compact et a la propriété (Tschur) relativement

a K, la condition (D) = (D1) + (D2) + (D3) + (D4) n’est satisfaite pour aucune
G-C*-algebre commutative unifere A contenant Co(G) comme sous-G-C*-algébre.

La proposition 4.2 résultera des lemmes 4.3 et 4.4.

Le lemme 4.3 donne des estimées sur les produits de Schur par les coefficients
de matrice des représentations intervenant dans une homotopie de 1 a v, qui sont
nécessaires pour que les conditions (D1), (D2) et (D4) soient satisfaites.

LEMME 4.3. Soit A une G-C*-algébre commutative unifére, s > 0, C' € R,.
Soit (E,7,T) € ngr_r,‘((:, C[0,1]) une homotopie de 1 a -y telle que, pour une certaine
sous-algébre de Banach B de C (G, A) contenant C.(G, A) les conditions (D1),
(D2) et (D4) soient satisfaites.

Alors pour tout t € [0,1], pour x € E7 et £ € ES des éléments K -invariants,
pour tout n € N et pour tout [ € exC.(G, A)ex supporté dans {g € G,£(g) < n}

on a, en notant c(g) = (&, m(g)z),
lg = c(@)f(Dlcz,c.a) < Ce™ | f]

Précisons que dans ce lemme, pour ¢t € [0,1], E, désigne la C-paire image
directe de E par le morphisme C[0,1] — C d’évaluation en ¢. En particulier E; =
E” ®p1 Cet BEF =C®F,  E<.

Démonstration du lemme 4.3. Soit ¢t € [0,1], et # € Ef et £ € Ef des éléments
K-invariants. On note

C*

red

cracallzles 1€l es -

ex @101 € C(G, A8 E) la fonction g— xx(g)la ®x
ou xx désigne la fonction caractéristique de K. De méme on note
ex @14 @€ € C(G, A EF) la fonction ¢+ yx(9)1a ®E.

Dans la condition (D) apparait un B-C? (G, A)[0, 1]-bimodule (E<, E>) qui est
une complétion de

(Cc(Gv A ®a1g E<)a Cc(Ga A ®alg E>))

Donc pour tout ¢ € [0,1], le B-C* (G, A)-bimodule (E;~, E;) est une complétion
de
(Ce(G, A@™ EF),Ce(G, A@™ EY)).

Grace a la condition (D4), pour tous ¢, x,& comme ci-dessus on a
lex @14 @l g> < [|lzllg> et lex ®1a @&l g< < [I€]l p=-

Voici maintenant le calcul fondamental. On pose c(g) = (&, m(g)x). Pour tout
feexC.(G,A)ex on a

(erk®@14®¢E flek @1a®x)) = (9 c(9)f(9) € Cc(G, A).

Or comme E; doit étre un B-C (G, A)-bimodule, pour X € E, E € ES et
f € C.(G, A) on doit avoir

IE, £ X))

C*

red

@) < IElg= 11X 271 f1ls-
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On en déduit que pour tout f € exC.(G, A)ex on doit avoir

(5) lg = c(g)f(9)]

Gréace a la condition (D1) le lemme 4.3 est alors démontré. O
Remarque. Pour toute fonction ¢ : K\G/K — C, on peut noter

Schur, : exC.(G, A)ex — exC.(G, A)ex

le produit de Schur, qui & g — f(g) associe g — ¢(g)f(g). Alors on peut réexpri-
mer (5) en disant que Schur, s’étend en une application continue de exBey dans
exCry(G, A)ek et que

||Schurc

e, < Ellgsllzll g | flls

Hg(eKBeK,eKc;ed(G,A)eK) < léllzs Nl g3 -

LEMME 4.4. On suppose que G n’est pas compact. Soit ¥ : G — Ry invariante
a gauche et & droite par K et tendant vers 0 & Uinfini. Il n’existe pas d’homotopie
(E,m,T) del a~ dans Egaf}((C, C[0,1]) (ou ? indique que la longueur n’est pas pré-
cisée), telle que K agisse isométriquement sur E, que E soit a dualité isométrique,
et que pour tout t € [0,1], pour x € Ef et £ € ES des éléments K-invariants de
norme 1, le coefficient de matrice ¢ : K\G/K — C,g — (£, m(g)x), admette une
limite a Uinfini cso et vérifie |c(g) — coo| < ¥(g) pour tout g € G.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’une telle homotopie (F,m, T') existe.
Pour g € G, on pose P9 = exeqex € Lcp,1)(E). Grace a I'hypothese que E
est a dualité isométrique, pour g,¢’ € G on a |[P9 — P9'|| < v(g) + 1(g'). Donc
P9 est une suite de Cauchy dans Lo 1(£) (quand g tend vers l'infini) et admet
une limite P € L¢po,1)(F). Comme pIpd = Jx P9%4' dk on montre facilement que
P est un idempotent dans Lo 1(E). De plus pour ¢ = 0,1, P; est le projecteur
orthogonal sur les vecteurs G-invariants (Ey et E; sont des espaces de Hilbert munis
de représentations unitaires de G).

Pour tout g € G, [P9,T] € Kc¢jo,1(E), d’'ott en passant & la limite [P,T] €
Kco,1)(E). On note Im P la C[0, 1]-paire formée des images de P~ et P< dans £~ et
E<. Alors PTP € Lcjp,)(Im P) et (PTP)?—1 € K¢o,1)(Im P) donc (Im P, PTP) €
EPan(C,C[0,1]). Or (PTP); est d’indice 1 pour ¢ = 0 et d’indice 0 pour ¢ = 1 (en
effet Fy représente 1 dans K Kg(C,C) et comme G n’est pas compact, E;, qui
représente -y, fait intervenir des représentations unitaires de G dans des espaces de
Hilbert qui n’admettent pas de vecteurs G-invariants). Cette contradiction achéve
la démonstration du lemme 4.4. (]
Démonstration de la proposition 4.2. On raisonne par I'absurde. On suppose
que G n’est pas compact et vérifie (Tschur) relativement a K. Soit ¢ la longueur
fixée avant I’énonce de (D). Soit A une G-C*-algébre commutative unifére contenant
Co(G) comme sous-G-C*-algebre, telle que G vérifie la condition (D) pour A. On
fixe s et ¢ comme dans (Tgchur). Soit C' associé a s dans (D). On applique le
lemme 4.3 & A, s et C, puis (Tschur), puis le lemme 4.4 avec ¥ = C¢, et on arrive
& une contradiction. (]

5. Démonstration de la propriété (T) renforcée pour SL3(Q,)
Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 5.1. Pour tout nombre premier p, SL3(Q,) a la propriété (Tschur)
relativement & SL3(Zy), au sens de la définition 4.1.
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On note G = SL3(Q,) et K = SL3(Z,). On rappelle que Cy(G) est muni de
laction de G par translations a droite. On a
rea (G, Co(G)) = K(L*(G)).
La sous-algébre ex C (G, Co(G))ex de C* (G, Co(Q)) s’identifie a K(2(G/K)).
Soit A = {(i,5) € N2,i — j = 0 modulo 3}. L’application
-G+ 0 0
i+2j p .
L= KE= | o p 0] )K
0 1
est une bijection de A vers K\G/K. On munit G de la longueur ¢ définie par

o(k (™ "y b 0 W) =i+
0 1

pour k, k' € K et (i,5) € A.

On note B 'immeuble de G. On rappelle que les sommets de B sont identifiés
aux réseaux de Qg, a homothétie prés par Q5. Pour tout réseau M on note [M] sa
classe d’équivalence. Etant donnés z,y € B il existe un unique couple (i,5) € N?
tel que dans une certaine base (v, ve2,vs3) de Qg on ait

x = [Zpv1 + Lpvg + Zpvs] et y = [pr_i_jvl + pr_‘j'l}g + Zpvs).

On écrit o(x,y) = (4,). Onaalors o(y, ) = (j,4). On munit B de la distance d défi-
nie par d(z,y) = i+j sio(z,y) = (4, 7). Le déterminant d’une classe d’équivalence de
réseaux (pour la relation d’homothétie) est bien déterminé dans Q/ Z;p?’z =7/3Z
(ou p’ll;p?’z correspond & 1 € Z/37Z) et on appelle type : B — Z/37Z la fonc-
tion correspondante. On note B® I’ensemble des points de B de type 0 et on note
zo € BY la classe d’équivalence du réseau Z3. Comme SL3(Q)) agit transitivement
sur BY et que le stabilisateur de zo est SL3(Z,), on a une bijection G/K — BY
qui & gK associe gzg. Pour x,y € B on a o(x,y) € A. Pour z,y,2',y' € B on a
o(z,y) = o(a’,y’) si et seulement si il existe un élément de SL3(Q)) transportant
z sur x’ et y sur y'.

Démonstration du théoréme 5.1 en admettant la proposition 5.2. Pour
tout n € N, f € exCr (G, Co(G))ek est supporté sur B, = {g € G,4(g) < n} si
et seulement si Popérateur 7' € K(¢2(B°)) correspondant vérifie T, = 0 lorsque
d(z,y) > n. On voit donc que le théoréme 5.1 résulte de la proposition suivante. O

PROPOSITION 5.2. Soient s € [0, i[ et ¢ : A — C une fonction telle que pour
tout n € N

(6)

|(Toyc(o(z,9)))z yepoll ez (o))
T 1T |l xc(e2 (oY)

S psn
ot le supremum est pris sur les matrices T indexées par B°, ayant un nombre fini
de coefficients non nuls, et vérifiant Tpy = 0 si d(z,y) > n. Alors ¢ admet une
limite coo @ linfini, et

4s5—1

p%"'s—l 1—p=2

S s 2s
|c(i,j)—coc\§< 2P +2(p tp ))p4sgl(i+j+max(i7j))

pour tout (i,7) € A.

La fin de ce paragraphe est consacrée a la démonstration de la proposition 5.2.
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LEMME 5.3. Soit (m,m’) € N* avec m < m/. Soit (e, ez,e3) une base de Q3.
Soient x1,x2,x3 € Zy tel que l'un d’entre eux appartienne a Z,. Soient §1,82,83 €
Zy tel que 'un d’entre eux appartienne a Z,. Soit

M = Z,p~™(z161 + x2€2 + T3€3) + Zper + Zypea + Zpes et

N = {U1€1 + ugeg + uzesz € Zpel + Zp€2 + Zpeg,flul + 52’&2 + fg’LLg c pm/Zp}.

Alors o([M],[N]) = (i,m +m' — 2i) ot i est le plus grand entier de {0,...,m} tel
que &121 + E2mo + €313 = 0 modulo p'.

Démonstration. Comme ’énoncé est invariant par l'action de SL3(Z,) sur le
1

vecteur (;w) et le covecteur (£1,&2,&3) on peut supposer & = &3 =0, & =1 et
3

x3 = 0. Si i < m la valuation p-adique de x; est égale a i et on a

M =Zyp~ " (z1€1 + x2€2) + pr7i62 + Zpes

et N = prm/*i(xla + xz9€2) + Zpes + Lpes.

Sii=monaM=Zye, +Zyp ey + Lpes et N = Z,p™ €1 + Lyes + Lpes. O
Remarque. On a toujours

o([Zper + Zpes + Zpes], [M]) = (m,0) et o([Zper + Zpes + Zyes], [N]) = (0,m”).

Début de la démonstration de la proposition 5.2. Fixons (m,m’') € N?
avec m < m’ et m +m’ € 3N. Soit (e, eq, e3) une base de Qg telle que le type de
[Zpe1+Zyes+Zyes) soit m’ modulo 3. Nous définissons deux applications injectives
o : (Z/p"Z)? — B° et B : (Z/)p™Z)*> — B de la facon suivante. Pour z =
(z2,23) € (Z/p™Z)?,

a(z) = [Zpp~™(e1 + 2e2 + T3€3) + Lpez + Lyes),
et pour y = (y1,42) € (Z/p™ Z)?,
By) = {u = urer + uges +uses € Zpey + ZLpez + Lpes, uryy +uays +ug € pm/Zp}].

Par abus nous avons supposé dans les formules ci-dessus que xs, x3,y1,y2 étaient
relevés en des éléments de Z,,, mais o(z) et 5(y) ne dépendent pas des relévements.

LEMME 5.4. Soient x = (x9,23) € (Z/p™Z)? et y = (y1,v2) dans (Z/p™ 7).
Soit i le plus grand entier de {0, ...,m} tel que yi + x2y2 + x3 = 0 modulo p'. Alors
o(a(x), B(y)) = (i,m +m' = 2i).

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immeédiate du lemme 5.3. ([l

LEMME 5.5. Soient k, k' des entiers supérieurs ou égauz a 2 avec k' multiple
de k, l1,lo deux éléments distincts de Z/kZ et a1,a2 € R. Soit

(To,y)we(z/k2)2 ye (2/k2)
la matrice définie par

Tizo,25),(yr,yz) = Q1 S1Y1+Taye +23 =1 dans Z/KZ,
= ag Sty +x2ys +x3 =1y dans Z/KZ,

= 0 sinon.
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Alors
k! . ) .
T / - ’a eizrali/k | o 6227rqlg/k‘ H o i2mqway: [k H
1Tt ey = 37 sup e 2 < M(©)
K i i
= B k% pacd(k, ) ’aleﬂﬂ'qll/k +a2622‘n’q12/k"

qE€Z/KZ

Démonstration. Comme T}, , ne dépend que de I'image de y dans (Z/kZ)?, on se
raméne facilement au cas ot k' = k. Le lemme découle alors de la diagonalisation
des matrices circulantes, car lorsqu’on fixe x5 et y2 la matrice (T4, ,24),(y1,y0)) 23,1
est une matrice circulante, que I’on diagonalise par une transformation de Fourier
en xs et yp. O
Fin de la démonstration de la proposition 5.2. Pour ¢ € {0,...,m} on note
(T3)a,y) e(z/pm)2 ye (2 pm' 72 1& matrice définie par
(Ti)(xg,a:g),(yl,yg) = pim/ si Y1 + xoyp + x3 = p' dans Z/me,
= 0 sinon

On note que T; est normalisée pour étre de norme 1 dans M o 27 (C).
Soit ¢ € {1,...,m}. Alors

|Ti = Ty|| < 2p~2

En effet par le lemme 5.5 on a

|IT; = Tiall = sup p~ % \/pged(p™, q) ‘1 — ef2mar " =)/

q€EL/p™L

. i—1 m . —3 ..
et 1 — 2™ (=1)/P™ gannule si p™ ! divise ¢ et

p~ % \/pged(p™, q) ‘1 — 61»2”1,7:—1(,),1)/1,7",‘ <2p~ % \/pged(p™, q) < 2p~ 2

si p™ "t ne divise pas q.

Comme le vecteur de norme 1 de C%/ P"'2)? dont toutes les coordonnées sont
égales a p~™ a pour image par T; et T;_; le vecteur de norme 1 de CZ/P"2)* qont
toutes les coordonnées sont égales & p~™ , on a, pour a,b € C, ||aT;+bT;_1]|| > |a+b.

Soit (m,m’) € N? avec m < m/. Pour tout i € {0,...,m} on note T; €
K(¢2(B?)) la matrice (qui a un nombre fini de coefficients non nuls) telle que

(ﬂ)my =0si z ¢ Im(a)ou y¢Im(s)

et (Ti)a() s) = (Ti)ay pour z € (Z/p"Z)* et y € (Z/p™ L),
Soit i € {1,...,m}. En appliquant (6) a T =T; —Tj_1 et n =m +m/ —i+ 1, on
obtient
‘c(i7m+m’—2¢) ~ i — 1,m+m’—2i+2))‘
< Hc(i,m +m' —2)T; —c(i —1,m+m' —2i + 2)Ti_1H

<|T: - Ti—1||ps(m+m,7i+1) < gp~gps(mtm’—i+l)

En appliquant 'inégalité précédente avec m’ = m ou m’ = m + 1 (c’est-a-dire
m =i+ [4] > i) on trouve que pour tous (i,j) € A avec i > 0,

le(i, ) — (i — 1,5 + 2)] < 2p~ 3+s(+i+D),
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En faisant agir 'automorphisme

0 0 1 0 0 1

g— |0 1 0]tgtl0 1 O

1 00 1 00

de G, qui stabilise K, et envoie

—(i+7) —(i+j

ey (P00 2iyy (P 7 0.0
p3 0 pJ 0] sur p 3 0 p~" 0],

0 0 1 0 0 1

on obtient, pour (4,7) € A avec j > 0,
lei, 5) = (i +2,j — 1)| < 2p~ FHeHITY,
Donc on a, pour (4,j) € A, avec i > j,

2i+j 2+

R
(7) <o) + () e (i) T )p e
< T Eei)
— p%+5 _ 1 )

ainsi que la méme inégalité en permutant ¢ et j. Pour ¢ > 1 on trouve
le(iyi) —c(i4+ 1, + 1) < (i) —c(i — 1,0+ 2)| + et — 1,0+ 2) —c(i + 1,7 + 1)

4s—1 -

SQ(QDS +p2571)p 70

En prenant z; € B tel que o(xg,2z1) = (1,1), et en appliquant (6) a la matrice T
indexée par B telle que Ty =1 pour z,y € {zg,21} et 0 sinon, on obtient

AN
(1 1)H_2p'

4s—1 .

le(i,i) —c(i+ 1L+ 1) <2(p" +p*)p = .

)

¢(0,0) — e(1,1)] < H @2(1); 2%8) H ="

On a donc pour tout i € N,

On en déduit que ¢(7,7) admet une limite ¢ & Uinfini et que

ps +p23 as-1,

v 2l
2

‘c(z’,i) - coo‘ <2

pour tout ¢ € N. En utilisant (7) et l'inégalité obtenue en permutant i et j on a
alors, pour (i,7) € A,

s S 2s
(i, ) = eno| < ( AR YRS Yo et
pzts —1 1—p =z

La proposition 5.2 est démontrée. [
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