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Introduction

La véritable introduction « mathématique » apparaitra plus tard (1.5) lorsque
nous aurons fixé les notations et effectué quelques rappels. Pour le moment, nous
nous contenterons de donner un bref apercu de notre plan.

Dans la premiere section, apres quelques préparatifs, nous énongons le théoreme
principal de l'article. Le paragraphe 1.5 que nous consacrons a cet énoncé (et en
particulier, Panalyse critique de la conjecture 1.5.1) a été fortement influencé par
I'exposé d’introduction de Laurent Fargues, pour le groupe de travail a 'THES sur
I’isomorphisme de Faltings.

La deuxieme section est essentiellement composée de rappels. Nous y résumons
une partie de [G], notamment une équivalence de catégories due & Drinfeld (le
« module de coordonnées », voir [G, ch. I]) qui nous permettra de ramener la
construction de I'isomorphisme des deux tours a de I’algebre linéaire, ainsi que les
résultats explicites sur la tour de Drinfeld des chapitres II et IV de [G]. Utilisant
un théoréme de Drinfeld [D1], nous y développons aussi des résultats explicites
analogues pour la tour de Lubin-Tate.

Dans la troisieme section, nous introduisons un recouvrement de la tour de
Lubin-Tate indexé par I’ensemble des simplexes d’un immeuble de Bruhat-Tits.
En fait, un recouvrement de la tour de Drinfeld de méme ensemble d’indices (dont
nous rappelons la définition dans le deuxiéme section) apparait déja dans [BC]
et [G]. Cette section recoupe larticle [Far2], qui généralise considérablement son
résultat principal 3.1.4 et traite aussi du cas d’inégales caractéristiques.

Dans la quatrieme section, fixant un simplexe maximal de l'immeuble de
Bruhat-Tits, nous ramenons la construction de l'isomorphisme des deux tours &
celle d’un isomorphisme des ouverts de ces deux tours associés au simplexe fixé
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—ces ouverts seront donc considérés comme des « domaines fondamentaux » et
cette section est consacrée a ’étude des recollements.

Dans la cinquiéme section, qui est en fait le coeur de ce travail, nous construisons
finalement I'isomorphisme des domaines fondamentaux.

1. Rappels sur les deux tours et énoncé du théoréeme

1.1. Notations. — Soit O un anneau de valuation discrete localement compact
d’égales caractéristiques p > 0. On identifie son corps résiduel a F, (ot ¢ = p”)
et on note K son corps des fractions. On note v la valuation sur K. On fixe une
uniformisante 7 de O, ce qui induit des identifications O ~ F [[n]], K ~ F,((7)).

On fixe un entier d > 1 et on note D l'unique K-algebre a division centrale
simple (& isomorphisme non-unique preés) d’invariant 1/d et Op lordre maximal
de D. Si I'on note K4 'extension non-ramifiée de degré d de K, Oy son anneau
d’entiers et 7 € Gal(Ky/K) Pautomophisme induisant (A — A7) sur le corps
résiduel, les algebres D et Op s’écrivent simplement comme des algebres de po-
lynémes non-commutatifs K4[II] (resp. Og4[Il]) en une indéterminée I vérifiant les
relations I1¢ = 7 et Ila = 7(a)Il, Va € K.

On note B C M4(O) Pordre d’'Iwahori des matrices triangulaires supérieures
modulo 7 et

0 1 0 - 0
00 1 - 0
Po=|: "~ . . ]eB,
0 KN
™ 0 0 o

de sorte que l'on a

B={> diag(Xio, -+, Aia-1)Pi\ij € Fy} = diag(Fd)[[Pr]].-
€N

On appellera immeuble étendu de GL4(K) le produit de I'immeuble de Bruhat-
Tits de PGL4(K) par Z. Cette terminologie n’est pas standard car I'immeuble de
Bruhat-Tits de GL4(K) est plutét le le produit de I'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K) par R! On munira cet immeuble étendu de 'action de GL4(K) produit
de l’action standard sur Iimmeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K) et de laction
(v,n) € GL4(K) X Z — n — v(det ) sur Z.

On note K D K4 le complété de 'extension maximale non-ramifiée de K, O
son anneau d’entiers et on note encore 7 ’automorphisme de Frobenius de K.

On note Nilp O (resp. Nilp O) la catégorie des O-schémas (resp. O-schémas) sur
lesquels I'image de 7 est localement (pour la topologie de Zariski) nilpotente. Les
O-schémas formels (resp. O-schémas formels) seront considérés comme des ind-

objets de Nilp O (resp. Nilp 5) Lorsque S est un schéma (ou un schéma formel)
on commettra souvent I’abus de notation consistant a écrire s € Og pour signifier
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que s est une section globale de Og. Pour S € Nilp O on note Sy = V(7) le sous-
schéma fermé de S le long duquel 7 s’annule et Frp, le morphisme d’élévation

a la puissance g-ieme. Pour S € Nilp@ on note S[r] le O-schéma de morphisme

~

structural le composé S — Specé 5 Spec 0. Enfin, on note encore 7 : G, 5 —
Ga,s isogénie de Frobenius (z — 29) du groupe formel G, s.

1.2. O et Op-modules formels. — On rappelle maintenant quelques
définitions.

Définition 1.2.1. — Soit S € Nilp O.

— 1) Un O-module formel X sur S est un groupe formel lisse sur S muni d’une
action de O telle que l'action tangente de O sur LieX coincide avec celle
provenant des structures de O-algebre de Og et de Og-module de LieX ; sa
dimension est celle du groupe formel sous-jacent.

— 2) Un O-module formel est dit m-divisible (ou de hauteur finie) lorsque 1’en-
domorphisme X (7) est une isogénie. Sa hauteur (normalisée) est ht X () /r,
ol ht désigne la hauteur usuelle (c’est-a-dire, non-normalisée) ; cette hauteur
normalisée est un entier.

— 3) Lorsque X et Y sont deux @-modules formels, une quasi-isogénie p : X --»
Y est un élément de Homp (X, Y)®0 K ayant un inverse dans Home (Y, X)®eo
K. Le composé p o X(7V) est alors une isogénie pour N assez grand; la
hauteur (normalisée) de p est (ht (po X(7V)) — ht X(7V))/r (N > 0) -
cette hauteur normalisée est un entier.

Dans la suite on appellera simplement hauteurs les hauteurs normalisées. De
méme, la notation ht désignera la hauteur normalisée.

Définition 1.2.2. — Soit S € Nilp O.

— 1) Un Op-module formel est un O-module formel muni d’une action O-
linéaire de Op.

— 2) Un Op-module formel X est dit spécial lorsque l'action tangente de Oy
sur LieX fait de LieX un O4 ® » Og-module inversible.

On va maintenant donner deux exemples de O (et méme Op)-modules formels
qui serviront respectivement de points-base dans la définition des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld. Ces deux O-modules formels seront définis sur le corps résiduel

F, de la O-algebre 0.
La proposition suivante est due & Lubin et Tate [LT].

Proposition 1.2.3. — Les O-modules formels X de dimension 1 et hauteur d
sur F, sont tous isomorphes. La O-algebre EndpX des endomorphismes d’un tel
O-module formel X est isomorphe a Op.
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Plutot que de répéter la démonstration de [LT], on se contentera de dire qu’en
égales caractéristiques un tel X est défini par

X= @afq en tant que groupe formel et X(7) = 79
et que l'action de Op sur X est définie par
XN =X (AeFu)et XII) =7.

Le Op-module formel
Y= XIem™)
i€Z/dZ
(ot X(II* @ TI7%) désigne le Op module formel obtenu en tordant I’action de Op
sur X par automorphisme II* ¢ II=% de Op) est spécial. La proposition suivante
est due & Drinfeld [D2].

Proposition 1.2.4. — Les Op-modules formels spéciaur de hauteur d? sur Fq
sont tous isogénes a Y. La O-algébre Endp Y des endomorphismes de Y s’identifie
& Uordre d’Iwahori B des matrices triangulaires inférieures modulo .

La encore, au lieu de répéter la démonstration de [D2], on se contentera de dire
que l'isogénie rpa = diag(1,7,---,7971) : X¢ — Y identifie Endp, (Y) ®0 K &
Endo, (X%) ®0 K = My(K) et que, pour cette identification, Endp,Y C My(K)
est I'ordre des matrices entieres triangulaires inférieures modulo 7.

1.3. Tour de Lubin-Tate. — On consideére le foncteur ./\v/ll;T quia s € Nilpé
associe l’ensemble des classes d’isomorphie de couples (X, p), ou
— X est un O-module formel sur S de dimension 1 et hauteur d
- p:Xg, --+ Xg, est une quasi-isogénie
et & un morphisme S’ — S associe le morphisme de changement de base évident.
Le théoréme suivant est dii & Lubin et Tate [LT] —voir aussi Rapoport-Zink
[RZ] pour une démonstration dans un cadre beaucoup plus général, englobant en
fait ce paragraphe et le suivant consacré a la tour de Drinfeld.

Théoréme 1.3.1. — Le foncteur /\v/l[;T est (ind)-représentable par un O-schéma
formel.

On donnera dans la troisiéme section (théorémes de représentabilité explicites)
un énoncé beaucoup plus précis.

Définition 1.3.2. — Soit X un O-module formel de dimension 1. Une structure
de niveau & la Drinfeld [D1] d’échelon 7™ sur X est un morphisme de O-modules

o: (nT"0/0) = X

dont I'image coincide (en tant que diviseur) avec le sous-groupe X [n"] des points
de 7™-torsion.
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L’ensemble des classes d’isomorphie de triplets (X, p, o), ou (X, p) € /\V/ILT(S) et
o est une structure de niveau a la Drinfeld d’échelon 7™ sur X, définit un foncteur
M7 on, qui est (ind-) représenté par un O-schéma formel fini et plat au-dessus de

La tour (M7 n)n est munie d’une action (a gauche) du groupe GL4(K) x D*
(¢f. [D1], [C] et [RZ]) dont on va maintenant rappeler la définition.

Soient v € GLg(K) et N € N tel que 7¥yMy(O)y~! € My(O). L'élément ~y
induit un morphisme /\v/ll;T,nHV — /\v/l/;T,n de la manieére suivante. Soient m € Z
le plus petit entier tel que 7™y € My(O) et v/ = 7™~. Grace au théoréme des
diviseurs élémentaires on voit aisément que V0% C y'O? C O Soient H =
Y =10?/0r ¢ 7=(tN O /O ot X' = X/o(H) (comme pour les structures de
niveau & la Drinfeld, cette image o(H) doit étre considérée comme un diviseur).
Le morphisme composé 7~ "*+*NO?/04 — X — X’ se factorise a travers 7' :
7= (N4 j0d — 4/r= (N Od /O et 1a structure de niveau o induit donc un
morphisme o’ = 77"0%/0% C A7~ (N O4/04 — X', il résulte de [D1, prop.
4.4] que ce morphisme ¢’ est une structure de niveau a la Drinfeld d’échelon 7™

sur X’. On obtient finalement un triplet (X', p’,0’) € /\\;157,71(5’) en prenant pour
p' la quasi-isogénie composée Xg, Ti_—? Xs, P x S — X ISo'

Soit § € D*. L’élément 0 induit un morphisme ./\V/ILTJL — /\V/ILTJL associant
& un triplet (X, p,0) € MLT,n(S) le triplet (X' = X,p/,0’ = o), ol p’ est la

—1
quasi-isogénie composée Xg, LN Xs, X So-

On notera que les groupes GL4(K) et D* ont deux actions de nature treés
différente : le groupe GL4(K) agit par « correspondances de Hecke » sur les struc-
tures de niveau alors que le groupe D* agit sur la quasi-isogénie.

Le sous-groupe K* C GL4(K) x D* (plongé diagonalement) agit trivialement
et Paction qu'on vient de définir se factorise donc en une action de (GL4(K) x
D*)/K*.

Enfin, la tour (/\v/l £T ,n)n €st munie d'une donnée de descente & la Weil (au sens
de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est "endomorphisme 7-semi-linéaire associant &
(X, p,0) le triplet (X, por~1 o) sur S[7], ot p o7~ est la quasi-isogénie composée

-1
Xgorp =X X (SpecFy,r) So Z-» Xs, N Xg,. Cette donnée de descente est effective

et le O-schéma formel M £T,» provient donc, par changement de base, d'un O-
schéma formel M g7, —ce O-schéma formel M 7 ,, s’identifie d’ailleurs & la partie

ouverte et fermée de /\v/l £7,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie p est nulle.

L’action de GL4(K) x D* sur la tour (./\\;l[j’]”n)n commute a cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (Mz7 p,)n.
En principe, on appellera « tour de Lubin-Tate » la tour (Mgz7 ,)n. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (M7 ), —afin de ne pas créer de
confusions, on précisera a chaque fois laquelle des deux versions on utilise.
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1.4. Tour de Drinfeld. — On consideére le foncteur /\v/lpr qui a S € Nilpé
associe I'ensemble des classes d’isomorphie de couples (Y, p), ol
— Y est un Op-module formel spécial sur S de hauteur d?
- p:Yg, --» Y5, est une quasi-isogénie compatible a I’action de Op
et & un morphisme S’ — S associe le morphisme de changement de base évident.
Le théoréme suivant est dG & Drinfeld [D2] —voir aussi Rapoport-Zink [RZ],
ainsi que [G], pour d’autres démonstrations (celle de [G] ne vaut —hélas - qu’en
égales caractéristiques).

Théoréme 1.4.1. — Le foncteur /\\;lp,« est (ind)-représentable par un O-schéma
formel.

On donnera dans la troisiéme section (théorémes de représentabilité explicites)
un énoncé beaucoup plus précis qui est une reformulation du résultat principal de
[G, ch. II].

— rig
On considére maintenant la fibre générique au sens de Raynaud My, (voir [B]
et [RZ, prop. 5.3]) de Mp,.. La fibre générique au sens de Raynaud Y [7"]"8 est un
schéma en groupes (et méme en Op-modules) fini et étale au-dessus de Mp, qui
est localement (pour la topologie étale) isomorphe & 7="Op/Op. Les structures

de niveau d’échelon 7™ : 77"Op/Op — Y [n"]"'¢ définissent alors un revétement
— rig — rig

fini étale galoisien Mp,. ,, de Mp,., de groupe de Galois (Op/7"Op)*.
— rig
On munit la tour (Mp,.,,)n de P'action & gauche suivante de GL4(K) x D*.
— rig N
A un triplet (Y,p,0) € Mp,,,(S) (ot S est une K-variété rigide analytique,

(Y, p) un point de Mo, défini sur un modele entier convenable St de S et o :
7 "Op/Op = Y[n"]''8 est une structure de niveau d’échelon 7" sur Y) et a
Pélément (v, d) € GL4(K) x D*, elle associe le triplet

Y =Y(II™™ o TI™)

t’Ysgnt p Ysgnt (nyn)
/ /!
p = (Ysgnt - YSS“‘ -=> }Sgnc -=> Sgnt)

o' = ("0p/Op " 7 mOp jOp L Y [ = Y [nnE))

olt m € Z est l'entier tel que 6 € IO}, (e II"™4) est la multiplication & droite
par II7™§ et Y[r"]"8 = Y’[r"]"& est I'isomorphisme O-linéaire évident (il n'est
pas Op-linéaire si m n’est pas multiple de d).

On remarque que par rapport a l'action précédemment définie sur la tour de
Lubin-Tate les groupes GL4(K) et D* ont inversé leur role. Le groupe GLg(K)

agit sur les quasi-isogénies, tout comme D* sur la tour de Lubin-Tate. En notant

y(m—™
que lorsque m < 0 le morphisme Y SN Y’ n’est autre que le morphisme de
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passage au quotient par Y[II~™], action de D* est analogue a l’action de GL4(K)
sur la tour de Lubin-Tate.

Le sous-groupe K* C GL4(K) x D* (plongé diagonalement) agit trivialement
et laction qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLg4(K) X
D*)/K*.

Remarque 1.4.2. — Cette action de GL4(K') n’est pas 'action « usuelle » figu-
rant dans [D2], [RZ], [C], [G], ... Elle en differe en fait ") par une torsion par
I'automorphisme 7 — y~! de GL4(K). Comme on le verra, c’est 13 le prix & payer
pour obtenir un isomorphisme GLg(K)-équivariant des deux tours.

— rig
Enfin, la tour (Mp,.,,)n est munie d’'une donnée de descente a la Weil (au sens
de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est 'endomorphisme 7-semi-linéaire associant
a (Y, p,0) le triplet (Y,p o771 0) sur S°[7], ol p o 77! est la quasi-isogénie

1
composée Y gent[] N Y gent N Ygent. Cette donnée de descente est effective et la
— — rig
K-variété rigide-analytique Mp,. ,, provient donc, par changement de base, d’'une
K-variété rigide-analytique ./\/l%in —qui s’identifie d’ailleurs a la partie ouverte et
— rig
fermée de Mp,. ,, sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie p est nulle.
— rig

L’action de GL4(K) x D* sur la tour (Mp, ,)n commute a cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (Mg | )n.

En principe, on appellera « tour de Drinfeld » la tour (M%i n)n- 1l pourra

— rig

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (Mp, ,,)n —de méme que du coté

Lubin-Tate, on précisera a chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

1.5. Enoncé du théoréme. — Hopkins et Gross (dans leur prépublication
[HG2]; voir aussi Rapoport-Zink [RZ, 5.54] pour une référence plus facile a se
procurer) ont formulé la conjecture suivante, que nous énongons ici volontairement
sous une forme un peu vague.

Conjecture 1.5.1. — On a une égalité

. rig _ : rig
« lim » M5 =« lim » My,

n n

ot « lim » est une sorte de limite projective (en un sens a préciser).

(1)Nous avons adopté ici le point de vue de [RZ] consistant & considérer des quasi-isogénies
de hauteur arbitraire et une donnée de descente a la Weil. Le point de vue utilisé dans les
autres référence‘s7 qui consiste & ne considérer que des quasi-isogénies de hauteur nulle, donne
directement M3 . Les formules qui expriment l'action de GLg4(K) (et de D) y sont de ce fait
plus compliquées, ‘et ne se comparent pas directement & 'action que nous définissons ici.
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Nous allons maintenant faire une analyse critique de cet énoncé.

1) 1l n’existe manifestement pas de couple de morphismes GL4(K) x D*—
équivariants, mutuellement inverses

M5 m = Mpr,  (m>>m)

Mp = M7 (> m)
des deux systémes projectifs (pour dissiper tout malentendu, précisons tout de
suite que cet énoncé trop naif n’est pas celui figurant dans les références que nous
venons de citer!). En effet, si x,, est un point de MZ%’,m a valeurs dans une
extension L de K et si y,, est un point de Mp, ,, a valeurs dans L, le stabilisateur
de z, vis-a-vis de action de GLg(K) est ouvert (pour la topologie m-adique) alors
que celui de y,, ne l'est pas; de méme, le stabilisateur de z,, vis-a-vis de I'action
de D* n’est pas ouvert alors que celui de y,, est.

Pour répondre a cette objection, une idée simple est d’utiliser une complétion.
Le morphisme de comparaison des deux tours enverra donc un point & = (2, )m
de (M7 m)m sur un point y = (yn)n de (Mprp)n, OU Y, sera défini a P'aide de
séries (dont la convergence requiert cette complétion) dépendant de tous les x,,
et non seulement d’un nombre fini comme dans le cas du morphisme de systémes
projectifs envisagé ci-dessus —en particulier, si x est a valeurs dans une extension L
de K (nécessairement infinie), y sera un point & valeurs dans le complété m-adique
de L.

La « limite projective complétée » d’un systeme projectif de variétés rigide-
analytiques n’a pas de sens dans la théorie « classique » des espaces rigides (2).
Pour donner un sens a cette complétion, Faltings construit des modeles entiers des
deux tours. Nous adopterons aussi cette approche, mais nos modeles entiers seront
différents de ceux utilisés par Faltings.

2) Cette idée se heurte tout de suite & une nouvelle difficulté. En effet, le modele
entier Mp, , = (M%%)ny de ./\/lgg;yn obtenu par normalisation de Myp, dans
Mgg;yn (voir [Farl, appendice A]) est m-adique alors que M7, ne l'est pas.
Pour pouvoir comparer les deux tours, Faltings modifie (« m-adifie! ») le modele
entier de la tour de Lubin-Tate (voir [Fall], [Farl]); il modifie aussi un peu le
modele entier de la tour de Drinfeld. Nous m-adifierons aussi la tour de Lubin-
Tate en employant une variante de la construction de Faltings. Nous n’aurons en
revanche pas besoin de modifier le modele entier de la tour de Drinfeld obtenu par
normalisation.

3) Pour obtenir un modele entier m-adique d’une K-variété rigide-analytique, il
suffit de se donner un recouvrement affinoide admissible pur de cette variété (voir
le paragraphe 3.7 de [vdPV]; nous allons rappeler & I'instant en quoi consiste
cette condition de pureté). En fait, ni le recouvrement affinoide de la tour de

() Laurent Fargues (voir [Farl, ch. IV. 1]) a récemment développé un formalisme d’espaces
rigides généralisés ; nous n’utiliserons pas ce point de vue dans notre texte mais I’isomorphisme de
notre théoréme principal 1.5.3 —tout comme 1’isomorphisme original de Faltings— se réinterprete
immédiatement en ces termes.
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Lubin-Tate qu’utilise Faltings ni celui que nous nous utiliserons ne s’obtiennnent
comme l'image réciproque d’un recouvrement défini & un niveau fini de la tour
et il faut donc légerement modifier cette construction. Pour cela, nous posons la
définition suivante.

\_/I‘l

Définition 1.5.2. — Un recouvrement affinoide admissible (Mpr.ei)ier de la

tour de Lubin-Tate (M LT’n)n consiste en la donnée
— d’un ensemble 7 d’indices

— d’un entier n(i) pour tout ¢ € 7
— rig — rig
— d'un ouvert affinoide M,z ¢y, C Mpr ;) pour tout ¢ € Z, induisant
— rig — rig

donc par image réciproque un ouvert affinoide M,z ,, ; C Mz, pour tout
n > n(i)

— rig

tels que pour tout ouvert affinoide connexe U C M, il existe une partie finie
— rig
Z(U) telle que I'image réciproque Uy, de U dans My, (n > sup;ezn(i)) soit

— rig
recouverte par les ouverts Mz, ; (i € Z(U)).

Ce recouvrement est dit pur si pour tout couple (7,j) d’éléments de Z, 1'ou-
— rig rig — rig

vert Mpr, ;N MET,” (n > 14,j) de My, provient d'un ouvert de Zariski

MLT n,(i,j) du modele entier affine

— rig
M i = Spi({f € H° (meowg )ilf(@)] < 1,Ve € Mer,3})

£T n,i

Soit MLT coyi (resp. ML:T T, ;) la limite projective (complétée, cf. [Farl,
IV.1.7]) des schémas formels M £T n,i (resp. M LT n,(, J)) En recollant les schémas

formels m-adiques M LT ,00,i le long de leurs ouverts M LT ,00,(i,j) le recouvrement
—ri

(M LT.e z)l induit un schéma formel m-adique M £T,00,Z- Ce schéma formel peut

étre considéré comme une « m-adification » de la tour de Lubin-Tate.
— rig

Le recouvrement (M7 , ;)iez que nous utiliserons sera précisé dans la troisieme
section. Nous nous contentons pour 'instant de dire qu’il est muni d’une action
de GL4(K) x D* et d'une donnée de descente a la Weil (de sorte qu’il en est de
méme pour Mgr oo 7).

Du « coté Drinfeld », comme nous 'avons déja dit, la situation est beaucoup
plus simple puisqu’il suffit de considérer le modele entier Mp, oo = lim Mp, ,

€ n

de la tour de Drinfeld (bien stir, cette limite projective est elle aussi complétée, cf.
[Farl, TV.1.7]).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.
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Théoréme 1.5.8. — Il existe un isomorphisme (explicite) (GLq(K)x D*)/K* -
équivariant

@ MET,OO,I — M'Dr,oo
qui est de plus compatible aux données de descente de Weil.

Nous allons finalement faire quelques remarques.
Remarque 1.5.4. —

1) En égales caractéristiques, il est encore possible d’utiliser le point de vue
de Faltings pour construire un isomorphisme « de Faltings » des deux tours. En
effet, la construction de Faltings repose uniquement sur la théorie de Grothendieck-
Messing —seule la conservation du degré [Farl, II. 11] utilise la théorie de Fontaine.
En égales caractéristiques, [G] (¢f. I. 3 : théorie de déformations) fournit un ana-
logue de la théorie de Grothendieck-Messing qui s’avere suffisant pour transposer
la construction de Faltings.

Au niveau des points & valeurs dans un anneau de valuation (comme dans
le chapitre II de [Farl]) notre isomorphisme ¢ coincide avec celui de Faltings.
De plus, notre résultat a les mémes conséquences cohomologiques (cf. [Fall, §6]
et [Farl, IV. 13]) que le théoréme original de Faltings. En fait, I'isomorphisme
d’espaces rigides généralisés (au sens de [Farl, IV.1])

rig . — rig ~ —rig
® . M[,T,OQ,I — MDr,oo
induit par notre isomorphisme coincide vraisemblablement avec celui induit par

I'isomorphisme de Faltings.
— rig
2) Notre recouvrement (M, ,;)icz aura comme ensemble Z d’indices l'en-
semble des simplexes maximaux de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K). L’ac-
tion de GL4(K) x D* sur Z sera le produit de I’action évidente de GL4(K) et de
Paction triviale de D* ; la donnée de descente agira trivialement sur Z (si bien que

ce recouvrement proviendra en fait d’un recouvrement (My5 , )iz de M5 ,)

— rig
- , . . .
En particulier, 'ouvert M7, (p—e0e) que nous associerons au simplexe maxi-

mal (P~'O%);cz sera une sorte de « domaine fondamental » pour 'action de
GL4(K) sur la tour de Lubin-Tate.
La tour de Drinfeld est elle aussi munie d’un recouvrement affinoide (provenant

— rig
d’un recouvrement de son rez-de-chaussée (3) Mp,. ) ayant le méme ensemble
d’indices (cf. [D1], [BC] ou [G]). Pour construire 'isomorphisme du théoréme
1.5.3, il suffira donc de construire un isomorphisme @p-epd : Mer o0 p-e@d =

My o, p-s0a équivariant sous B* x D* et compatible aux données de descente de
Weil puis de vérifier que les translatés sous 'action de GLg(K) de cet isomorphisme
se recollent. C’est ce que nous ferons dans les deux dernieres sections.

3 first floor
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2. Théorémes de représentabilité explicites

2.1. Modules de coordonnées. — La théorie du module de coordonnées, es-
quissée dans une lettre de Drinfeld & Carayol et développée dans [G], est une
sorte d’analogue en égales caractéristiques de la théorie de Dieudonné. Elle raméne
I’étude des O-modules formels a de I'algebre semi-linéaire —plus précisément, elle
fournit une équivalence contravariante entre la catégorie des O-modules formels et
une certaine catégorie de chtoucas locaux. La construction de I’isomorphisme des
deux tours dans la section 5 reposera sur cette théorie. On va donc faire quelques
rappels & son sujet (voir [G, ch. I] pour plus de précisions).

Soit X un O-module formel de hauteur % et de dimension d sur un O-schéma
S € Nilp ©O. Son module de coordonnées est My = Hoiqu (X,Gy,5), ou Fy agit
sur @a,s de la maniere évidente. C’est un faisceau de O @mq Og-modules sur S,
ou O @Fq Og est le complété de O ®@p, Os pour la topologie ™ ® 1-adique —1’action
de O provient de 'action de O sur X et 'action de Og vient de 'action de Og
sur @a,S par homothéties. De plus l'isogénie de Frobenius 7 : @%s — @a,S induit
une application Idp ® Frpg-linéaire F' : Mx — Mx. Pour tout O @mq Og-module
M on note "M = (Ido ® Froy)*(M), de sorte que F induit un morphisme de
O @Fq Og-modules "Mx — Mx.

A partir de maintenant on notera @ ® Qg le produit tensoriel O @Fq Og. Pour
simplifier on notera z = 7 ® 1 et lorsque s est une section de Og on notera encore
s la section 1 ® s de O ® Og —remarquer que ceci s’applique en particulier pour
s = . On notera aussi K ® Og = O ® Os[z7 1] le complété de K ®r, Og pour la
topologie z-adique.

Proposition 2.1.1. — ([G], ch. I, prop. 2.2.3 et 2.2.6)

1) Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S € Nilp O. Son module de coordonnées Mx a les propriétés suivantes :

— a) Mx est, localement pour la topologie de Zariski sur S, un O ® Og-module
libre de rang h,
~ b) le conoyau de F : "Mx — Mx est supporté schématiquement par le graphe
du morphisme de S dans Spec O (ce qui revient d dire qu’il est annulé par
z —m), et il est localement libre de rang d sur ce graphe (comme Og-module
il est canoniquement isomorphe au dual de Lie X ),
- ¢) Uendomorphisme semi-linéaire F de Mx/zMx est, localement pour la
topologie de Zariski sur S, nilpotent.
2) Le module de coordonnées établit une équivalence de catégories contravariante
de la catégorie des O-modules formels de hauteur h et de dimension d vers la
catégorie des couples (M, F) satisfaisant les conditions 1),a),b),c).
3) La donnée d’une quasi-isogénie X --+ X' équivaut & celle d’un isomorphisme
de K ® Og-modules Mx Ropos K ® Og — My Rozos K ® Og compatible auz
morphismes de Frobenius Fx: et Fx.
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Lorsque S est un O-schéma formel, la proposition ci-dessus s’adapte —il suffit
de lire « le graphe du morphisme de S dans Spf O » dans la condition (b) et de
remplacer la condition (¢) par « ’endomorphisme semi-linéaire F de Mx /zMx
est, localement pour la topologie de Zariski sur S, topologiquement nilpotent ».

Dans ce cadre, on rencontrera souvent des limites de quasi-isogénies, ¢’est-a-dire,
lorsque S est défini par un systeme inductif de nil-immersions fermées S,, — Sj 41
(n € N, S, € NilpO), des systemes compatibles (p,, : Xs, -+ Xg )nen de quasi-
isogénies. De telles limites de quasi-isogénies ne proviennent pas nécessairement
d’une quasi-isogénie X --» X' car le dénominateur de p,, (c’est-a-dire, le plus petit
entier N tel que p,, o X (7™V) soit un morphisme) est en général une fonction non-
bornée de n —on en rencontrera d’ailleurs un exemple des le paragraphe suivant
avec la limite de quasi-isogénies p universelle sur la fibre spéciale de 'espace de
modules de Lubin-Tate. Notant

K®0s =lim K®Os,
n .
={> ez 0%’ ;a; € Os et lim;_,_ca; = 0}

la O ® Og-algebre complétée de K ® Og vis-a-vis de la topologie induite par
celle de Og, la donnée d’'une telle limite de quasi-isogénies équivaut alors a celle
d’un isomorphisme Mx: ®pzo, K ®0g — Mx Rozos K ® Og compatible aux

morphismes de Frobenius Fx/ et Fx.
On peut remarquer qu’on a la encore commis ’abus de notations consistant
a écrire a; € Og pour dire que a; est une section globale de Og. En fait, les

constructions de O ® Og, K @ Og et K @ Og se « faisceautisent » visiblement et
fournissent des faisceaux de Og-algebres sur S. Ces faisceaux ne sont pas quasi-
cohérents mais proviennent de faisceaux quasi-cohérents de @ @ Og-algebres sur
Spf O;zspf[[rqs.

Dans les deux paragraphes suivants, on va respectivement décrire les schémas
formels (ind-)représentant les foncteurs M cT et /\V/lpr7 ainsi que les modules de
coordonnées des objets universels.

2.2. Coété Lubin-Tate. — Il résulte de [D1] (voir aussi [HG1]) que le foncteur
Moz est ind-représenté par [, ., Spf@[[ul, -++ ,Ug—1]] muni de lobjet universel
(X, p) suivant. En tant que groupe formel avec action de Fy, X = @a; I’action
dem € Oest X(n) =7+ uiT + - +ug_17 + 7% La quasi-isogénie p est uni-
quement déterminée par la condition p = 7" modulo (7, u,--- ,uq_1) (dans la
suite elle sera explicitée a laide de modules de coordonnées). Sur cette écriture,
la donnée de descente de Weil est facile a expliciter : elle applique la h-iéme copie

de Spf@[[ul, -+, ug—1]] sur la (h — 1)-ieme, fixe les u; et agit sur O par 7.
Dans toute la suite, plutot qu’avec M 7 on travaillera avec I’espace de modules
avec structures de niveau « de type Iwahori » M7 gx suivant (intermédiaire entre

Mt et MLT,l).
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Au sous-groupe d’Iwahori B* est naturellement associé un probléeme de modules

Merpx = {(X,p), Hi C--- CHyy C X(m)}
{(X,p), X=X02X18...X;% Xp,aq40---0a; = X(m)},

ou (X, p) est comme dans la définition de 'espace de Lubin-Tate /\v/lcT, H; est
un sous-schéma en groupes avec action de F, de X|n], fini et plat d’ordre ¢,
X; = X/H; est un O-module formel de hauteur d et de dimension 1, et o; est une
isogénie de degré q.

Ce foncteur M7 gx est ind-représenté par

[T $pt@llar, - all (a0 — (1))

heZ
(dans la suite on considérera toujours (z;)ieq1,....qy comme une suite périodique
(%i)icz/az) et les objets universels sont les suivants :

~

— X = G, comme groupe formel avec action de F, et ’action de 7 est donnée
par X(m) = (1 —xzq) - (T — x1),

- H; = Ker[(T —x;) -+ (7 — 1)),

- X; = G, comme groupe formel avec action de F,, action de 7 est donnée
par X;(m) = (1 — ;) (1 —21)(T —xq) - (T — Tig1) €6 a; = 7 — a5,

— la quasi-isogénie p est encore déterminée par la condition

p=7"modulo (z1 - ,xq).

On va maintenant traduire ceci en termes de modules de coordonnées. Pour
énoncer le résultat, il est commode d’introduire la notation suivante : P = P, ® 1
—il aurait certes été plus logique de noter P, cette matrice. ..

Théoréme 2.2.1. — Le module de coordonnées (Mx, Fx) du O-module formel
universel X sur Mg px est

- Mx =010

L£T,BX

- Fx=®xor

ot l'on note ®x la matrice diag(x1,--- ,xq) + P et 7 = Ido ® Fro_ . La
MeT . BX
matrice Rxg du morphisme
M, : Mx/mMx — K& (O /(1))
L£7T,BX
associé a la quasi-isogénie p est la réduction modulo m de
RX — tPh[ .. (tP3 Tz(b;(_lltP—Q)( tP2 T@;{l tP—l)( tPCI);(l)]
= lim, o P 7o ot
—ce produit converge pour la topologie (x1,---,xq)-adique sur le complété
(z1,-++ ,xq)-adique de ‘P" diag((’)jv/l )P~ et définit donc une ma-
~ LT, BX

trice a coefficients dans K @ O — ; cette matrice Rx satisfait l’équation

RxPx = tPTRx. £T.BX
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On note Ry = 'P"3° . diag(ry j,--- ,7a;) P~ (avec ri9 = 1); I'équation
matricielle Rx®x = ‘P Ry se traduit alors par les équations r?_17j+1 — T4l =
rijTivs (J = 0).

Démonstration. — La famille (1, 7—x1, (1—x2)(7—21), -+, (T—24-1) -+ (T—21))
est visiblement une base de M x et en utilisant cette base on obtient 'isomorphisme
de la proposition. La matrice Rx est congrue a tPh modulo (z1,--- ,xq) et telle
que Rx, ®x = tp "Rxg,- On a donc

n

n —-1_ _ _ . n—1_ _ _
Rx, = 'P""Rx,, " ®x' @Y =lim, o P

Enfin, il reste & vérifier que Rx s’exprime comme un somme de puissances de ‘P
d’exposants < h. La matrice @ x tp—1 egt de la forme

Idg +e,0t e € (21,--- ,xq) diag(OL [P
LT, BX
et a donc un inverse Idg — & + &2 — --- dans le complété (zy,--- ,x4)-adique de
la O- -algebre diag(OL )[*P~1]; en utilisant 1’expression de Ry sous
Mz gx LT .BX

forme de produit il en résulte que Rx appartient au complété (x1,- - ,zq)-adique
de 'Ph diag(OL Pt O

LT ,BX
Remarque 2.2.2. — Le fait que la matrice Rx,  se releve en une matrice Rx

satisfaisant la méme équation est & rapprocher du lemme de rigidité [K, lemma
1.1.3] utilisé dans la démonstration de Drinfeld ([D2], [K]) du théoréme de Serre-
Tate.

Il faut cependant souligner que (O? ® Og,tPo 7) n’est pas le module de co-
ordonnées d’'un O-module formel si 'image de 7 est non nulle dans Og. On peut
néanmoins considérer la matrice Rx comme celle associée a une limite de quasi-
isogénies généralisées au sens suivant. Revenant a la définition rappelée en (1.2)
des O-modules formels, on peut aussi appeler O-module formel sur un F-schéma
S tout groupe formel muni d’une action de O telle que 'action tangente de O se
fasse par une homothétie de rapport nilpotent (qui fait alors de S un objet de
Nilp O). Avec ce point de vue on peut ensuite définir des morphismes généralisés
X — X' en n’imposant plus que les morphismes O — Qg induits par X et par X’
coincident.

2.2.1. Structures de niveau. — On va maintenant interpréter les structures de
niveau en termes du module de coordonnées. _

Puisqu’on utilise dans la suite le probleme de modules M7 gx, on travaille
avec des O-modules formels déja munis d’une structure de niveau de type Iwa-
hori. 1l est alors naturel de demander que la structure de niveau additionnelle
o1 "0%/0% — X[7~"] sur X soit compatible & la structure de niveau de type
B> sur X, c’est-a-dire, que o (77 10/Oe1 @ ---®710/O¢;) C H; (ot (e;); désigne
la base canonique de O%).
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Soit S € NilpO et X un O-module formel sur S. En identifiant le F;-dual de
K/O a O par le résidu O® K/O — F, la donnée d’un morphisme o : 7="0/0 —
X[m™] correspond & celle d’'un morphisme M, : Mx/z"Mx — (O/7"0) ® Og
compatlble aux Frobenius F'x sur la source et 7 sur le but. Lorsque (X, H;, p) est un
point de MLT s« & valeurs dans S € Nilp O, la donnée de o : 77 r0%/04 — X[
correspond & celle d’une matrice Sx € Md(O/w"O ® Og) telle que Sx®x = "Sx

(ot ’on note encore ®x la matrice obtenue a partir de @x € Md((9®(’)/\7 ) par
L£7T,BX%

le changement de base S — M7 gx ). Le morphisme o est tel que o(7~*0/Oe; @

- @7 10/Oe¢;) C H; si et seulement si la matrice Sy est triangulaire inférieure
modulo z; lorsque c’est le cas, on va expliciter les conditions pour que ¢ soit une
structure de niveau a la Drinfeld.

Soit Sx = .5 diag(s1j, -+, 8a;) P! (modulo 2" My(O & Og)) une matrice
triangulaire inférieure modulo z. L’équation matricielle Sx®x = "Sx s’écrit en-
core st — X;—jS;; = Si,j—1. En particulier on a 5?)0 — x;8i0 = 0 et s, est donc
un point du noyau de o; = (7 — ;) : X;-1 — X;; plus généralement, 8;,5 est un
point de (aj—10---0a;—;) " (si0) C Ker(ajo---0a;_j) C Xi_j_l[w[j/d]“‘l} (ot
[7/d] désigne la partie entiere de j/d) et on a c;—;(s; ;) = Sij—1-

Le morphisme o associé a Sx est une structure de niveau a la Drinfeld si
et seulement si on a sqol = x; pour tout ¢ € Z/dZ. En effet, ce morphisme
o est une structure de niveau a la Drinfeld lorsqu’on a les égalités de diviseurs
o(n710/0e; @ --- ®@ 7710/ 0¢e;) = H; et o(n7104/0%) = X[r] sur X = X, qui
sont elles-mémes équivalentes aux égalités de diviseurs ) AEF, Asi o = Ker(1 — ;)
sur X;_1, pour tout i € Z/dZ.

Remarque 2.2.3. — Au lieu de considérer une matrice Sx définie modulo
2" My4(O ® Og) comme ci-dessus il est plus naturel de considérer une matrice Sx
définie modulo 2" B ® Og (autrement dit, Sx € (‘B/7"'B) ® Og). L’espace de
module M . s« ainsi obtenu (qui est associé au sous-groupe By = (Idq + 7" B)*

de GL4(K)) est intermédiaire entre /\v/l[;T_,n et /\v/1577n+1. Il est en fait régulier
(une suite réguliere de parametres est (i nd—1)icz/dz)-

2.2.2. Action du groupe GL4(K) x D* et de la donnée de descente. — Tout
comme en 1.3, on se donne v € GL4(K), N € N tel que 7V yMy(O)y~1 € M4(0O),
m € Z le plus petit entier tel que 7y € My(O), v = mmyet H = v'~10%/0O%. Soit
(X,p,0) € M7 nyn(S). Le sous-groupe o(H) C X image (au sens des diviseurs)
de H par o est aussi 'unique sous-groupe fini et plat de X d’ordre |H| = qv(det )
et contenant (ensemblistement cette fois) I'image de H par o. Par conséquent, &
isomorphisme unique pres, il existe un unique triplet (X’, 7~’ : X — X'), ol 7~’ est
une isogénie de hauteur v(detv’) et o’ est une structure de niveau & la Drinfeld
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sur X', rendant le diagramme

,y/—lﬂ_—nod/od l,) F—nod/@d
ol o]
X % X'
commutatif (le morphisme 7' est bien siir le morphisme de passage au quotient par
o(H)). Onrappelle (1.3) que I'image de (X, p, o) par v est alors (X', 0’, X{(7™) 1o
o0 p) (ou I'indice 0 désigne la restriction a Sp).
Traduisant ceci en termes de modules de coordonnées, a isomorphisme unique
pres, il existe un unique quintuplet (Mx-, Fx/,IT”, Sx/, Rx/) ol

(Mx+,Fx/,Sx/,Rx') € MET,n(S)

et
I'=M®F): 08 Og = Mx — Mx: = 0 & Og
est un morphisme

— compatible aux Frobenius Fx et F'x/

— dont le déterminant detI” —qui est compatible aux Frobenius det Fx et
det Fx/ et est donc un élément de Fy[[2]] € O ® Og —est de valuation (2-
adique) v(det~’)

— rendant commutatifs les diagrammes

/ —
r Z—mp/

Mx: — Mx M — Mx[zil}
Sxr | ., Sx | et Ry | Rx |
04/l e 0y —5 Ol iy 04 Og Ki®0s = K'&O0g

(ou V'on note v, = ' ® Idoyg).
L’image de (Mx, Fx, Rx,Sx) par v est alors (Mx/, Fx/, Rx/,Sx").

Lorsqu’on dispose d'un systéme compatible (Mx, Fx, Rx, Sy, x) € ./\v/lLTm(S)
(n € N, Spt1,x = Spx modulo 2"), lélément (Mx/, Fx/,Rx/,Sex/) =
v(Mx, Fx,Rx,Se x) sécrit plus agréablement de la manitre suivante. En
notant Sx :<h—mn Sp.x : Mx — O?® Og (resp. Sxr =---), (Mx/, Fx/, Rx:, Sx")
est, a isomorphisme unique pres, I'unique quadruplet tel qu’il existe I' : Mx/ —
Mx[z71], compatible aux Frobenius Fy et Fx et tel que det I soit de valuation
(z-adique) v(det ), rendant les diagrammes

M/ — Mx[z_l] M — Mx[z_l]
Sx | ) Sx | et Ry ] Rx |
01205 5 01805z Ki®0y = K®0g

commutatifs —on a donc Sy = t’yz_lSXF et Ry = RxI'. Lorsque v € B*, T" est
un isomorphisme ; dans ce cas on peut en fait prendre X = X’ et I' = Idx.

Pour exprimer l'action de D* sur Mgr, en termes de modules de co-
ordonnées, on utilise le morphisme d’algebres D — Mg(Kq), A € Fpu —
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d—1

diag(A,A9,--- ;A7 ), II — P, qui permet de considérer les éléments de D
comme des matrices. Pour § = ZjeZ MIP € D, on note

d—1

6. =D diag(u(y), - uX] )P € diag(OF)(P)) = Ma(K) & Os

(ot ¢ : O — Og est le morphisme structural du O-schéma S).

Soient § € D* et (X,p,0) € Mgrna(S), de module de coordonnées
(Mx,Fx,Rx,Sx). Le module de coordonnées de (X,p o 671 o) est alors
(Mx,Fx, t5;1RX7SX).

En travaillant avec des modules de coordonnées normalisés comme dans le
théoreme 2.2.1, on obtient des objets uniquement déterminés plutoét que des
objets uniquement déterminés a isomorphisme unique pres. L’action ci-dessus
de D* ne respecte pas cette normalisation; avec ce point de vue il faut alors
remplacer (Mx, Fx, 97 Rx,Sx) par I'unique module de coordonnées normalisé
(Mx, A= 'Fx A, %71 Rx A, SxA) qui lui soit isomorphe (ot A est un élément
uniquement déterminé de (‘B ® Og)* = Og[[*P]]*).

Finalement, la donnée de descente a la Weil est le morphisme 7-semi-linéaire as-
sociant & (Mx, Fx, Rx,Sx) € M1 .,(S) le quadruplet (Mx, Fx, 'PP"*Rx,Sx) €

M 7. (S[7]) —elle commute visiblement & l'action de GL4(K) et on laisse au lec-
teur D'exercice amusant consistant & vérifier qu’elle commute & action de D*
(indication : méme si cela n’apparait pas sur la notation, ¢, dépend du morphisme

5—> Os)

Remarque 2.2.4. — Pour un systéme compatible (Mx, Fx, Rx,Se x) comme
ci-dessus, induisant donc Sx : Mx — O%®0g par passage 2 la limite projective, on
peut considérer le produit Tx = Sx R)_(l € My(K ®Og) (voire, dans le cas ou S =

lim S,,, Sm € Nilpb est un O-schéma formel, Tx = SXR;(1 € My(K ® 0g)).

Cette matrice satisfait 1'équation Tx ‘P = "Tx. L’action de (v,0) € GL4(K) x D*
sur T'x est aussi trés simple puisqu’elle associe ;1T %, & Tx. Enfin, Paction de

la donnée de descente est Tx +— Tx ‘P € My(K é Og).

Comme nous le verrons (remarque 2.3.7), un produit analogue Ty du c6té Drin-
feld possede —a une transposition prés— les mémes propriétés. C’est sur cette obser-
vation que reposera notre construction de I'isomorphisme des tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld —comme le lecteur ’aura sans doute deviné, cet isomorphisme iden-
tifiera les matrices Trr = T'x et ‘Tp, = Ty

2.3. Coté Drinfeld. — Ce qui suit est simplement une reformulation des
résultats du chapitre II et d’une partie du chapitre IV de [G]. Attention : cer-
taines de nos notations et conventions different de celles utilisées dans [G] (par
exemple, P y désigne la matrice que nous notons ici 'P).
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On va d’abord utiliser la théorie du module de coordonnées pour réinterpréter
le foncteur Mp, comme un probléme de modules de chaines de réseaux (voir [G],
ch. I, variante 4.4.2).

Lorsque la base S € Nilp O est un 5—schéma, le module de cordonnées My du
Op-module formel Y admet une graduation naturelle (4

My = @ My ,ou M,y ={me My ; (1 ®/\qm)m =(A®@1L)m, VA€ F .}
i€z/dz

On note que cette graduation dépend de la structure de O-schéma de S il sera
important de s’en souvenir lorsqu’on voudra écrire la donnée de descente de Weil.
Le Frobenius Fy et ’élément IT € Op induisent des morphismes de degré 1

Fiy: ™My = Miywy et ILiy: My — M1y (i €Z)
et la quasi-isogénie p induit une famille de morphismes
Rivg, : Miyys, — K ®o0 My,

compatibles aux Frobenius F, vy, et F, vy, ainsi quaux morphismes de degré 1
e v, et Ile v, - Identifiant M,y a P70 @ T, (de sorte que le morphisme II, y
est I'inclusion évidente et que le Frobenius Fjy est le composé (P~'0%® Og) =
P04 R Og — P~i+H0d g Og), cette condition de compatibilité s’écrit

.
Riyvs, = Rit1,vs, oLy, "Rivs = Rit1,vs, o Fiy -

Comme du coté Lubin-Tate (prop. 2.2.1 et remarque 2.2.2) le systéme Ra v,
se releve de maniére unique en un systeme (R;y : M;y — K*® Ogs)icz tel que
Riy =Ritiyoll,y et "Ry y = Riy1,y o F;y (voir [G], ch. I prop. 4.4.1 pour une
démonstration).

Identifiant M;y a son image par le morphisme R;y dans K 4 ® Og, l'ensemble

Mp,(S) se réinterprete alors comme 'ensemble des chaines
O My @ Mipayg- C K'® Og

de O ® Og-réseaux dans K¢ ® Og vérifiant
— (périodicité) pour tout i € Z, Mirqy = 2 'M;y et Mt1y/M;y est un
Og-module inversible
- (2.1, 1.b) pour tout i € Z, "M;y C M;t1,y, le quotient M; 1y /™M,y est
supporté (schématiquement) par le graphe de S — Spec O et est localement
libre de rang 1 sur ce graphe (c’est donc un Og-module inversible)
— (2.1, 1.c) Localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe N € N tel

que, pour tout ¢ € Z, TNMZ',Y CzMitnNy-

B Le décalage (i — 1 au lieu de 7) est en fait commode —voir ci-dessous la description de M,y
ainsi que la description (2.3.1) des structures de niveau; il sera en fait encore plus commode d’y
penser comme un décalage de d — 1.
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La condition (2.1, 1.c) est en fait automatiquement vérifiée lorsque la condition
de périodicité l'est. En effet, localement pour la topologie de Zariski sur S, il
existe alors m € N tel que 2™0?® Og C M; C z~™0%® Oy et il suffit de prendre
N =2m+1.

On va maintenant voir que cette interprétation du foncteur Mp, permet de le
plonger dans une ind-variété de drapeaux affine sur O (au sens de [BL] , [Fal2]
ou [PS]).

Le foncteur D associant a un O-schéma S I'ensemble des systemes
< CM; C Mgy g...g[(d@(/)s

de O ® Og-réseaux dans K¢ ® Og vérifiant la condition de périodicité ci-dessus
est limite inductive de ses sous-foncteurs fermés Dy définis par

Dn(S) = {(M;); € D(S); PN 70 ® Os ¢ M; € PN7'04 & Og}.

Ces sous-foncteurs fermés sont représentables par des O-schémas et D est donc un
O-ind-schéma.

On rappelle maintenant comment 'ind-variété de drapeaux D s’écrit comme un
quotient de groupes de lacets. Lorsque (M;); € D(S) est un tel systeme, localement
pour la topologie de Zariski sur S, il existe une base (r;)1<;j<q de K¢ ® Og telle
que

M=z OR0)r @ @2 (ORO0)r ®(OROs)rip1 ® - @ (O Og)ry

pour 0 <14 < d, ou, de maniere équivalente, telle qu’en notant R la matrice ayant
pour colonnes les vecteurs r;, on ait M; = RP~(09® Og).

Remarque 2.3.1. — Appliqué au systeme de morphismes R; y comme ci-dessus
ceci signifie simplement que, localement pour la topologie de Zariski sur .S, on peut
choisir des bases des M, y telles que la matrice de II; y : M;y — M1y soit P
et que par conséquent la matrice (encore notée R;) du morphisme R; soit RoP~°.

L’ind-variété de drapeaux D s’écrit donc comme le quotient de groupes de lacets
GL4(K) /B>, ot GLg(K) est I'O-ind-schéma en groupes tel que GL4(K)(S) =
GL4(K @65) (limite inductive de ses sous-schémas fermés GLq(K) = définis par
GL4(K), () = {R € GLy(K)(S); R € 2"V Mu(O @ Os) et R~ € 27V My(0
Os)}) et B est le O-schéma en groupes tel que B*(S) = (B ® Og)*.

La condition (2.1, 1.b) définit Mop, comme un sous-foncteur localement fermé
de D (ou, plus précisément, de la restriction D X Spec B Spf OdeD a Nilp 5) ,

qu’on va maintenant expliciter en suivant [G].
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Indices critiques. — Soit S € Nilp O un O-schéma integre sur lequel l'image de 7

est nulle. Lorsque (M;); € /\V/I’DT(S ), le morphisme composé
Mo/ ™M_y — M/ ™My — -+ — Mg/ "Mg_y = Mg/ "™M_y,

qui est la multiplication par 7, est nul. L’un au moins des morphismes de Og-
modules inversibles M;/"™M;_1 — M; 1/ ™M; est donc nul et pour un tel i on a
donc M; = "M;. Le réseau M; est donc définissable sur Fy, en ce sens qu’il existe
un O-réseau A C K¢ tel que M; = A ® Og.

Soit Mp; o,(a,i) le sous-foncteur fermé de la fibre spéciale Mp,. o de Mp, défini
par Mop; o.a,1(S) = {(M; C K¢® Og); € Mp,(S); M; = A ® Og} pour tout
S € Nilp O. La fibre spéciale Mp, ( est alors « réunion » des Mp; g (A ;) au sens
ol /\v/lDT(S) = U(A ) /\v/lDr,o,(A,i) pour tout schéma integre (et en particulier, tout
spectre de corps) S € Nilp .

En fait, les foncteurs ./\v/lpr70,( A,i) sont représentables par des Fq—schémas integres
(isomorphes au schéma obtenu en éclatant P%fl le long de ses points F,-rationnels,

q
puis des transformés stricts de ses droites F,-rationnelles, puis.. . , voir [G, IL.1])
et apparaitront rétrospectivement comme les composantes irréductibles de la fibre
spéciale de Mp,..
Sous-foncteurs ouverts associés auz simplexes de l'immeuble étendu de GL4(K).
— Soit A un simplexe de I'immeuble étendu de GL4(K). La donnée du simplexe
A est équivalente & celle

— d’une partie I(A) de Z qui est périodique de période d (c’est-a-dire invariante
sous la translation ¢ — ¢ + d)

— d’une suite strictement croissante (A; C K d)ie 1(A) de réseaux telle que Nipqg=
771A;, Vi € I(A) et qu’il existe un entier h(A) tel que [A; : O = i+h(A),Vi €
I(A).

En effet, la donnée ci-dessus définit visiblement un simplexe de I'immeuble de

Bruhat-Tits de PGL4(K), ne dépendant que de son orbite sous l'opération de
décalage de la numérotation

IA) = I(A)+1 et (Ai)icra) = (Ni—1)ieray+1
et définit aussi comme on I’a vu un entier A(A). On note qu’avec cette écriture des
simplexes de I'immeuble étendu on a AN A" = (Ai) fierynr(any;a=ar}-
On associe & tout simplexe A de I'immeuble étendu le sous-foncteur ./\\-;IDT, A de

Mp, obtenu comme intersection de tous les ouverts complémentaires des fermés

Moy o (i), ot (A, 1) parcourt I'ensemble C(A) des couples formés d’un réseau A
et d’un entier i tels que ¢ € I(A) ou que A # A;.
Cette intersection n’est pas une intersection finie mais ceci définit cependant

un sous-foncteur ouvert de Mp,. Pour le vérifier, il suffit d’établir que pour tout
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S € Nilp O et tout M, € /\v/lDT(S) C D(S), le produit fibré de foncteurs S x —

Mop,

/\v/lDT707(A77;) n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(77A,i + jd);j €

Z}. Comme il existe N € N tel que M, appartienne en fait & Dy (S) = {(M;); €

D(S);PN_i(’)d ®O0g Cc M; c PN-i0? Ogs}, ceci résulte du fait que le fermé

Dn ﬁ/\v/lpr’oﬁ(,\)i) de D n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(7 =7 A, i+
jd);j € Z}.

Pour pouvoir énoncer le théoreme de représentabilité explicite pour ./\\;lpr, on

a encore besoin de faire une remarque. On considere d’abord la O-algebre Ag
complétée m-adique de

~—

Ol(yi)iezsazl/ (1 -+ ya — (—1)%m)
et le systeme d’équations
(gi,j) T37j+1 = Tij+1 = YiTi+1,5 (Z S Z/dZ,] S N,’I‘i70 = 1).
a coefficients dans Ag¢ associées a 1’égalité Ry ®y = "Ry, ou l'on note ®)
Oy = 1Idg + p1 diag(yi)lgigd
et Ry = ZjEN p-i diag(ri,j)i =1Idyg + 2]21 p—i diag(ri’j)i .
On considere maintenant la 5—algébre Ap, complétée m-adique de
1N —
As((ri5)iezjaz.jefo, - a-1y, (L =715 )ielz/dZ,je{1,~~~ a-nl/€

ou & est l'idéal engendré par r; o — 1 pour i € Z/dZ et par r;{jﬂ — T 41— YiTit1,j
pour i € Z/dZ et 0 < j < d — 2. Le systeme d’équations (&; ;)iez/az,j>d—1 &
coefficients dans Ap, admet alors une unique solution (r;; € TAp,)icz/dz.j>d

comme on le voit en remarquant que y;rit14-1 = (—1)72[(1 — rf_[lld_l)(l -
~1 —1 _

g ) (=i 1 D) WiYie1 - - Yira—1) € TAp, et que pour tout a € TAp,,
) . . . 2

I’équation r? —r = a a comme unique solution r = —a—a?—a? —--- dans TAp,.

Pour j > nd, on a en fait r; ; € 7™ Ap, comme il résulte de la formule

(_1)j (?Ji e yz‘+d71)"yi+nd o Yiti—1
—1 -1 5 :
(1 _T;Ivj )(1 _rg-i-l,j—l)“'(]- _T;1+j_171)

P~J diag(r; ;); appartient donc au complété m-adique de

Tij =

La matrice Ry = 3,y
Idg+ P~ diag(A%,)[P~]. En particulier, cette matrice est donc & coefficients dans

(®)Par souci d’uniformité (voir le théoréme 2.2.1) on rétablit les indices Y qu’on avait abandonnés
a partir du pragraphe consacré aux indices critiques. Il peut sembler fantaisiste de noter les ma-
trices diagonales a droite des puissances de P ; cette convention est cependant la plus commode.
Les variables r; ; qui apparaissent ici ne sont pas celles figurant dans I’énoncé du théoreme 2.2.1.
En toute rigueur il faudrait donc noter 7‘57 et rl-l?jr pour distinguer les deux jeux de variables. ..
En pratique, sauf dans la section 4 ou on utilisera cette notation, le contexte permettra de les
distinguer et on s’en dispensera.



22 ALAIN GENESTIER ET VINCENT LAFFORGUE

le complété m-adique de Ap,[271] et a fortiori dans le complété m-adique K R Apy
de K ® Ap,.
Le théoréme suivant décrit alors explicitement le schéma formel ind-représentant

le foncteur ./\\;lpr et I'objet universel au-dessus de ce schéma formel.

Théoréme 2.3.2. — - 1) L’élément v € GLq(K) envoie le sous-foncteur

MDT A sur le sous-foncteur MDT AA-
~2) Si A et A" sont deux szmplemes de Uimmeuble étendu de GL4(K), linter-

section MDT AN MDT A est MDT‘ AnA’ (et est vide si AN A’ est vide).

— 8) Les sous-foncteurs ouverts MD,»A (A décrivant l’ensemble des simplexes
de Uimmeuble étendu de GL4(K), ou méme, l'ensemble de ses simplexes maxi-

mauz) forment un recouvrement ouvert de Mp,..

- 4) Le foncteur M'DT’P—nOd associé au simplere mazimal P~*0? =
(P7'O%,ez est ind-représenté par Spf Ap, muni de ['objet universel
(M;y = Ry P7'0Y® Ap,)icz-

- 5) Pour tout i € Z, le sous-schéma formel ouvert .A\;l’DT’(p—-Od)i de
Mp, p-epa associé au sous-simpleze (P~*0%); de P~*O% obtenu en
lui enlevant les sommets P~+40% (n € Z) est l'ouvert complémentaire du

fermé d’équation y; = 0 de Spf Ap, = ./\\;l’DT7P—ood,

Cet énoncé rassemble la proposition 2.1.3, les théoremes 2.3.1, et 3.3.1 et les
propositions 4.1 et 4.3.1 du chapitre II de [G]. Le point de vue utilisé dans [G]
n’est pas exactement celui qu’on a adopté ici. Pour le confort du lecteur on don-
nera donc une démonstration de ce théoreme, qui differera d’ailleurs un peu de la
démonstration figurant dans [G].

Auparavant, on va expliciter le Op-module formel Y et la quasi-isogénie p
correspondant au module de coordonnées gradué (M;y C K EE) Ap,) universel
sur Mp;, p-epa —ce corollaire ne servira en fait pas dans la suite mais il est agréable
de pouvoir exprimer « concrétement » le couple (Y] p).

Corollaire 2.3.3. — La restriction a /\\J/lDr,P—tod du Op-module formel univer-
sel' Y sur Mp, est caractérisée par
-Y = @g en tant que groupe formel

~ Y () = diag(\, -, A1) pour A € Fya
- Y(H) = — diag(yi)lgigd C + 7ldy
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ou l'on note

0 1 0 0

0 0 1 0
C:

0 . -1

1 0o - 0 0

et la restriction de la quasi-isogénie p universelle est

p=1Id4+ Z diag(r; ;)i T ?C?  (modulo 7).
1<j<d-1

Avant de démontrer le théoreme 2.3.2, on va encore introduire trois ouverts de
la grassmannienne affine D.

Pour définir le premier ouvert, on note U~ 'O-ind-schéma en groupes défini
par
U™(S) = (1dg + P~" diag(0$)[P~])*

pour tout O-schéma S. Le stabilisateur de P~*O% dans U™ est trivial et 'orbite
U -P*0%~U" de P~*O%sous U~ est un ouvert de D, analogue aux « grosses
cellules de Schubert opposées » des variétés de drapeaux usuelles (©). On peut aussi
caractériser cet ouvert U~ P~*O? de la maniére suivante. On consideére la chaine
de co-réseaux (z7'P~'0g[z7 1% € K¢ ® Og)icz; la partie (U~ P~*O%)(S) C
D(S) est alors celle constituée des chaines de réseaux (M; C K¢ ® Og);cz trans-
verses & la chaine de co-réseaux (2 1P~'Og[271]%);cz (cest A dire, telles que
M;Nz" P~ 0g[z" 1% et que M; ® 2~ ' P~'O5[z 1] = K¢ ® Og pour tout i € Z).
Le lien entre les deux points de vue provient du fait que le Og-module M; N
27 1P~ 042714 (qui est libre de rang 1 car il s’identifie & son projeté sur M; pa-
rallelement & 271 P~ Og[z71]¢, qui est 27 1P~ Og[271)4 /271 P71 Og[271]%) n'est
autre que celui engendré par RP~%e; (olt I'on note bien sir (ej,--- ,eq) la base
canonique de K?), ce qui permet de « retrouver » la matrice R sous I’hypothese
de transversalité.

Le deuxieéme ouvert n’est autre que l'intersection ﬂ,YGBX YU~ P~*0% . Pour
vérifier que c’est en fait un ouvert de D on remarque que Dy N YU~ P~*0O% ne
dépend en fait que de v € (B/P*VB)*. L’intersection Dy N M, enx AU~ P~*0?

est donc un ouvert de Dy et ) U “P*0% est alors un ouvert de D =

; yeBX
lim, P

Le troisiéme ouvert (U~ P~*O%)[(1 — rf’;l)i_elz Jaz.,j>1] est I'intersection des ou-
verts (U~ P~*O%)[(1 — Tg,gl);elz/dz]v (j > 1) —c’est un ouvert, puisque 1a encore

(6)L’analogie deviendra encore plus évidente dans le paragraphe 5.3, ol on représentera les
éléments de GL4(K) comme des matrices infinies —celles associées aux éléments de BX seront

triangulaires supérieures et celles associées aux éléments de U™ seront triangulaires inférieures
de diagonale principale la matrice Ideo.
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I'intersection (5, (PnyN (U-P~*0%[(1 —riq’;l);elz/dz}) est en fait une intersection

finie.

Démonstration du théoréme 2.3.2. — Les deux premiers points du théoréme sont
triviaux. Le troisiéme point résulte simplement du fait que pour toute extension

k de F, (considérée comme une 6—algébre de la maniere évidente) et tout point

M, de /\\;lpr a valeurs dans k, le point M, appartient au simplexe (M;)er,,,, de
Iimmeuble étendu, olt I..;+ désigne ’ensemble des indices critiques de M, (et o,
par abus de notation, on a considéré les réseaux critiques M; comme des réseaux
dans K4).

Pour vérifier les deux derniers points on va commencer par démontrer le lemme
suivant (voir aussi [G], ch. II, prop. 2.5.1 et 2.6.1).

Lemme 2.3.4. — Le plongement de ./\v/lpr dans D identifie ./\\;l'DT’p—oOd a limage
inverse de l'ouvert m'yGBX U P~*0% de D.

En fait, on n’utilisera que I'inclusion ./\\;l’DT’p—-Od C mweBX U~ P~*0% mais il
est agréable de constater que cette inclusion est une égalité.

Démonstration. — Bien entendu, il suffit de démontrer que pour toute extension
k de F, on a Mop, o p-soi(k) = Mp, o(k) N ﬂ'yGBX (U~ P~*0%) (k).
On vérifie d’abord I'inclusion

Moy o,p-v0i(k) C Mp,o(k) 0 [ (U"P~*0Y) (k) ;

yeEBX

comme .A\;tDrﬂ,P—ood(k) est stable par B* il suffit en fait d’établir que
Moy p-eoi(k) C (U™ PO (k).

Soient M,y € ./\v/lpr(k) et £ € Z. On se propose de démontrer que My y est
tranverse & P~¢(2~'k[z~']%) dans k((2))? = K ®k. Si £ est critique on a My =
POk et la transversalité est évidente. Sinon on note i € Z le plus grand indice
critique inférieur & £ et i’ € Z le plus petit indice critique supérieur & £. On a donc
M,y = POk et My y = P~"O®k. Pour tout j € Z, on note E} = pP—itle, .
la famille z~*E,, ..., 27 ' E, est alors une base de M;y /M;y sur k (la notation
EJ’ provient en fait d’un paragraphe ultérieur, cf. 5.3). Soit v = x; 1 Ej | +--- +
xy# El, un vecteur non nul de la droite vectorielle M;iqy /M, y. Comme i’ est
le plus petit indice critique supérieur & i, les vecteurs z, @ = ! i+t

i —i—

e Bl T x sont linéairement indépendants sur k —si ce n’était pas le cas
. . . . .
ils engendreraient un sous-espace propre invariant par 7 de M, y /M;y et i’ ne
serait donc pas le premier indice critique supérieur a /.

En considérant le déterminant de Moore de x, qui est celui de la matrice

.
i —i—
T

1 Yo o\
ayant pour vecteurs-colonnes les vecteurs z, x - - -, x, on vérifie de maniere

117 . il —i1 <. < s
élémentaire que les vecteurs x, "z, -+, 7 x sont linéairement indépendants sur
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k si et seulement si les éléments x;41, -+ ,z; de k sont linéairement indépendants
sur ;. Pour plus de précisions, voir le paragraphe 5.1.2 consacré aux déterminants
de Moore ; on note Moore(z; 41, -+ ,2z;) ce déterminant de Moore.

En particulier, &;41, ..., z¢ sont donc indépendants sur F, et Moore(x;41, ..., Z¢)
n’est donc pas nul. Le k-espace vectoriel My y /M,y est donc transverse &

Vect (27 By, oy 2 LEL) = P47z /P (2 [ Y)

dans M,y /M,y ; par conséquent My y est bien transverse a P~¢(z71k[z1]?),
comme on voulait le vérifier.
Pour établir 'autre inclusion

Moy g, p-s0i(k) D Mp, o(k) N ( (| U"P*OY)(k),

yeBX

il suffit de démontrer que si M C K% = F,((2))¢ est un réseau transverse a tous les
co-réseaux vz~ P~'F,[271]¢ (ot v parcourt BX et i = [M : O)ona M = P~'04,
puis d’appliquer cet énoncé aux indices critiques.

Pour cela, on remarque que lorsque M C K¢ un réseau, il existe un apparte-
ment de 'immeuble de PGL4(K') contenant a la fois le sommet M et le simplexe
P~*0; il existe donc un élément v de B* tel que v~ M soit dans I’appartement
« standard » associé au tore des matrices diagonales. Pour cet élément v on a
donc vy~ Y(M;) = @j:l 27" Qe; (ol les n; sont dans Z). Lorsque le réseau M
est transverse & vz 1P TIF [z 71 (ot i = [M : 04 = ny + -+ + ny) le résean
yIM = @?:1 27" Oe; est alors transverse a 2z~ P~'F,[z71]% Ceci n'est pos-
sible que pour Y 'M = P~'O%; on a donc bien M = P7*0% ce qui acheve la
démonstration du lemme. O

On va maintenant étudier 'intersection de /\v/lpr avec ouvert U~ P~*O¢%. Soient
S eNilpO et (M;y); € Mp,.(S)N (U~ P~*O%)(S). Le point (M;y); est alors de
la forme (Ry P~'0% & Og); ou la matrice (uniquement déterminée)

Ry =1dg + Z pI diag(r; j)1<i<a € U™ (S)

jz1
vérifie
— Oy = R{,l "Ry € P71B® Og (ceci traduit le fait que 7 iy C Mig1,y,Vi€
Z)

~ det Py € (z—7)(OR0Os)* (ceci traduit le fait que M1y /™M; y est annulé
par z — 7 et est un module inversible sur son support V(z — 7),Vi € Z)
1l résulte de la premiere condition que @y € U™ (S) N P~'B® Og est de la forme
Idg + P~ !diag(y;); et de la deuxieme que y; ---yq = (—1)%r. On retrouve alors
le systeme d’équations (&; ;, ¢ € Z/dZ, j > 0) associé a I’égalité Ry Py = "Ry
qu’on a introduit avant ’énoncé du théoreme 2.3.2.
Plus précisément, on remarque que Spf Ap, n’est autre que

Mop, N (U~P~*OH[(1 - Tg,;l)i_elz/dz,jzl]
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(et que lobjet universel sur Mo, (U=P~*0H[(1- TZ;I);elz/dZ,jZJ coincide avec
celui introduit plus haut sur Spf Ap,.). Pour achever la démonstration du quatrieme

point du théoreme, il suffira donc de vérifier I’égalité de sous-foncteurs ouverts

— p—e/md —1\—1 A — p—emnd

MD’mP_’Od = MD,« N (U PO )[(1 — ng» )iEZ/dZ,j21] dans M’Dr OQ PO

On va maintenant exprimer certaines des conditions ouvertes associées a I’ouvert
ﬂveBX U~ P~*0%. Le lemme suivant fournit de telles conditions.

Lemme 2.8.5. — Sur louvert (), cpx U~ P=*0% de P=*O% les fonctions 1—7“?7;1
sont inversibles pour i € Z/dZ et 1 < j <d—1.

Démonstration. — On va établir que pour A € Fy,i € Z/dZ et 1 < j<d—1,1la
fonction 1 — Ar; ; est en fait inversible sur 'ouvert

(Idg + P~ diag(\,0,--- ,0)PHI "YU~ P=*0'NnU P~* 0!

de U7 P~*0%. En combinant I'action de P~* et le décalage de —i il suffit de le
faire pour i = 1.

Pour cela, on se donne un point M, = RP~*0% & k de cet ouvert & va-
leurs dans une extension k de F, (et on note bien entendu R = Idg +
dis1 P~J diag(r; j);). On va alors étudier la condition de transversalité de
M; et de (Idgq + diag(X,0,---,0)P7)P~1z~1k[z—1]4.

On remarque qu’on a linclusion (Idg + diag(),0,---,0)P/) P~z 1k[z71] C
z71k[z71]9. L’intersection de M; avec z7lk[z7!]? n’est autre que la droite
kRey. On va chercher & quelle condition cette droite est incluse dans (Idg +
diag(\,0,--- ,0)PI) P17 1z~ 14,

La matrice P/*1diag(),0,---,0)P~! = PJdiag(0,---,0,\) a comme seul co-
efficient non nul A, situé sur la derniére colonne et la (d — j)-éme ligne; on
a donc (Idg + P/*Ttdiag(A,0,---,0)P~1k[z71]? = k[z~!]%. La matrice Idg +
diag(\,0,---,0)P7 préserve donc P~177271k[z1]% si bien qu'on a

P17 k[ € (Idg + diag(A, 0, -+ ,0)PT) P27 k[ 17
Par ailleurs, le co-réseau (Idg + diag(A,0,---,0)P?)P~t271k[z1]¢ contient les
vecteurs P~1 %, ...  Pimdtle,.

On est alors ramené a étudier I'intersection dans le plan

2 [z (P ke ) @ kP e @ - @ kPTIT ey

des droites images de kRe; et de (Idg + diag(\,0,---,0)P?)P~ 127 k[z1]4. Une
base de ce plan est formée des images de e; et P~7e; ; ces deux droites s’écrivent
respectivement k(ey +1; ;P 7e1) et k(Ae1 + P~7e;) modulo (P~ k2714 ®
kP 1 ey .- kP_j_d‘Hel) si bien que la condition de transversalité cherchée
est bien 1 — Ary ; # 0. O

Il reste donc finalement & démontrer que les deux sous-foncteurs ouverts
— — e 1\ — 'Y —p—e
Mp, peoi et Mp, N (U P2 ON[(1 = r{1) 0 7 i51] de Mp, NU P04
coincident et & vérifier le cinquieme point du théoréme.
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Pour cela on se donne une extension k£ de IF; et on va successivement vérifier

les inclusions Mp, p-soua(k) C Mp, 0 (UP*ON[(1 = 1{;1)2 p ] et

/\\_;lpr7p—ood (k) D Mop, N (U=P~*0H[(1 - Tg,;l);elz/dz,j21](k); en vérifiant la
deuxieme inclusion on obtiendra aussi une démonstration du point 5.

Soient M, = RP~*0¢ ¢ ./\\;lDT)P—nOd(k) et P~O% un réseau critique de M,. Les
réseaux M; (j—d < j < i) vérifient les inclusions zP~*'O%®k C M; C PT'O®k et
a fortiori les inclusions P~7+4~104& k C M; ¢ P9~ 104& k. Les éléments 7; ;
associés a la matrice R sont donc nuls pour j > d, ce qui démontre que RP~*0¢

est un point de I'ouvert (U~ P~*O%)[(1 — Tg,J_'l)i_elz/dZ,jzl]'

Soient M, = RP=*O? un point de Spf Ap,(k) = Mp, N (U-P~*0%)[(1 —
—1\—1
Tzl'l,j )ieZ/dZ,jzl

associée & ce point appartient & P~*My(O & k)P*. On vérifie aisément que cette
dernieére condition équivaut a y; = 0; il reste donc seulement a vérifier que le
résean critique est bien P~*O%. Ceci résulte de la formule

] et i € Z. L’indice ¢ est critique si et seulement si la matrice ®

reg = (=010 —rfZH A —rf ) (U= )] e yerg
qui entraine les égalités r,; = 0 pour ¢ — j + 1 < £ < 4, desquelles il suit que la
matrice R appartient & P~*My(k)P* C P7'M4(O ® k)P et que le réseau critique
M; = RP~{0%® k est donc P04 k.
Le théoreme 2.3.2 est donc démontré. O

2.3.1. Structures de niveau. — Soit S une K-variété rigide analytique munie d’'un

~— Il ~
point (Y, p)*e de ./\/ng; a valeurs dans S, provenant d’un point (Y, p) de Mp, &
valeurs dans S°"* pour un modele entier convenable S°"*. On note que, quitte &
normaliser S dans sa fibre générique S, les points de m"-division de Y& définis
sur S proviennent de points de n"-division de Y définis sur S°"'; on suppose
désormais que S est normal.

On identifie le Fy-dual de D/Op a I'=?Op en utilisant le résidu de la trace
réduite : D/Op ®F, -0, — F,. Le décalage qui devrait en résulter est en fait
annulé par celui qu’on a introduit dans la graduation du module de coordonnées
au début du paragraphe 2.3.

De méme que du coté Lubin-Tate (c¢f. 2.2.1), la donnée d’une structure de niveau
d’échelon 7" _

W_HOD/OD — Y[ﬂ_n]gg
sur Y[W”]gg équivaut (voir [G, IV. 1.3]) a celle d’une famille de morphismes
Si,n,Y : (Mi’y/ZnMLy) ®O./\v/l Ogent — (P’iOd/z”Pfi)Od @ Ogent

Dr

induisant des isomorphismes (M;y /2" M;y) ®o_ Os = (P~'0%/2"P~'0%) &
Mop,.

D
Og apres tensorisation par Og et vérifiant
— Siny est compatible aux morphismes induits par les inclusions M;y —

MH—LY et P710% — Pi(iJrl)Od
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— le diagramme

.
Sin,y

T(Mi7y/ZnMi,y) Ro_ Ogent -’ (Piiod/znpfiod) (§) Ogent
Mpy
! !
(Mi—‘,-LY/ZnMi-‘,-LY) ®Ov OSent Si+1ﬁ,n," (P_(i+1)od/znp_(i+l)od) @ OSent

Dr

(dont les morphismes verticaux sont respectivement induits par

M1y et par P71 : P70% 5 p=(+1)0d) est commutatif.

Travaillant localement pour la topologie de Zariski sur S, on peut supposer
que le systeme (M;y); est de la forme (Ry P~%(O4 ® Os))i, o Ry € GLy(K ®
Og). Notant ¢y = R{,l "Ry € P71B® Og, la donnée de la famille (Siny)i
équivaut alors & celle d’une matrice (S, y = o< j<nd P7 diag(sij)i<i<a €
(B® 05/2"(B® 0g))* vérifiant S, y®y = P71 7S, y modulo 2"B & Og.

— rig — rig
En particulier, le revétement Mp,. ,, p-spa de Mp, p-spa du paragraphe 1.4,

classifiant les structures de niveau d’échelon 7" sur le Op-module universel Y
— rig
au-dessus de Mp, p—epa, est défini par la tour d’équations

Y

{1~ Sit1gYi = siy (1 €Z[dZ,~1<j<nd—1,s;,1=0)

associées a I'égalité de matrices S,y ®y = P~17S, y modulo "B ® Og et par
I’équation

(5170 e Sd,o)q71 = (71)d7('
résultant de I'équation (si---84)9 = soy1 - Saya—151Ya = (—1)%s1 -+ 547 et du
fait que s1 - - - 84 est inversible puisque 5, y 'est.

Ces équations donnent un modele entier Spf(Ap,[(si,j)icz/dz,0<j<nd—1]/IDrn)
— rig
de Mp, , p-epa, ou l'idéal Ip, , est bien sir engendré par s;{o — Si4+1,0¥; pour

i € ZJ)dZ, par (s10---84.0)9 " — (—1)%r et par s;{j_H — Sit14+41Yi — Si; pour
i € Z/dZ,0 < j <nd— 1. Malheureusement, ce modeéle entier n’est pas normal;
on le remplacera donc par son normalisé ./\\;l’DT’nyp—oOd = Spf Apr p, ot Apr
désigne la cloture intégrale de Ap, dans Ap,[(si;)icz/az,j>0l[7 1/ Zorn-

Enfin, il sera commode d’interpréter la (VQ—algébre Ap[(8i,0)iez/azl/Tori/a
associée aux structures de niveau d’échelon II & l’aide d’algebres de monoides
de la maniere suivante. Pour tout monoide M, on note F,[M] la F,-algébre
de ce monoide et pour tout m € M on note €™ € F,[M] I'élément de
Fg[M] qui lui correspond. La Fg-algébre F,[(vi)iez/az, (5i0)icz/az]/((s{o —
Si+1,0¥i)iez/azs (51,0 -+ 4,0)7"" — y1---yq) s'identifie alors (en envoyant s,
sur (001000 ot g gur (000 -10,.0) “e ] et le ¢ étant tous deux
en i-eéme position) & celle du monoide M engendré par les vecteurs de base

(M) Bien siir, cette matrice n’est autre que celle de So,n,y ; on préfere abandonner I'indice 0 —
comme on 'a déja fait avec Rg y— pour alléger les notations.
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e; = (0,---,0,1,0,---,0) et par les vecteurs ge; — e;11 (i € Z/dZ). Utilisant
les notations introduites dans la discussion qui précede 1’énoncé du théoreme
2.3.2, la O-algebre Ag[(8i0)icz/dz]/Ipr,1/a s'identifie donc a la complétée
F,[M]™ de F,[M] pour la topologie m = (—1)%e(@=1 9=V _adique, si bien
que Apr[(si0)icz/azl/Ipria sidentifie finalement a la complétée m-adique
(Fo[M[(ri,5)iez/az,0<j<da—1)/E)" 1l résulte alors du lemme suivant et du fait que
le morphisme d’algebres Ag[(5i,0)icz/az]/Tora/da — Apr((510)icz/az]/Tora €st
étale que Ap,[(5:,0)icz/az]/Lpr,1/q €st normale.

Lemme 2.3.6. — Le monoide M est Uintersection du réseau Z¢ avec le cone
ZieZ/dZ Ry (ge; — ei1).
Démonstration. — Soit m = > .. zniei = ez ani(qei — €iv1) (ni €
Z,a; > 0,Vi € Z/dZ) un élément de cette intersection. On veut démontrer que
m € M. Quitte a soustraire a m un élément de ) -, N(¢ge; —e;41), on peut supposer
que «; < 1,Vi. Pour tout ¢ on a alors n; = —a;_1 + qa; > —1 et donc n; > 0, si
bien que m € N¢ C M. O
2.8.2. Action du groupe GL4(K)x D* et de la donnée de descente. — L’action du
groupe GL4(K) sur Mp, est tres simple : v € GLy4(K) envoie (M; C Kd@)Os)i €
Mop,(S) sur (yM;);. En particulier, v envoie le sous-foncteur ouvert Mp, o de
Mp, associé a un simplexe A = (A;);er(a) de I'immeuble étendu de GL4(K) sur
le sous-foncteur ouvert /\v/lpr,yé associé au simplexe YA = (YA;)icr(a)-

Utilisant les notations du paragraphe précédent (2.3.1), lorsque S est une K-
variété rigide-analytique, v € GL4(K) envoie (M;y C K¢® Ogent);, Sniy) €

/\v/l;jn(S) sur

1
(YMiy )iy Sniy oyt ’YMi,Y/Zn'YMi,Y’Y:’ My /2" M;y

P P08 Ogens /2" PO B Ogen)

Lorsque (M; y); est de la forme (Ry P~'0O4 ® Ogent );, On peut aussi représenter
la famille (S, ;y); & l'aide d’une seule matrice Sy y (cf. 2.3.1) et v envoie alors

R — rig ~
(Ry - P7*0%® Ogent, Sny) € Mp, ,(S) sur (YRy) - P7*O? ® Ogent, Sny ).
L’élément § € D* envoie (M, y = Ry - P7*0%® O3, S, y) € ./\v/l;gr,n(S) sur
(Mo—i-m,Y = RY : Pi.imod ® 057 52S7L,YP7m)7

ol la notation ¢, est celle du paragraphe 2.2.2, m € Z est 'unique entier tel que 6 €
OFTI™ et par abus de notation 8,5, y P~™ désigne (5, P~™)(P™S, yP~™) € (B®
Ogent /2" B® Ogent) —en remarquant que b — P™bP~"™ agit sur (B® Ogent /2" B
Ogent)*; en travaillant avec un systéme compatible ((Mey = Ry - P7°0% ®
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Ogent, Spy) € ./\v/ngnn(S))neN et en posant Sy = lim S, y comme dans le para-
graphe 2.2.2 la notation §,Sy P~ devient rigoureuse. En posant A = P™ cette
action est donc analogue a celle de GLg(K) sur la tour de Lubin-Tate, comme on
I’a déja remarqué dans le paragraphe 1.4.

En particulier, ’action de d décale de m le module de coordonées gradué et
— rig
envoie donc l'ouvert affinoide Mp,. ,, o associé a un simplexe A = (A;);er(a) sur
— rig

Pouvert Mp,. , Am] associé au simplexe décalé Alm| défini par I(A[m]) = {i —
m;i € I(A)} et A[m] = (Ai+m)ieI(A[m])~

Comme du c6té Lubin-Tate, on peut souhaiter travailler avec des modules de
coordonnées normalisés comme dans le point 4 du théoreme 2.3.2. L’action ci-
dessus de B* = StabGLd(K)(P_'Od) ne respecte pas cette normalisation ; avec ce

point de vue il faut alors remplacer ((yRy)P~*O? Sy) par 1'unique module de
coordonnées normalisé ((yRy T ~1)P~*0%, Sy T'~1) qui lui soit isomorphe (ot T est
un élément uniquement déterminé de (‘B @ Og)* = Og[['P]]*).
Finalement, la donnée de descente a la Weil est le morphisme associant
~ — rig
a (Mey = Ry - P7*0?® Og,S,y) € Mp, ,(S) le couple (Meyr1y =

~— Il
RyP~*"1 PS,yP™1) € MDjn(S[T]), comme on le voit en remarquant que
le module de coordonnées gradué de Y envisagé comme un Op-module formel
sur S[7] est (M;4+1,y); il en est de méme du module de coordonnées gradué de
7 "Op/Op (c¢f. [G, IV. 1]) mais le module de coordonnées gradué de Yg, n’est
en revanche pas décalé car Yg, provient de ¢ : O — S, ce qui annule le décalage!
(pour plus de précision, voir [G], ch. IV, 1.2 et 1.3.4). Cette donnée de descente

— rig — rig — rig
. . N ,
envoie elle aussi 'ouvert affinoide My, ,, x de Mp, ,, sur Vouvert Mp,. ) Ay

Remarque 2.3.7. — Soit ./\v/lpr,n le normalisé de MDT dans ./\v/l;gr,n (cette nota-
tion a déja été introduite dans le paragraphe 1.5). Soit S un O-schéma formel 7-
adique ® muni d’'un systéme compatible ((Ry P~*O¢ R 0Og, Sny) € /\v/lpr,n(S))n.
On s’intéresse plus particulierement aux cas suivants

- 5§ =Spf @L, ol @L est le complété m-adique de I’anneau des entiers O, d’une

extension algébrique (nécessairement infinie) L de K

— S = Spf A\Drm, ou A\'Dr,oo est le complété m-adique de Ap, oo = h_m)n Aprop.
La matrice Sy = lim S,y € (B (Og[r~1))* est alors & coefficients dans O® Og.
On peut donc considérer le produit Ty = SyR;,1 € Mqy(K @:9 Og) analogue & celui
de la remarque 2.2.4. Cette matrice Ty vérifie 'équation PTy = 7Ty, l'action
de (v,0) € GLy4(K) x D* sur ./\\;lp,m envoie Ty sur 6, Ty, ! et la donnée de

(8)Voire, un K-espace rigide-analytique généralisé au sens de [Farl, ch. IV] si l’on veut éviter de
recourir a des modeles entiers.
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descente a la Weil envoie Ty sur PTy —ces formules sont les transposées de celles
qui apparaissent dans la remarque 2.2.4.A

Soit Ty = S'R'~! (ot R € GL4(K ® Og) et §' € Ma(O ® Og5) N GLa(O &
(Og[m~1])) est triangulaire supérieure modulo z) une autre décomposition de Ty .
On a alors R = Rybet S’ = Syb, ot b € (B® (Os[r~1)])* N GLg(K & Og) =
(B ® Og)*. Les systemes compatibles (M,y = Ry - P~ 0% & Og, Sny )n
et (R'P~*,S!, = S (modulo2"B & Og)), sont donc isomorphes. Si Ry
et R’ appartiennent toutes deux & (U )7 (S) = (h_mm(S/(Wm)) = (Idq +
P~!diag(O9)[P~17)*, on a méme b = 1 et la décomposition est donc unique.

En se limitant pour I'instant au cas d’une base S = Spf @L comme ci-dessus, on
peut alors donner une premiere idée de lAa construction de I’isomorphisme des deux
tours. Lorsque Tx = Sx R}l € GLy(K ® 19) 1) est une matrice provenant de la tour
de Lubin-Tate (comme dans la remarque 2.2.4) on démontrera dans la section
5 qu’il existe une décomposition Tx = SyR{,l7 donnant naissance a un point
(RyP*'Od(@@L, Sy) de la tour de Drinfeld & valeurs dans @L ; réciproquement, on
démontrera aussi que lorsque Ty = SyR;/1 provient comme ci-dessus de la tour de
Drinfeld, il existe une (unique) décomposition Ty = Sy Ry', ot Sx € (B® L)*
et Ry € (Idg+ ‘P~* diag(O%)[*P~1]")*, donnant naissance & un point (Rx, Sx)
de la tour de Lubin-Tate a valeurs dans @L.

2.8.8. Le recouvrement mentionné en 1.5, associé aux simplexes de l'immeuble
de Bruhat-Tits de PGL4(K). — Les simplexes de I'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL4(K) sont simplement les classes d’équivalence de simplexes de I'immeuble
étendu de GL4(K), pour la relation d’équivalence induite par le décalage. En as-

— rig -

sociant & un tel simplexe les ouverts [, e, Moy afn) €t [1ez Mpynam de Moy
— rig — — rig o

et Mp,. ,, on définit donc des recouvrements de Mp, et My, ,, indexés par I'en-
semble des simplexes de 'immeuble de Bruhats-Tits de PGL4(K). Les ouverts de
ces recouvrements sont visiblement stables sous 1'action de D* et de la donnée de
descente a la Weil; v € GL4(K) envoie 'ouvert associé & un simplexe A sur celui
associé a yA.

A partir de maintenant, pour éviter de confondre les deux recouvrements, on

—0
notera (Mp, a)aezer '« ancien » recouvrement, indexé par ensemble Z¢ des

simplexes de I'immeuble étendu, et (./\v/lpn A)AeT le « nouveau » recouvrement,
indexé par I’ensemble 7 des simplexes de 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K)
—on a bien str 7 = 7T x Z, puisque chaque classe de décalage contient un unique
représentant tel que [A; : O%) =4,Vi € I(A).
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3. Tour de Lubin-Tate et domaines fondamentaux

3.1. Décomposition cellulaire de la tour. — Soit C une extension de K

munie d’une valuation & valeurs réelles (encore notée v) étendant celle de K et
compléte pour la topologie v-adique. On note O = {x € C;v(z) > 0} anneau
des entiers de C et MM 'idéal de O¢ formé des éléments de valuation strictement
positive.

Soit (X, p) un point de M 7 a valeurs dans O¢. Il existe alors un unique (d—1)-
uplet (uq,---,uq—1) tel que le O-module formel X soit isomorphe & G, muni de
laction de O définie par l'action évidente de F, et par X (7) = 7 + w7+ -+ +
ug—17471 + 74 (voir [D1], [HG1] ou le début de 2.2).

On suppose que O¢ contient tous les points de torsion de X. On définit alors
le module de Tate entier T'(X) = Hom(K/O, X) et le module de Tate rationnel
V(X)=T(X)®0 K = {s € Hom(K, X); s(mNO) = 0 pour N > 0}; en posant
s; = s(m~*71) ces modules de Tate V(X) et T(X) s’identifient respectivement &
{(8i)iez, 8i € Me,s; =0 pour i < 0, X (7)s;41 = 8;} et & {(8;)icz € V(X),5-1 =
0}. Le module de Tate entier T'(X) est un O-module libre de rang d et le module
de Tate rationnel V(X) est donc un K-espace vectoriel de dimension d.

Proposition 3.1.1. — Il existe N € N, ne dépendant que des valuations des u;,
tel que pour tout s = (s;)iez € V(X)—{0} et pour touti > N+inf({j € Z,s; # 0}),
on ait v(s;41) = v(s;)/q%.

Démonstration. — Soit iy = inf({j € Z,s; # 0}). On a X(m)s;, = 0, donc v(s;,)
est une pente du polygéne de Newton de X (), donc v(s;,) < 1/(¢ —1). Pour
tout i > ig, on a donc v(s;) < 1/((q — 1)g*~%). En effet, v(s;11) est une pente du
polygéne de Newton de X (7) — s; et est donc < v(s;)/q puisque le point (1,1) est
situé au-dessus de ce polygone de Newton. Soit N € N tel que 1/((¢ —1)¢") <

min(q¢%v(u1)/(¢% — q), -, ¢%v(ug_1)/(¢* — ¢®1)). Pour i > iy + N, le polygone
de Newton de X () — s; est alors le segment d’extrémités (0,v(s;)) et (¢¢,0); on
a donc v(s;y1) = v(s)/q% O

Définition 3.1.2. — La valuation stabilisée de s = (s;);cz € V(X) est
1

V(s) g

log, v(sn) +n
pour n assez grand.

On voit facilement que V est une « norme additive » (¢f. [T]) sur le K-espace
vectoriel V(X).
— rig
La donnée d'un point de M 7 ., & valeurs dans C (c’est-a-dire, d'un systéme

- — rig
compatible r = (2, € M7 n(Oc) = M1 ,(C))n) équivaut a celle d’un point de
/\v/l c7 a valeurs dans O¢ comme-ci-dessus muni d’un isomorphisme de O-modules

— rig

0% — T(X). Pour tout point  de M, & valeurs dans C' on obtient ainsi une
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valuation sur K% et donc [GI] un point [z] dans la réalisation géométrique de
I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K).

Définition 3.1.3. — Si A est une facette () de I'immeuble, on pose
MEAC) = {z € MEE(C),[a] € A}

On notera A, la chambre de I'immeuble dont les sommets sont les classes d’ho-
mothétie des réseaux P/O? pour j € Z.

Proposition 3.1.4. — -1)Ona
— rig — rig — rig
Mz o a(C) N Mg o p(C) = Mpg oo ann (C)
— rig — rig

et (7, 6)Mpr 0o a(C) = Mz oo 4a(C) pour (v,0) € GLqg(K) x D*.

— rig
-2) MLT,oo,AO (C) est ’ensemble des points a valeurs dans C de limage in-

—ri

o g
verse de l'ouvert affinoide Mpr px p, de Myr gx formé des (z1,--- ,24)
tels que v(z!/xi41) > 0 pour tout i € Z/dZ. Notant (Ay); la facette de A,

. — rig
obtenue en omettant le sommet P~70%, le sous-ensemble MﬁT,oo,(AO)j (C) C
— rig

Mt 00n, (C) est celui défini par la condition v(af/zj41) = 0.

— rig
~ 8) Plus généralement, pour toute facette A, My ., A(C) est 'ensemble
des points a waleurs dans C de limage inverse d’un ouwvert affinoide

— rig — rig
Mg meraya 46 Moz ooy, 0uner(A) est le plus petit entier n € N* tel
que (1 + 1" My(O))* stabilise A.

— 1i

g .
~ 4) L’image inverse dans M1 ., de tout ouwvert affinoide connere U C M5

— rig
. L o
est incluse dans une réunion finie d’ouverts Mz . -

— rig
— b) Le recouvrement admissible (M1 o n)aez de la tour de Lubin-Tate est
pur (au sens de la définition 1.5.2).
Démonstration. — Le premier point est évident. Pour démontrer le deuxiéme, on

— rig
se donne un point x de M7 o 4 (C) et on note (z1,---,x4) son image dans

— rig
M1 (C) =~ ML (cf 2.2). La premitre partie du point 2) résulte alors de
I’équivalence des assertions suivantes :

. . N — rig
= (i) = appartient & M 7 o (O).

(9 Dans la mesure ol on travaille dans ce paragraphe avec la réalisation géométrique de I'im-
meuble, pour éviter des confusions avec le point de vue (simplicial) de la section 2, on préferera
y parler de facettes et de chambres plutot que de simplexes et de simplexes mazrimaux.
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— (ii) il existe V1,---, Vg € Ry avec V; > Vo > -+ > V3 > Vi — 1, tels que
pour tout s € V(X) non nul, V(s) =i+ V;, ou i = inf({i € Z,s; # 0}) et
j= (€ {1+, (7 — 2) - (7 — w1)s; = O}).
— (iii) il existe une suite périodique (w;);cz/qz dans RY , avec qw; > w;y1 pour
tout 7, telle que pour tout point de torsion non nul y de X, v(y) = w;/q¢* ou
i est le plus petit entier tel que (7 — ;) -+ (7 — z1)y = 0.
— (ilii) On a v(z}/z;4+1) > 0 pour tout i € Z/dZ.
On verra de plus que w; = qu(x;)/(¢—1) et pour k € {1,---,d}, on a V, =
~— Il
(logq(wk) —k)/d, ce qui entrainera le complément concernant Mch,oo,(AD)]- ().
L’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la définition de la valuation normalisée :
les entiers i et j associés & s dans (ii) sont tels que I'image de s dans K¢ appartienne
a PUHD=i0d majs pas & PUHD=3+H104 De plus V; — Va, -+ ,Vy — Vi + 1 sont
simplement les coordonnées barycentriques de [z] dans A, —vu comme enveloppe

convexe des sommets P~10% ... P=40% = O pris dans cet ordre.
Il est facile de voir que (iii) implique (ii). Pour démontrer que (ii) implique
(iii), on se donne y comme dans (iii) et on écrit ¢ = nd + k, avec k € {1,--- ,d}

et n € N. Il résulte de (ii) et de 'uniformité de N dans la proposition 3.1.1 que
pour m assez grand tous les antécédents 2 de y par X (m)™ vérifient log, (v(z)) =
d(Vi, —n —m). En effet z = s, pour un certain s € V(X) tel que sg = y. Alors
dV(s) = log,(v(z))+md est aussi égal par (ii) a d(—n+Vj). Comme y est le produit
de ses antécédents par X (7)™, on a log,(v(y)) = d(Vi —n) = log,(wg) —k —nd =

log,, (w;) — i.
Supposons (iii) et démontrons (iiii). Soit ¢ € {1,---,d} et a non nul dans
le noyau de 7 — z;. On a x; = a?! et donc v(z;) = (¢ — 1)v(a). Pour tout

y € Me tel que (1 —24-1) -+ (T —x1)y = a on a v(y) = w;/q'. Comme a est le
produit de ses antécédents par (7 — x;—1)--- (7 — x1), on a v(a) = w;/q, et donc
v(@;) = (¢ — Dwi/q.

Supposons (iiii) et démontrons (iii), avec w; = qu(z;)/(g —1). Soit y tel que
(tr— ;) (1t — 1)y = 0 mais tel que 21 = (7 — z;_1) - - - (T — 1)y soit non nul.
On a 277! = z; et donc v(z1) = v(x;)/(g—1). De plus 2y = (1 — zi_2) - (T —
x1)y vérifie 2§ — x;_122 = 21 et le polygone de Newton est un segment de pente
v(z1)/q car v(zi—1) > v(x;)/q = (¢—1)v(z1)/q. Donc v(z2) = v(z;)/(qg— 1)g.
Alors 23 = (7 — @i—3) - (T — x1)y vérifie 21 — x;,_223 = 25 et le polygone de
Newton est un segment de pente v(z2)/q car v(z;—2) > v(z;)/¢* = (¢ — 1)v(22)/q.
Donc v(z3) = v(x;)/((q — 1)g?). On continue ainsi jusqu’a z; = y et on trouve
v(y) = v(x:)/((¢ — g ") = wi/q".

Le point (3) de la proposition résulte simplement de I’énoncé d’équivariance du

— rig
point (1) (it du fait qtlie 'image inverse de l'affinoide M7 gx 5 par le morphisme
d’oubli /\v/lj—,n — ./\V/IE?BX est affinoide).
~— Il

g
Pour démontrer le point (4) on se donne un ouvert affinoide U de M+ et on

— rig
va vérifier que lorsque = parcourt I'image inverse de & dans M7 . (C), le point
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[z] de Pimmeuble reste & une distance bornée de A,. D’abord les valuations des u;
sont bornées inférieurement par € > 0 sur Y. Dans la proposition 3.1.1 I’entier N
peut donc étre fixé lorsque x varie. Il reste donc & démontrer que pour s € T'(X)
tel que sg # 0, v(sn) est bornée inférieurement par ¢ > 0 lorsque = varie. Mais on
a X(m)sit+1 = si, d'ou

v(siy1) = min(v(s;)/q%, 1/(¢ = 1),0(u1)/(¢* — @), ,v(ua—1)/(¢" = ¢*71))
pour:=0,--- ,N—1, et

v(sg) > min(1/(g? — 1), v(u1)/(¢% —q), -, v(ua—1)/(¢% — ¢*1)).

Le dernier point est une conséquence immédiate des deux premiers. O

— rig
En appliquant au recouvrement admissible pur (M, ., z)aez de la tour de

Lubin-Tate la construction qui suit la définition 1.5.2, on obtient le O-schéma
formel M7 o0,z annoncé dans le paragraphe 1.5. Ce schéma formel est alors, par

construction, muni du recouvrement ouvert Mgr o7 = UAGI M7 oo A

Remarque 3.1.5. — Laurent Fargues a obtenu un résultat beaucoup plus fort
que le point (2) de la proposition ci-dessus (voir [Far2], propositions 8.2 et
8.12, ainsi que la figure 10 pour une illustration en rang d = 3). Pour 1’énoncer,
on considere une B-orbite BA dans I'ensemble des facettes de l'immeuble de
— rig — rig
Bruhat-Tits de PGLq(K) et Pouvert Moz y gy = Upenx Moz v pa, défini pour
— rig
N > ne7(bA),¥b € B*. Cet ouvert provient en fait d'un ouvert M, r sx gp
de MLT’BM qu’on peut aussi voir comme l'image par la correspondance de
Hecke associée & une certaine double-classe B> diag(n™,--- ,7"4)B* de 'ouvert

M T px ar associé, comme dans 3.1.4.2, a une facette A’ de la chambre A,,.
Laurent Fargues construit une décomposition simpliciale A = (J, A(A) du sim-
plexe ouvert A = {(vy, - ,vq);v; > 0,Vi et v; + -+ +vg = l}ﬁes valuations
des d-uplets (z1,--- ,z4), indexée par ensemble des facettes de 'appartement de
Iimmeuble de PGL4(K) associé au tore des matrices diagonales —ou, ce qui revient
au méme, par I’ensemble des orbites B*A comme ci-dessus. Une conséquence de

— rig
sa proposition 8.12 est que 'ouvert M 7 zx gp est simplement celui défini par
la condition (v(x1), -+ ,v(zq)) € A(A) —le simplexe A(A,) de sa décomposition

n’est autre que le simplexe {qu; — v;y1 > 0,Vi € Z/dZ} C A qui apparait dans le
deuxieme point de la proposition 3.1.4, si bien que ce résultat de L. Fargues en est
une généralisation.

Variante : le recouvrement associé & l'immeuble étendu. — Comme en 2.3 (voir

en particulier 2.3.3 pour les notations) on peut aussi définir un recouvrement
— O,rig .
£T .00.0)Aczét de la tour de Lubin-Tate indexé par ensemble Z¢ des simplexes

de 'immeuble étendu de GL4(K). 1l suffit pour cela de se rappeler que la donnée
d’un simplexe de I'immeuble étendu équivaut a celle d’'un entier A et d’un simplexe
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A de 'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K). On associe alors simplement & ce
— O,rig — rig
couple la partie ouverte et fermée M7, (r py de Mgz, o (Pour n > ner(A)) sur

laquelle la hauteur de la quasi-isogénie p est h. Ce recouvrement a bien str encore

les propriétés énoncées dans la proposition 3.1.4. Le schéma formel M7 o 1 est

aussi évidemment muni d'un recouvrement ouvert M7 o017 = Upezee Mrr son
analogue.

3.2. Le domaine fondamental. — Notant Iv({Xl,~-- ,Xnt la Iv(—algébre
des séries en les variables Xi,---,X, convergentes sur le polydisque fermé
{v(X;) > 0,Vi € {1,---,n}}, Paffinoide V = {v(af/z;41) > 0,Vi € Z/dZ} C

Spf Of[z1, -+ ,2d]]/(z1 - 2q — (—1)%7)18 $'écrit aussi

Spm K{z1, -+ ,xq,21, - ,za}/(@x1- - Tq — (*1)dﬂ', (ziiy1 — 28)icz/az)-

En utilisant le monoide M de 2.3.1 et en envoyant e(9~ D¢ sur a;, e(¢—1)(gei—eir1)
sur z; = 2 /ziq et 7 sur (—1)dela et Fea) a complétée eld— (1t Fea)
adique de la F,-algebre F,[(g—1)M] fournit un modele entier Spf F,[(g—1)M] " de V.
Ce modele entier est normal d’apres le lemme 2.3.6, et F,[(¢—1)M] "~ s’identifie donc
a la O-sous-algebre de K{zy, -+ ,7q,21, 24}/ (x1- - xqg — (=1)7, (ziwig1 —
x})icz/qz) formée des fonctions prenant des valeurs entieres en tout point de V.

Comme du coté Drinfeld (cf. 2.3.1) on pose Agr = F,[(g — 1)M] ™ et on définit
ArT 5, comme la normalisation de A7 dans

Art((8i5)ienjazo<j<nd—1.7 1/ Tt m,
ou I'on note Zy7 5, I'idéal engendré par les s;{j — i ;S; ;—8ij—1pouri € Z/dZ,1 <
7 <nd-—1et par les s%l — x; pour i € Z/dZ.

(10

Utilisant la variante (19 M LT B introduite dans la remarque 2.2.3, le O-

schéma formel M,  zx = [],czSpf Az7 n est alors le modele entier af-
B A,
— rig — rig — rig
fine normal de M7 px = Mpr gy X e M1 5= a, Obtenu par nor-
LT ,BX
N — rig
malisation de Mz <, = [,z Spf A7 dans M7 gx. La composante
0

(h,Spf Ar7) C J\V/ILT)BTXL A, n’est autre que 'ouvert /\\-;ILT’B;’P—O—hOd associée au
simplexe P~*~"(0? de 'immeuble étendu de GL4(K).

Comme en 2.3.1, on observe que B = (Idq + BP"®)* et Az7,, ont en fait un
sens lorsque n est seulement un multiple entier de 1/d; la 5—algébre Apr.1/q nest
autre que la complétée m-adique de F,[M].

(10)On rappelle que cette variante est intermédiaire entre Mern et Mer pp1. Comme on

s’intéresse en fait & As7 o0 = U, AzT,n, le choix de cette variante de la tour (Mg7 n)n est
parfaitement inoffensif.
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4. Réduction aux domaines fondamentaux

Dans cette section, nous allons d’abord énoncer un théoréeme établissant ’exis-
tence d’un isomorphisme Yrond. = Pp-spe des domaines fondamentaux des tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld ayant certaines propriétés —il sera facile de vérifier
qu’il peut exister au plus un isomorphisme ayant ces propriétés. Admettant mo-
mentanément ce théoreme, dont la démonstration sera donnée dans la section 5, on
construira ensuite par recollement 1’isomorphisme du théoreme 1.5.3 en utilisant
la propriété d’unicité de l'isomorphisme @gong.-

4.1. Enoncé du théoréme. — Soient Ar7 o = UpenArc7n » ADro =
UneN Aprn et Ar7 oo €t Apr oo leurs complétées m-adiques respectives.
On dispose donc, du coté Lubin-Tate (cf. 2.2)
— d’une matrice
Rer = Rx =1da + Z diag(rf?, a ,rijT-) tpa,

jz1

A coefficients dans K ® ArTo (et a fortiori, dans K ® /T[;T,Oo) et possédant
une matrice inverse RZ; appartenant elle aussi au complété m-adique (Idg +
diag(A%7 o)['P~]'P~1)"
— d’une matrice
. LT LT\ tpj
Ser =Sx = Zdlag(sm oy 8qy ) P
j=0
A coefficients dans O & ArT 00, Possédant une matrice inverse 5271— a coeffi-
cients dans O® (Az7.00[71]) qui est elle aussi triangulaire inférieure modulo
z
— du produit Tp7 = SgTRZ;— que ’on a déja considéré dans la remarque 2.2.4;
¢’est une matrice & coefficients dans K & ELTVOO.
De méme, du c¢6té Drinfeld, on dispose (cf. 2.3)
— d’une matrice
Rp, = Rx =1dg+ Y P~ diag(r]y, - ,r}),
i>1
A coefficients dans K ® Apro (et a fortiori, dans K ® EDT,OO) et possédant
une matrice inverse Rgi appartenant elle aussi au complété m-adique (Idg +
diag(Ap,. o) [P~11P~1)"
— d’une matrice
Spr = Sx =Y _ P/ diag(s7}, -+ ,s57)
j=0

a coefficients dans OR Ap, «, possédant une matrice inverse Sgi a coefficients
dans O ® (Apr,co[m™1]) qui est elle aussi triangulaire supérieure modulo z



38 ALAIN GENESTIER ET VINCENT LAFFORGUE

— du produit Tp, = SDTRBi que l'on a déja considéré dans la remarque 2.3.7;
¢’est une matrice & coefficients dans K & EDT,OO.
Pour tout simplexe A de 'immeuble étendu de GL4(K), on note /\V/ICT,OO’A =
(li_mn ./\v/lgT,nA et ./\\;ILT’OO’A = (h_mn M£T7n7A les limites projectives complétées.

On a alors le résultat suivant, dont la démonstration est reportée a la section 5
(sauf pour la partie concernant I'unicité).

Théoréme 4.1.1. — 1) Il existe un unique isomorphisme de O-schémas formels
-0 N ~ —0
Pp-e@d - MLT,oo,P*'Od = Spf ALT,oo — Spf ADr,oo = MDr,oo,P*'Od
tel que ©5_upa(Tpr) = "Trr.
2) Cet isomorphisme fait se correspondre les sous-schémas fermés de Spf Apr oo

et Spf A\Dnoo d’équations respectives (x/xir1 = 0) et (yf_1 = 0) et induit donc
—0
un isomorphisme @(p-soa), : Mpr oo (p-soay, = SPf Art ol (] /xip1) ™" —

—0
Spf Apr ooly; 1™ = Mopy oo, (p-s0d),s pour tout i € Z/dZ (~ désigne bien sir la
complétion T-adique ; voir le théoréme 2.3.2(5) et la proposition 3.1.4(2) pour les
deuz égalités et pour la notation (P~*0%);).

On va maintenant s’intéresser a I'unicité de ce morphisme (et a celle du mor-
phisme des sous-schémas formels ouverts complémentaires résultant du point (2)
du théoréme) et & ses conséquences.

4.2. Unicité de ¢p-.ps et de ses localisés, équivariance et recolle-

ment. — Soient I C Z/dZ et (P7°0%); = ;c;(P7*0%); le simplexe de
I'immeuble étendu obtenu & partir de P~*0O? en omettant les sommets P~*O%
-0

pour i € I (modulo d). On considere le morphisme ¢(p-s0a), : Mz7 o (p-s0t), =
-0

SPf Azt ool(#d /2is1)ic] ™ — SPf Apr oo [(y; Vicr]) ™ = Mop, o (p-+0), induit par

le deuxieme point du théoreme 4.1.1.

Pour alléger les notations on note encore R,o7, - - - les matrices a coefficients dans
K®Arr so[(x/zis1);c7)” (resp. K @ Apr oo [(y; ')ier]”) obtenues par 'extension
des scalaires Az7 00 — ALT,OO[(J:?/L;_H);;I]A (resp. Apr.co — ADr,oo[(yi_l)ieI]A).
On a donc encore ‘pEkaood)I(TDr) = 'T,r.

Il résulte de la proposition suivante que le morphisme ¢ p-+pay, est I'unique

morphisme vérifiant cette propriété. La démonstration qu’on en donnera reprend
(et précise) une partie de la remarque 2.3.7.

Proposition 4.2.1. — Soit S est un O-schéma formel muni d’une matrice T €

My(K ® Og). I existe au plus un morphisme ¥ : S — Mopy oo (P-s04), tel que
" (Tpr) = T



L’ISOMORPHISME DES DEUX TOURS EN EGALES CARACTERISTIQUES 39

Pour démontrer cette proposition, on va d’abord s’intéresser a la croissance des
normes 7-adiques des coefficients r ; et s ; des matrices R, et S, (pour x = L7 ou
Dr), ainsi qu’a celle des coefficients analogues (notés 77 ; et 87 ;) pour les matrices

; )
R,=R;'etS,=5"1

Pour toute E—algébre A plate et intégralement close dans A[r~!], on note v :
Alr71] = QU {+0o0} la « semi-norme additive » de A[r~!] définie par

via) =sup{V €Q; n"Va" € A\*,M,Vn eNNV7IN};

c’est une norme additive lorsque A ne possede pas d’élément non nul divisible par
7™ pour tout n € N (ou, de maniere équivalente, lorsque A est séparée pour la
topologie m-adique).

Pour tous v; < v (avec 11 € QU {—o0} et 12 € QU {+00}) on considere les
A[r~1]-sous-modules H(Jv1,va[, A) et H(Jv1,+00], A) de

Alrllz 2 = {a(z) = Y0575 € Auoln '],V € 2}
JEZ

définis par

N

H(r,vol, 4) = {a(2); tim 29 > et im 49 5,

j—4oco ] j——oco ]

et H(v1, +0], A) = {a(z); lim (;,Lj) > -1 et a; =0,¥5 <0}.
jotoo

<

Lorsque A est I'anneau des entiers A = {a € A;v(a) > 0} d’une algebre de Tate
A(= A[r71)), le A-module H(]v1, +00], A) est celui des fonctions holomorphes sur
le disque ouvert {v; < v(z)} au-dessus de Spm.A et le A-module H(]vy, o[, A)
est celui des fonctions holomorphes sur la couronne ouverte {v; < v(z) < va}
au-dessus de Spm A, ce qui justifie la notation adoptée.

Lorsque A est séparée et complete pour la topologie w-adique, la série
D imirtjo Qin bjz définissant les coefficients du produit de deux séries a(2),b(z) €
H(Jv1,v2[, A) converge, ce qui munit H(]Jvy,vs[, A) d’une structure de A[r—1]-
algebre associative et commutative.

On se donne maintenant un point (Rz7, Se7) de Moz oo p-sod & valeurs dans

A ou un point (Rp,P~*0%, Sp,) de ./\\J/l'Dr’oo’p—oOd a valeurs dans A.

Proposition 4.2.2. — Les matrices R, et S, (avec x = LT ou Dr) vérifient
— la matrice R, est a coefficients dans H(]0, 1[, A)
— la matrice S, est & coefficients dans O ® A et a fortiori dans H(]0, +oc], A)
~ la matrice R, a une matrice inverse R7' a coefficients dans H(]0, o0, A)
~ la matrice S a une matrice inverse S; 1 a coefficients dans H(]%, +o0], A).

En particulier, les quatre matrices R, S., R;' et S sont toutes & coefficients
dans la A[r=1]-algébre H(]%, 1[, A).
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Démonstration. — La partie de I’énoncé concernant les matrices S, est évidente.
On va maintenant démontrer celle concernant les matrices R L.

On sait déja que R, admet un matrice inverse & coefficients dans K®A et on veut
démontrer que cette matrice inverse est en fait a coefficients dans H(]0, +oo[, A).
Du c6té Lubin-Tate, cela résulte du fait que la matrice

[((I)LT tP—l)( tP Tq)ET tP—2) . (tPnd—l T"dilq)cT tP—nd)]
a ses coefficients dans A @ Az~ @ --- @ Az~", qu’elle est congrue a RZ} modulo
(x1,--- ,:Ed)q"d et que v(z;) > (¢ —1)/(¢% — 1),Vi € Z/dZ. Du coté Drinfeld,
on a Rl_)i = Idg + Zlgjgd—l P~J diag(7;,j)1<i<a (mod ) (on rappelle quon a
P~td-10d & (A/mrA) € RPT'0% & (A/mA), voir 2.3). La matrice

nd— ) nd
[@p, Ppy - T Bp(Idg + Z P diag (7 ; )1<i<a)]
1<j<d—1

est donc congrue & R~! modulo 74" Elle a ses coefficients dans A® Az~ @@
Az~"1: la propriété de I’énoncé pour R;}, en résulte.

Du c¢6té Lubin-Tate comme du c6té Drinfeld, on a det Ry = (1 — 7/2)(1 —
79/z) -+, comme il résulte de I'équation (1 —7/2) Tdet R, = det R;! et du fait
que det R ! est congrue & 1 (modulo (21, - -+ ,24) du c6té Lubin-Tate ; modulo 7 du
c6té Drinfeld). La proposition pour R, en résulte en développant (1 —79"/2z)~" en
puissances de 27! et en exprimant R, comme produit de det R, et de la transposée
de la matrice des cofacteurs de R, L.

Enfin, notant det S;' = 7. 8527, on a v(3;) = —(¢ —1)7" — jg~', comme
on le voit en considérant I’équation (—1)d_17r§;1- +5; = (—1)‘1_13?71 qui résulte
elle-méme de I'équation (—1)?1(z — 7) "det S; ! = det S, (on rappelle que 55 =
(s10°--850) " est inversible dans A[r~']). La propriété pour S, en résulte en
exprimant S;! comme produit de det S; ! et de la transposée de la matrice des
cofacteurs de S.,. O

Remarque 4.2.3. — On obtient en fait I’énoncé plus fort suivant : les coefficients
des matrices R, et S; ' sont des fonctions méromorphes sur le disque épointé
{0 < v(z) < 400} au-dessus de la fibre générique (au sens de Raynaud-Fargues,
[Farl, ch. IV]) de Spf A, dont les poles sont simples et situés respectivement en
z = 7r,7rq,7rq2, --etenz=--- ,Wq_g,wq_l (ceci a un sens car m admet alors des

racines ¢"-iémes dans A, pour tout n € N).

Démonstration de la proposition 4.2.1. — Si 1 et 1’ sont deux morphismes
vérifiant cette propriété, on a I'égalité o"* (Spt)i* (Sp,.) = ¢ (Rph)¢* (Rp,) dans
la Og[r~1]-algebre (associative) Md(H(]%, 1[,O0g)). Le premier membre de cette
égalité est de la forme > >0 diag(a; j); P’ alors que le second membre est de la
forme Idg + 3,5, diag(bi,j)_iP_j , ce qui force les deux membres a étre la matrice
identité ; on a donc ¥*(Sp,) = ¥"™*(Spr) et ¥v*(Rp,) = ¢¥"*(Rp,). Les points 9 et

Y de Mp, o (p-+04), & valeurs dans S coincident donc. O
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Remarque 4.2.4. — Dans la démonstration d’unicité ci-dessus, il est vraiment
nécessaire d’utiliser la convergence sur une couronne commune résultant de la
proposition 4.2.2, comme on s’en convainc en considérant l’exemple des deux
développements

(2= Mo = —7 11 +2/7+ (2/7)? + ) € H(1, 4], 0)
et (z=mly = 214wz (n/2)2 + ) € H(0,1,0)

de (z — m)~! et des deux décompositions distinctes
(z—m)(1— ﬂ/z)]B}l[ =z=(z+m(1+ 7r/z)]6711[.

En fait lorsqu’on essaie d’appliquer a ces deux décompositions le raisonnement
ci-dessus, on rencontre une simplification « illégitime » du type suivant.

On considere I'égalité (z —7) 3",z 2Ir=371 = 0 dans le O-module O[[z, z71]].
On ne peut pas simplifier cette égalité en la multipliant par 'un des deux
développements de (z — 7)~! ci-dessus car le produit partiel (c’est-a-dire, non
partout défini) a,b € O[[z,271]] — ab ne vérifie pas l'identité (ab)c = a(bc) sur
son domaine de définition.

On note respectivement W,z et Wp,. les données de descente de Weil du coté
Lubin-Tate et du c6té Drinfeld. On rappelle que ces données de descente agissent
par le décalage A — A[1] sur 'ensemble Z¢ des simplexes de I'immeuble étendu
de GL4(K) et que § € D* agit aussi sur Z¢ par le décalage A — A[v(Nr§)] (ot Nr
désigne bien siir la norme réduite). La proposition 4.2.1 admet alors le corollaire
suivant.

Corollaire 4.2.5. — Soient I C Z/dZ, J C Z/dZ et (v,6,n) € GLq(K)xD* XZ
tel que y(P~*OYr[n +v(Nré)] = (P~*O%) ;. Le diagramme suivant

,0)oW
—n} (7,9) LT

M7 o (P20, [T Mopy o, (P-20d),

ep-soi, | Cp-vody, |

0)oWE.
—n} (7,9) D

Mrr o, (P20, [T Mopy o, (P-20d),

est alors commutatif —on rappelle que les O-schémas formels /\V/ILT,(X]’(pf.od)I

et M7 oo, (p-e0d), [T "] (resp. Mp, o (p-e0t), €t Mpy oo (p-s0ay, [T7"]) ont le
meéme O-schéma formel sous-jacent, ce qui donne un sens a la fleche verticale de
gauche.

Démonstration. — 1l résulte des formules du paragraphe 2.2.1 donnant 1’action de
GL4(K)x D> et de W, sur la tour de Lubin-Tate que on a ((y,6)oW 7, )*Ter =
AT P %, (voir la remarque 2.2.4). 11 résulte aussi des formules du para-
graphe 2.3.1 donnant laction de GL4(K) x D* et de Wp, sur la tour de Drinfeld
que Pon a ((v,0) o Wi )*Tp, = §,P"Tp,v~' (voir la remarque 2.3.7). Le co-
rollaire en résulte en appliquant la proposition 4.2.1 aux deux morphismes de
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M£T7m7(P—ood)I vers M'Dnoo’(P—ood)J[Tn] obtenus & partir du diagramme ci-
dessus et & la matrice T = {1 T,7 'P"%,) = 0, P" *Trry~ L. O

On considére maintenant un simplexe arbitraire A de I'immeuble de Bruhat-Tits
étendu de GL4(K) et on choisit un triplet (y,0,n) € GLg(K) x D* x Z tel que
yA[n+v(Nr §)] soit un sous-simplexe (P~*O%); du simplexe maximal fondamental
P~*0% 1l résulte du corollaire ci-dessus que

-0 -0
on=Wp o (v, 5)71 O P(p-ed); © (v,0) o Wir: Mz oon = Mprooa
ne dépend pas du choix du triplet (v, d,n). On obtient de cette maniére un mor-
0

phisme GLg(K) x D*-équivariant (o, : /\V/l‘,;T,OO7A — ./\V/11)T7C>07A)A€Iét7 compatible
aux données de descente de Weil (11).
Pour achever la construction de I'isomorphisme ¢ du théoreme 1.5.3 & partir

de I'isomophisme @ p-epna du théoreme 4.1.1, il reste encore a vérifier que les mor-
-0 -0

phismes pp sont compatibles aux immersions ouvertes Mz o rr = My o p/
et Minw! — /\V/IODTMAI associées a une inclusion A’ C A de simplexes
de l'immeuble étendu. En utilisant Paction de GL4(K) x D*, on se rameéne
immédiatement au cas ou A est un sous-simplexe du simplexe fondamental
P~*04, pour lequel cette compatibilité est tautologique !

On acheve ce paragraphe sur une remarque triviale mais rassurante.

Remarque 4.2.6. — En rang d = 1 les tours de Drinfeld coincident a priori
puisque les notions de O-module formel de hauteur d et de Op-module formel
spécial de hauteur d? se réduisent toutes deux a celle de O-module formel de
hauteur 1. Il résulte immédiatement de la proposition 4.2.1 que dans ce cas, ’iso-
morphisme ¢ est I'identité !

5. Démonstration du théoréme 4.1.1

Dans cette section, nous « couperons en deux » la construction de l’iso-
morphisme @p-epa : Spf /TLT’OQ —  Spf /TDT’OO en introduisant (5.1) un
(ﬁq)—schéma formel affine intermédiaire Spf Az,; « classifiant » les matrices
Tpr =Y, jez Pi diag(t; ;) vérifiant I’équation PTp, = "Tp, et certaines condi-
tions supplémentaires. Ces conditions supplémentaires seront destinées a garantir
qu’elles proviennent de Spf EDT,OO et (apres transposition) de Spf A\L'T,oo; elles
seront en fait « dictées » par l'observation des propriétés des morphismes de
produit ci-dessous.

(11)On n’a donc pas procédé exactement comme annoncé dans 1.5, puisqu’on a travaillé avec
I'immeuble étendu de GL4(K) au lieu de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(K). Pour rester
fidele & la démarche annoncée dans 1.5, il faudrait d’abord induire P(p-e0d), a la classe de
décalage de (P*’(’)d)f puis induire de ces classes de décalage & I'immeuble de Bruhat-Tits de
PGL,4(K). Cela revient évidemment au méme!
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La construction de I'isomorphisme ¢p-epa : Spf A7 00 — Spf Apr oo se réduira

alors a celle d’'un diagramme
—~ produit décomposition ~
Spf ArT 00 = Spf Aznt = Spf Apr.oc-
décomposition produit

tel que les composées de deux fleches superposées soient identité. Les morphismes
de produit seront construits en 5.2 et les morphismes de décomposition le seront
en 5.3.

En fait, comme nous I’avons déja souligné ci-dessus, Az, est a priori seulement

une F,-algebre topologique et il restera & vérifier que les deux structures de O-
algebre sur Az,; induites par les deux morphismes de décomposition coincident.
Ceci résultera de considérations sur les déterminants des matrices Ry, S, et T,
(voir 5.4).

Enfin, nous donnerons une démonstration du point (2) du théoréme 4.1.1 dans
le tres court paragraphe 5.5.

5.1. L’anneau intermédiaire. — Lorsque la matrice Tp, = >,y Pi diag(t; ;)
vérifie I’équation PTp, = "Ip,, on a t; ;1 = tﬁjﬁ’i € Z/dZ,j € Z et donc

ti; = tg’(?. Abandonnant I'indice 0, on notera ¢; I’élément ¢, o.

On introduit alors le monoide M[q_llformé des éléments de Q4 dont le produit
par une puissance de ¢ est dans M et la Fy-algébre F[M[g~']]. On note ¢; 'élément
e = e001.0.0) de cette algebre, de sorte que I'on a aussi F,[M[g™']] =
Fq[t?ﬂ, (t?/ti+1)q7j]iez/dz’jeN. On introduit encore le complété ‘(tl . ~td)—_adique
Fy[M[g~]]” de Fy[M[g~"]]. La matrice Tp, = 3,y P’ diag(t] T Jtd ") et la
matrice Ty = ‘T'p, sont alors & coefficients dans le complété (t1 - - - tq)-adique de
K @F,[M[g~"]] —ou, ce qui revient au méme, dans K & T, [M[qfl]]A

Un calcul facile montre que detT,7 = detTp, = ZjEZ t477((=1)12)7 on t
est donné par la formule suivante

t:ngn(ﬁ) H t?g(i)ii,

i€Z,/dZ.
ol
— la somme porte sur ’ensemble des applications o : Z — Z telles que i —
(o(i) — ) soit périodique de période d et que ;.7 47 (0 (i) —i) =0
— on note & : Z/dZ — Z/dZ Vapplication quotient et sgn(s) sa signature —on
convient qu’elle est nulle si & n’est pas une permutation.
Dans cette somme on remarque en particulier le terme tq ---t4, qui correspond
a o = Idz. On vérifiera dans le paragraphe suivant que t/(t; - - -tq) appartient a
F, (Mg~ B
On pose alors Az,: = Fo[M[g7]7[(¢/(t1---ta)) ] . Dans le paragraphe sui-
vant, on donnera une définition équivalente de Az,;.



44 ALAIN GENESTIER ET VINCENT LAFFORGUE

5.1.1. Etude de Azn. — Si (a1, ,aq) € M[g7Y], dans Fy[(¢? — 1)~ M[g!]]"
ona it t9? = H?Zl(tg/ti+1)ﬁi, ol les §; sont déterminés de fagon unique par
les équations ¢3; — B;_1 = «;. Plus explicitement on a
¢ lai+ ¢ 2o+ g

¢t -1 '

6 =

Si 1, .., 74 appartiennent & N[1/¢|, et si pour tout i € Z/dZ, on a v; < (3;, alors
9t - 19 est divisible dans Fy[M[g~!]]” par I_L?:l(tg/ti+1)’n.

Pour montrer que t/(t; - - - t4) appartient a F,[M[g~!]]” nous allons établir que
pour chaque o dans I'ensemble des o : Z — Z tel que i — (o(i) — i) soit périodique
de période d, 6 : Z/dZ — Z/dZ soit une permutation, et > ;5 7 (0(i) — i) = 0,

o(i)—1

[iczaz td /(t1---tq) appartient a F,[M[¢~']]", et tend vers 0 quand o sort
des parties finies de cet ensemble.
Pour cela nous écrivons
d ol d
[T /e ta) = [0 /tin)™,
i=1 i=1
ou

(qd _ l)ﬁd — (qo(d)—l + qa(d—l)—l NI qo(l)—l) _ (qd—l + qd—2 R 1)

et les autres (; s’obtiennent a partir de cette formule en conjuguant o par une
translation de ¢ dans Z. Grace a I’hypotheése que & est une permutation et que
> iezyaz(0(i) — i) = 0 on voit facilement que 3; > 0 pour tout i € Z/dZ et par
conséquent l'expression ci-dessus appartient bien & F,[M[g~!]]". De plus, quand
o sort des parties finies de I'ensemble des o : Z — Z tels que i — (o(i) — i) soit
périodique de période d, 6 : Z/dZ — Z/dZ soit une permutation, et 3,7 7 (0 (i) —
1) =0, les 0; tendent vers +oo et donc I’expression ci-dessus tend vers 0.

Dans la suite on notera toujours C une constante dans N*[1/¢] ne dépendant
que de d, mais pouvant varier d’une inégalité a 1'autre.

On voit facilement, par stricte convexité de la fonction t — ¢', que B > C
pour tout o tel que o({1,2,---,d}) # {1,2,--- ,d}. De méme on peut vérifier que
pour i € {1,---,d}, B; > C pour tout o tel que o({i +1—d, i +2—d,--- ,i}) #
{i+1—-d,i+2—-d,---,i}.

Par conséquent, modulo 1'idéal de F,[M[¢~!]]” engendré par (t1/t1)¢, on a
I’égalité :
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5.1.2. Intermede : le déterminant de Moore. — Nous rencontrerons par la suite
de nombreux déterminants du type de celui ci-dessus. De fagon générale, nous
appelons

X, Xy o kafl
k—1
X, X ... X!
Moore(Xy, -+, Xj) =det | ]
X, X! - ng_l
On a
Moore(Xq, -+, Xk) =¢ H (a1 X1+ + e Xy),

la1, - ,ap]€PE=1(F,)

ol ¢ € F dépend du choix des relevements & F¥\{0} des éléments de P*~1(F,).
De fagon plus précise on a

k
MOOYe(Xh'“ , Xk) :H H (Oé1X1+042X2+"'+0é¢,1X1;1 + X;).

i=1 0,1 €R,
5.1.8. Fin de l'étude de Az,;. — Donc, modulo I'idéal de F,[M[g~']]” engendré
par (t4/t1)C, on a l'égalité :

(d—1

)
)ty ta).
De méme, pour tout i € {1,---,d}, on a, modulo 'idéal de F,[M[g~!]]” engendré
par (t!/tiy1)C :
—(d-1)

—1
t/(t1---tq) = Moore(tit1,t] 5, - ,t] )/ (t1 - ta).
Notons, pour tout i € Z/dZ,

t/(t1 - tq) = Moore(ty, 4 -+ 4

d—1
ti+oant! |+ ot gy Y
7
= (Hal,..< »Otd71€]Fq(1 + al(tg_l/ti) + a2(tg_2/ti—1)q(tg_1/ti) ...
—(a-1)
d—2 _ R
+ad_1(tgfd+1/ti—d+2)q (tzqfl/tz))) c Fq[M[q_l]] .

On en déduit facilement

t; + 04175?,1 4+ 061‘_1511171 P
w; = ( H )

t;
a1, 0 -1€F,
modulo I'idéal de Fy[M[g~']]” engendré par (t%/t1)°.
Do wy---wqg = Moore(tl,tgilf o ,tgi(diw)/(tl -++tq) modulo lidéal de

F,[M[g~!]]” engendré par (t4/t1)C.
Or on a vu que Moore(tl,tgil,~-~ ,tgi(dim)/(tl <ootq) est égal A t/(ty - tg)
modulo l'idéal de F,[M[g~!]]” engendré par (t4/t1)C.
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_ Par conséquent on a légalité wi---wy = t/(t1---ts) modulo l'idéal de
F,[M[g~*]]” engendré par (t4/t1)°.
_ Par permutation circulaire, cette méme égalité a liew modulo Iidéal de
F,[M[g~1]]” engendré par (t{/t;11)C, pour tout i € Z/dZ.
On obtient ainsi une nouvelle définition de Az,; :
Az =Fg Mg~ )| [(w1 -+ wa) '] .
_ PN -1 _1 .
=Fg Mg 7[((6 + ontd y + -+ aaati_ g0 )/t iczazan e ausen,)
ou ~ désigne encore la complétion pour la topologie 1 - - - t4-adique.

d —
Comme ¢! ~! est divisible par (¢ - - - t4)€ dans F,[M[g~']]", on voit facilement
que Azn; est encore égal a

— _ Y k _
FqM[g']] [((ti+alt§1—1+"'JFakt?—k)/ti)ielz/dz,keN,al,---,akqu]

o~

5.2. Produit. — On se propose maintenant de construire des morphismes d’an-
neaux Az, — ﬁgﬁoo et Az — /TDT,DO tels que les t?ﬂ aient pour images les
coefficients de S Z;TRZ} et de SDTR{)},.

Dans ce paragraphe on écrira souvent des quotients d’éléments de ELTW
ou de 121\'1)»,"007 ce qui pose a priori un probleme, puisqu’on ne sait pas encore
que ces algebres sont intégres (on le saura seulement lorsqu’on aura achevé la
démonstration du théoréme 4.1.1!). En fait, les 6—algébres A\LT,OO et A\D,«’OO sont
plates par construction et les dénominateurs de ces quotients seront toujours des
diviseurs de w. Ces quotients auront donc un sens bien déterminé; ce seront en
fait des éléments de Apz o071 ou de Ap, oo[r 1.

5.2.1. Le produit coté Lubin-Tate. — Comme dans la section 4, on pose Tp7 =
S gTRZ%—. La matrice T 7 vérifie 'équation Tz = Tr7 'P et est donc de la forme

Ter =Y diag(t! - 18 )P
JEL

ou les t'if] appartiennent a 257,00 et sont des racines ¢/-iemes des t;. Plus
précisément, en notant qul— = Idy + Zj>1 diag(7; j)1<i<a™P ™7 et 719 = 1,Vi €
Z/dZ on a, pour j >0 :
_; _ _
= sij+sijeaTioj-11+ Sijeelioj—22+

¢ _ ~ ~
et ti = 84,0745 + Si,1Ti—1,j+1 + -

&

s —~
Lemme 5.2.1. — Pour tout j € N, i € Z/dZ, —2L est une unité de Apr o.

’ ’ s

5,0
Démonstration. — Commengons par démontrer que si,/s;o est une unité de
-~ , . . _1
ArT.00. On a léquation : 3;'1,1 — ®i—18;1 = ;0 et on sait que z;_; = 83_170

et par construction s? | ,/sio est entier dans Ag7 . Dans Az7 oo[mt], on a
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(st1/560)% = (s{_10/51.0)7 (s}, /5i0) = 1. Comme Ar7 s est intégralement clos
dans 257700[71'_1], on obtient aussitot que (83,1/81',0) et (s?’l/si,o)_l appartiennent
& ALT oo

Démontrons maintenant par récurrence sur j que sg j /si,0 est une unité de
,

A\LT,ocr On a S?ﬁjl - s?i(]f{gl)sg; = sf)jj_l. D’ou
J J _ J j—1
(837]-/52-70)‘7 - (Sg—j,o/si,O)q 1(5373'/51',0) = (Sg,j_1/5¢7o)q-
i 1 L, .
Or s{_;o/s10 = (Sg—j,o/sifjﬂ)qj (sg_j+1jo/si7j+2)q] -+ (s_1,0/5i) appartient

N . 7 ]71 . 7 <~
a AT oo et par hypothese de récurrence Sg]—,l/Si,o est une unité dans A,z ~ donc

J e N . .
sl j /8i0 est une unité de Az7 oo. Donc le lemme est démontré. O

. < 1es s . . = 1
partiennent & 'idéal topologiquement nilpotent (x1,---,xq) = (8111,0 . ,53’0 )
(puisque Rpr est congrue a Idg modulo cet idéal), il en résulte facilement que

J

ti = lim; 4 oo s;{j dans Az7 oo

Pour un usage futur (¢f. 5.5) notons en la conséquence évidente :

En utilisant ’expression pour tg_j (j > 0) et le fait que les 7; ; (j > 1) app-
1 —

Proposition 5.2.2. — L’élément t;/s;o est une unité dans Em—m.

Il découle de cette proposition que ¢ /t;11 appartient a 21\57’00. On définit ainsi
un morphisme de F,-algebres Fy[M[g~!]] — Az7.00 en envoyant t; € Fy[M[g— ]
sur t; € Az oo Ce morphisme est continu (pour la topologie (1 - - - t4)-adique sur

(t1-- .td)q—l
L

F,[M[g~1]] et la topologie m-adique sur Az7 o), car est une unité de

A LT o, €t il se prolonge donc en un morphisme continu de F,-algebres topologiques
FoMlg™]]™ = AL7 o

Par ailleurs, on a det(T.7) = det(Sy7)det(Rz7) L. Mais Ry7 est congrue a
Idy modulo 7 et det(Rz7) est donc congru & 1 modulo 7. L'image de ¢ par le
morphisme ci-dessus est donc congrue a [, Jaz 51,0 modulo 7. Par conséquent

limage de ¢/(t1 ---tq) dans ELT’OO est une unité. Le morphisme F,[M[g~1]]” —

AT o se prolonge donc en un morphisme continu de F,-algebres topologiques
Aznt = ALT oo

5.2.2. Le produit coté Drinfeld. — Comme dans la section 4, on pose Tp, =
SDTRBi. La matrice Tp, vérifie I’équation "Tp, = PTp, et est donc de la forme

. -3 -
Tp, = ZPJ diag(t{ ~,--- ,td )
JEL

ou les tfﬂ appartiennent a EDT,OO ainsi que toutes leurs racines ¢/-iemes des t;.
Plus précisément, en notant Rgi = Idd+2j>1 P~I diag(7; j)1<i<a et Ti0 = 1,Vi €
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Z/dZ on a, pour j >0 :
—i - -
b= 8ig t Sit1 41T+ SivaaTia T
qJ o ~ ~
et t; = Sitj0Ti T Sitj+1,1T5+1 + -

Lemme 5.2.8. — Pouri € Z/dZ et j €N, Sg’jj/si,o appartient a EDT)OO.

Contrairement au c6té Lubin-Tate, ce n’est pas nécessairement une unité.

Démonstration. — On commence par démontrer le lemme pour s;;. On a les
équations
d d—1 _d—1 d—1
q q q
STV S g,
q I _ q
Sij 1 yi+138i~dk2,1 = 31‘451730
q 9 _ q
Si12,1 — Yit2 Sit3z1 T 5i42,0
sl -y Si1 = 8
itd—1,1 — Yi+d—15i,1 i+d—1,0 -

d—1
On ajoute alors la premiere, la deuxieéme multipliée par y! , la troisitme

d—1 _d—2 d—1 d—2
multipliée par y{  yf,, , ..., la derniere multipliée par y{  yi,, -yl 4 o

On obtient alors

d d—1 d—2 d—1 d—1 d—2 d—1 d—2 d—3
q q q _ g q q q q q .
sii— (W iy o Yikd-1)sin =Sio TY Siyio T Y Vit Sipeo t
qdfl d—2 q
Y Yig1 o Yipd—2Sitd—1,0 -
Or on a
d—1 d—2 d
q q q"—1
Yo  Yir1 " Yitd—1 5i,0
d—1 d—2 d—1 d—2
q q _ q“""(qg—1)
et Yi  Siv10 T Sio Y
d—1 d—2 d—3 d—1 d—2 d—3
q _ q q a—1
Yi  Yit1 Sii20 T Sio (v} Yivr1 )
d—1 d—1 d—2
q _ q -1
Yi o Yitd—2 Sitd—1,0 sio (U] Yira—2)Th.
D’ou

d d ~
q (¢“°=1)(g—1)( q
(si1/si,0)7 —sio (871/8i,0) € ADr 00,
et comme Ap, . est intégralement clos dans ADT’OO[W*H, sl,/sio appartient a
ADr,oo~

En général, on obtient par un calcul analogue que

d d d d—1 d—2 d—1 d—1 d—1
q -1, 4" 4 Ty RSN q q
54,5 — 8,0 Sig = Sij (y; Yiv1 yz+d—1)5w =8 j—11tY Siy11t
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J d 4_1)(¢" -1 i . N n
et donc (s ;/si,0) _51('?0 )a )(s;{j/siﬁo) appartient & Ap,. oc. Comme Ap, o est

. 7 -~ —_ J . ’ N
intégralement clos dans Ap, oo[7 ], sJ ; /si0 appartient donc &4 Ap, « ; le lemme
est donc démontré. O

Montrons que ¢;/s; o appartient & Epmo. Onat; = Z;ﬁo Sitj,iTi,; et il suffit
donc de vérifier que pour tout i € Z/dZ et j € N, s;4; 7 ;/si,0 appartient a
ADr,oo- On a

¢’ )
Sitj,/ 51430 € ADr.oo
i—1

J
et sfo/siri0 = (sto/si11.0)7

par conséquent

j—2

($g+1,0/5i+2,0)qj : ($g+j—1,0/5i+j,0) ;

j—1 Jj—2

J J J 1%
sii/sto € 1(sfo/siv1,0)T  (8]110/5i420)7 - (st 1.0/5045,0)]  ADr oo -

Or 7i5/(yiYirj—1) = Tij/(s{0/si+1,0)(5841.0/5i+20) (54 _1.0/5i+j0) appar-

o~

tient & Ap, o, comme on le voit en remarquant que I'on a
i—i —1 -1 —1 \—
Tij—i = (=177 [(1 = r?,j—i)(l - Tg+1,j—i—1) (11— 7“?—1,1)] Ly Yj—1

et quen écrivant R~ = 1dy + Zk21(—1)k(2j21 PJ diag(r; j))¥ on a

~ k . .
Tij—i = E (-1 E Tijis—i ** " Tig_y,j—ig_y POUT J > 1.

k>1 i=ig<--<ip=7J

Il en résulte que (sii;;75.;/5i.0)% appartient & Ap, o ; il en est alors de méme de
Si+j,jTi.3/5i0-

Cela ne définit pas encore un morphisme continu F,[M[¢~!]]” — Epnoo, mais
on obtient déja un morphisme (continu car ¢;/s; o et donc aussi (ty---t4)9" /7
appartiennent & A\’DT»7OO) F,[NYg~ 1" — EDT.W. En particulier, on sait définir
I'image de t € Az,; dans A\Dnoo. Pour prolonger ce morphisme a Az,; (et aussi
en vue d’un usage futur, ¢f. 5.5), on va démontrer :

Proposition 5.2.4. — 1) L’élément t;/s;o est une unité de EDT,OO pour tout
ie€Z/dL.
2) L'élément t/(t1---tq) est une unité de Apy co.
Démonstration. — Les arguments de 5.1.1 montrent que, modulo m, ¢ est égal
dans Ap, . & une somme sur un ensemble fini de 0 : Z — Z d’expressions
o(i)—i . .
sgn () [Liez Jdz t . Pour k assez grand (en fonction des termes qui appa-
o(i)—i . 1 —~

raissent) ([[;ez/az td )qk s’écrit comme le produit d’'un élément de Ap, o

o(i)—i
par Hiez/dz(ti/Si,O) Hiez/dz Sio - Mais par les arguments du paragraphe 5.1.1
o(i)—1

(comme 5370/31'—',-1,0 appartient & Ap, o), HiEZ/dZ SZO est le produit d’un
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élément de EDT,DO par Hiez/dz 8;,0- Donc 1" est le produit d’un élément de /Alphoo

&
par HieZ/dz(ti/Sw)(HieZ/dz 51‘70) :
Par ailleurs on a det(Tp,) = det(Sp,)det(Rp,)~!. Mais det(Rp,) = (1 —

7/z) (1 —79/2)"t ... —comme on le voit en considérant le cas particulier d = 1-
et det(Rp,) est donc congru & 1 modulo 7. Donc l'image de ¢ par le morphisme
ci-dessus est égale & [,z /47 $i,0 modulo 7. O

Utilisant successivement les deux parties de cette proposition, on prolonge le
morphisme continu Fy[N¢[g71]” — Ap, o & Fy[M[g~1]]” puis & Az, tout entier.

5.3. Décomposition. — Pour construire les morphismes de décomposition,
nous allons représenter les matrices Ry7,--- comme des matrices de taille infi-
nie, dont les lignes et les colonnes seront indexées par Z et dont les diagonales
paralleles a la /c\liagonale principale seront périodiques de période d. Contraire-
ment a My(K ® Aznt), le Azpe-module Mo (Azp:) des matrices de taille infinie
« Z X Z » n’est pas une Az,s-algébre car le produit n’y est pas partout défini;
cette représentation sera cependant compatible au produit partiel évident sur
MOO(AInt)~

En fait, ces représentations ne seront pas les mémes du coté Lubin-Tate et du
c6té Drinfeld.

Du c6té Lubin-Tate, on associera a toute matrice M € Md(K®AInt) la matrice

de taille infinie (encore notée M dans 5.3.2) de 'action de M sur K 18 Az, vis-a-
vis de la base (topologique) (E; = "P7~1e1) ez . En particulier, ‘P sera représentée
par la matrice obtenue en décalant Id,, d’un cran vers le bas, diag(a,--- ,aq) par
la matrice diagonale périodique diag(a;);cz et on écrira

. 1 ri1 micie
RL"T = te 0 1 Ti,l

0 0 1
8i-1,0 0 0
et Spr=1--- Si 1 Si,0 0

Si+1,2  Si4+1,1  Si41,0
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les matrices a coefficients dans Az,; obtenues en décomposant la matrice

2
tir tiy tiy

2 1
q q )
ti+1 ti+1 tz+1

sous la forme S LTRZ} (dans Décriture de ces trois matrices, on convient que le
terme central est situé sur la i-éme ligne et la i-éme colonne).

Du c6té Drinfeld, on associera a toute matrice M € My(K ® Aznt) la matrice

de taille infinie (encore notée M dans 5.3.3) de laction de M sur K& Azne
vis-a-vis de la base (topologique) (E} = P~itle ) ez —on peut d’ailleurs noter
que cette représentation differe de celle adoptée co6té Lubin-Tate par une double
transposition, portant a la fois sur les matrices de taille finie d et sur les matrices
de taille infinie '?). En particulier, P sera représentée par la matrice obtenue en
décalant Id,, d’un cran vers le haut, diag(ai,---,aq) par la matrice diagonale
périodique diag(a;);ecz et on écrira

Si—1,0 Si, 1 Si+1,2
et Sp,=|-- 0 8i0  Si+1,1
0 0  sit10

(12)Le lecteur que cette double transposition rebuterait peut donc choisir un c6té —il est plus
logique de choisir la représentation (5.3.2) adaptée au co6té Lubin-Tate car le paragraphe 5.3.1
(lemmes techniques) est écrite en privilégiant ce cdté— et transposer systématiquement de 'autre
coté. Ce point de vue a cependant aussi ses désavantages, en particulier lorsqu’on introduira une
topologie sur le Az,¢-module des matrices infinies.
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les matrices a coefficients dans Az,; obtenues en décomposant la matrice

sous la forme SDTR{; (dans Pécriture de ces trois matrices, on convient la encore
que le terme central est situé sur la i-éme ligne et la i-éme colonne).

Si I et J sont des parties de Z on note, pour toute matrice M dont les lignes et
les colonnes sont indexées par Z, My ; la matrice extraite de M dont les indices
de ligne sont dans I et les indices de colonnes sont dans J, en ordonnant par ordre
croissant les éléments de I et de J. De plus, pour j, k € Z, on note [j, k] 'ensemble
{j,7+1,--- ,k} si j <k et I'ensemble vide sinon.

Pour obtenir ces décompositions, du coté Lubin-Tate comme du c6té Drin-
feld, nous allons extraire de la matrice T, (avec * = L7 ou Dr) la matrice de
taille finie T\ (4 5],[a,5) (POUr @ < b entiers) et décomposer T, [4,4],[a,b] SOUS la forme
SEP(RIP) L ot RS et S5 sont triangulaires supérieures, S&5 et R%. sont trian-
gulaires inférieures, et les matrices R®® ont une diagonale principale formée de 1.
Les formules donnant les coefficients des matrices issues de ces décompositions (voir
5.3.2 pour le c6té Lubin-Tate et 5.3.3 pour le c6té Drinfeld) les expriment comme
des quotients de déterminants de matrices extraites de la matrice T [q,p],[4,5)- Les
coefficients des matrices (R%")™! et (S2?)~1 sont aussi donnés par des formules
du méme type.

Les dénominateurs de ces quotients seront en fait tous de la forme

(puissance fractionnaire de ¢ ---t4) X (unité de Az,;).

Ces quotients définiront donc des matrices inversibles R ot S*° A coefficients
dans Az,[(t; -+ -tq) 1] vérifiant T*7[a7b]7[a,b]RZ’b = 8P,

Nous obtiendrons des majorations des normes t; - - - tg-adiques des coeflicients
des matrices Ri’b, S et de leurs inverses. Pour certaines de ces matrices (SZ’Yb- et
son inverse pour le c6té Lubin-Tate ; R%IT) et son inverse pour le ¢6té Drinfeld) nous
obtiendrons méme des estimées plus précises de ces coefficients. 1l en résultera en
particulier que les matrices R S ot (Ri’b)_1 sont & coefficients dans Azp;.

Nous ferons ensuite tendre a vers —oo et b vers +oo et démontrerons que les
coefficients des matrices R%? et S admettent tous une limite et que ces limites
fournissent une solution de notre probleme de décomposition.

Plus précisément, prolongeant R%Y et 52 par 0 pour les considérer de nou-
veau comme des matrices infinies, la convergence R%" — Ry ° ™ aura lieu pour
la topologie de la convergence uniforme sur les colonnes alors que la convergence
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S&Y 5 §7°9F% qura lieu pour la topologie de la convergence simple des coeffi-
cients. L’application R +— TR est continue sur son domaine de définition vis-a vis
de ces topologies (on rappelle que la norme de Az,; est ultramétrique). L’égalité
T.R%" = S founira alors par passage & la limite I'égalité T, Ry °° 7> = §, > F°°
qui est le but de la construction. Il sera ensuite assez facile de Adémontrer que
R, = R;™T et S, = S7°°" sont dans image de My(K ® Azy,;) par la
représentation (5.2.%).

Enfin, en utilisant les estimées des coefficients des matrices R, S, et de leurs
inverses mentionnées ci-dessus, nous démontrerons que le couple (R, S,.) définit

un point de M, . pepa & valeurs dans Az,;.

Pour réaliser ce programme, nous aurons besoin des lemmes techniques suivants,
concernant les déterminants de matrices extraites de Ty7 et Tp,.

5.3.1. Lemmes techniques. — On va se concentrer sur le c6té Lubin-Tate. Dans
tous les lemmes qui vont suivre, on pose donc T' = Tr7. Pour utiliser les lemmes
techniques de ce paragraphe du coté Drinfeld, il faudra donc au préalable trans-
poser la matrice de taille infinie T'.

On rappelle

Pour toute matrice carrée M, on note det(M) son déterminant et [] (M) le
diag
produit de ses coefficients diagonaux.

Lemme 5.3.1. — Soient I et J deux parties finies de Z de méme cardinal. Alors

det(Tr,5)/ 11 (T1,5) appartient @ Fq[M[q_l]]A.
diag

Démonstration. — On commence par établir le lemme quand I et J ont pour
cardinal 2. On pose I = {iy,i2} et J = {j1,Ja2}, avec i1 < iz et j; < ja2. On a alors

git—h gi2—1
T ; = til. ) til. )
1,J g2 gi27%2 | *
tiz ti2

D'ou det(Ty 5)/ [1 (Tr.y) = 1 — (tg;il/t?:Q )72=7"' | En remarquant qu’ on a

diag
tflﬂl/t;l;z = Hji_ill(tg/ti+1)q7(z+l), on obtient donc déja ce cas particulier du
lemme.
En général, soit k le cardinal de I et de J. Ecrivons I = {iy,da, - ,ir} et

J={J1,72, sk}, avec iy < ig < -+ < ik et j1 < jo < -+ < jr. On note Sy le
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groupe des permutations de 1’ensemble {1,2,--- /k}. On a bien str
det(TI7J) = Z Sgn H t Ja(a) 7a.
ceSy

On se propose donc de démontrer que pour tout o € &g, le quotient

H t Jo(a) H tha m

appartient a F,[M[g~1]]™. En fait, en écrivant o comme un produit de transposi-
tions d’éléments adjacents, cela résulte du calcul ci-dessus lorsque k = 2.

On va cependant en donner une autre démonstration qui a 'avantage de montrer
que le quotient ci-dessus est non seulement entier mais tres petit si o est tres
différent de I'identité.

Tout d’abord, un calcul simple montre que

i ; ( >
( q]a(a) thJa a H(t?/tl_l,.l) a€{1,2,-,d} ,iq<i

a=1 1E€EZL

(q77(®) —gi®) ) /g *!

On note que le produit sur i € Z est fini car Pexpression est nulle pour
i & [i1,iq — 1]. Comme t +— ¢’ est strictement croissante, il est évident que
Za€{1,2 ) i <i(@’7@ —¢’+) > 0 pour tout i € Z, ce qui démontre le lemme. [

Au cours de la démonstration ci-dessus on a aussi obtenu le complément suivant :
Complément au lemme 5.8.1. — Lélément ([T'_, ty o )/(Hi 1 tf:a )
est divisible par

tg41—1

H H (t?/tiﬂ)(qjaﬂ7qja)/qi+1

a€{l,--- ,k—1} tel que o({1,---,a})#{1,--,a} i=ia
dans la Fy-algébre Fy[M[g~]] "

Lemme 5.3.2. — Soient j,k € Z avec j < k et I une partie de Z de cardinal

k—j+41. Alors det(T7,(; 1))/ T (Tr,j,x)) est une unité dans Azps.
diag

Démonstration. — On rappelle la formule :
MOOI'G(X17"‘ ,Xk) :H H (Q1X1+C¥2X2+"'+Cki,1Xi,1 +Xz)
i=lag,,a;-1€F,;
OI‘, sil = {ij,ij+1,’ . ,ik} avec ij < ij+1 < e < g,

—ij+1

—i; —i qj
det (T () = (Moore(tfj ol AURRFSEE St k)) )
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On en déduit

det(T} 14, k] i1 —i N
—_— e t! st t? ) .
H (TI . k] (H H ((aj ij + Qjt1t;. J+1 + + i )/ i )

diag 1=j Qo QG — 1€]F

- S
Or on a vu que chaque expression (a;t! . T aat? +f ot )/t est

une unité dans Az,:. Donc le lemme est demontre O
Lemme 5.3.3. — Soient i € Z et I,15,J1,Jy des parties finies de [—o0,i —
1] telles que I et Jy aient méme cardinal, ainsi que I et Jo. Pour raccourcir

Dexpression qui suit, on note Hy (i, k) (avec a =1 ou 2) le couple (I, Ui, k], Jo U
[i,k]). Alors

det(T, (5,1)) det (T, (i, k+1)) — det(Ty (i, 141)) det (T, i,1)
[T (T k), 1i.0) dH (T 10, .1
iag

diag

est entier et tend vers 0 dans F,[M[q~']]” quand k tend vers +oo dans {i,i+1, - }.

Démonstration. — Il résulte trivialement du lemme 5.3.1 que l’expression ci-
dessus est entiere. Nous allons utiliser les estimées du complément au lemme 5.3.1
pour montrer qu’elle tend vers 0 quand & tend vers +oo. Soit n € N et b € Z/dZ.
Nous devons montrer que pour k assez grand,

det(T, (5,k)) det (T, (ik+1)) — det(Th, (i,0+1)) det(Try (i) )

[T (T o) 1T (T e fi,er11)

diag diag
est divisible par (¢{/t,41)" dans F,[M[g~!]]™. Pour «, 8 € {1,2} notons SZ; len-
semble des bijections o : I, U [i,k+ 8 —1] — J, U[i,k + 8 — 1] telles que le
nombre de j € [i, k — 1] congrus & b modulo d, et tels que o (I, Ui, j]) # Jo Ui, j]
soit inférieur ou égal a ng/(q — 1). Il résulte des estimées de la démonstration du
lemme 5.3.1 que, pour tout «, 8 € {1, 2},

det(Tr, ups et 5117 Ulisk+8-11)/ | | (Tt 8-11,6.0+-6-11)
diag

est égal modulo l'idéal de F,[M[q~!]]” engendré par (t{/tp+1)"™ &
o) _gi
( Z sgn(o) H tg e )/ H(T[i,kJrBfl],[i,kJrﬁfl])-
oesmk €L Ui k+p—1] diag

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, pour k assez grand en fonction de
n’

( S osgn(o) ] t?un,qz‘)( S sme) I t?am,q]‘)

gesﬁf JEIL1U[i,k] geggv; jeI2U[i,k+1]
() _ g3 () _ g3
— q —q q —q
= (T sen(o) (8 seale) IT 1T,
UES?:; JEU[i,k+1] UES;’lk JEI2UIi,k]
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Ceci résulte de existence d’une bijection ST x S30 — S8 x S7F telle que les
termes se correspondent deux a deux. On la construit de la ,fagon suivante : étant
donnés oy € S{le et g9 € S;éc, on considere le plus petit j € [i,k — 1] congru a
b modulo d, et tel que o11(f1 U [i,5]) = J1 Ui, 5] et o22(l2 Ui, j]) = J2 Ui, j].
Un tel j existe car k est assez grand en fonction de n. On pose alors

0'1,2|I1U[i7j] = 0'1,1|11u[i7j] )
Ul,2|[j+1,k+1] = 02,2|[j+1,k+1] )
02,1|12u[i,j] = U2,2|Izu[i7j] )
oo+ = oralgeie
ce qui fournit la bijection voulue. O

On démontre de maniere analogue le lemme suivant :

Lemme 5.3.4. — Soient i € Z et I, Is, J1,Jo des parties finies de [i + 1,+00]
telles que I et Jy aient méme cardinal, ainsi que Iy et Jo. Alors (en reprenant la
notation H, du lemme précédent)

det(THl(;m-)) det(THz(k,M)) — det(THl (kfl’i)) det(THz(k’i))
IT (T, e) TT (o1, 6-1,17)

diag diag
est entier et tend vers 0 dans Fy,[M[q~']]” quand k tend vers —oo dans {--- ,i —
1,i}.
5.8.2. Décomposition coté Lubin-Tate. — On continue a noter T = T,7. On note

aussi R et S au lieude Ry7 et Spr. Pour a,b € Z, avec a < b, nous allons montrer
que T, 5] [0, S'écrit (de maniere unique bien siir) comme un produit Sab(Rab)~1
ot S%Y est une matrice triangulaire inférieure & coefficients dans F,[M[g~1]]" et
R’ est une matrice triangulaire supérieure & coefficients dans F,[M[g~!]]” dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1. En conformité avec les notations
déja introduites pour les coefficients de Ry7 et S,7, on écrit les matrices R*Y et
St sous la forme

1 L a,b a,b a,b L a,b
7‘a,i—l—a 7’a,i—a Ta,i-‘rl—a 7‘a,b—a
0 . .
1 a,b a,b L a,b
Tic1a Ti—12 T 1,b—i+1
b . . a,b . a,b
R* =1 * : 1 Tii Tib—i
a,b
1 Ti41,b—i—1




L’ISOMORPHISME DES DEUX TOURS EN EGALES CARACTERISTIQUES 57

a,b
5400 0 0
a,b a,b
Si—l4—a—1 """ 5i—1,0
a,b __
S - a,b o a,b a,b
Sii—a Si1 5i,0
a b a,b a,b a b
Sit1it1—a 7 Si+1,2  Si+11 Sit1,0
: : 0
a,b a,b a,b s a,b
Shb—a Spb—it1l  Sbb—i  Sbb—i—1 55,0
On pose R4 = (R*Y)~1 et §%b = (§25)~1: on indexe les coefficients 77 et f]b
des matrices R*? et S%® comme ceux de R’ et de S%P.
On rappelle que 'on note E; = 'Pi~le; pour tout i € Z.
a,b _ Qa,b t tQa, b _ tpa,b ) :
Les relations Tj, p)(a,0) R*” = S*” et "I p],[a,0) O R*?, que I'on souhaite

obtenir, impliquent les égalités

a,b
Tiap),fa.0) (i) + 7770 1T, b),fa,) (Bie 1) +- 4 Ta i aT[a b),[a.b] (Ea )
=S5 OE + sz+1 1El+1 + 4+ Sb b zEb

et 30 o) o) (Bi) + 507 Tlap o) ( Gio1) 4o+ 50 T[a a0 (Ea)
=E + ?t‘lylel+1 +- z b zEb

7/7

En considérant successivement le produit extérieur de la premiere de ces deux
égalités

— & gauche, par /\ke[a’Fl] Tia,b),[a,0) (Ek) et & droite, par /\ke[i,b]f{iﬂ.} By,
— & gauche, par /\ke[a,ifl]f{ifj} T[a,b],[a,b] (Ek) et a droite, par /\ke[i,b] Ey

puis le produit extérieur de la deuxieme

) et a droite, par /\ke[i+1,b]7{i+j} Ey
) et a droite, par /\ke[i+1,b]—{i+j} Ey

— agauche, par Ayc, i rigy Tlab)fab)(

E
— agauche, par Ayci, - (i) tT[aJ,],[a’b](Ev'

on obtient
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b det(Ta,i—1)ufi+j},[a,])
i+3,7 det(T[a7i_1],[a,i—1])

rfibjj = (—1)j+1det(T[a’i*”’[“"i]*{ifj})
; det(Tia,i-1],[a,i—1))

sot = (—pyrt Sl foizy)
’ det(Tia,,[a.i))

det(T]a,q),[a,i—1)Ufi+j
ot = 0t (Tha,i) [a,i-1]u{i+})
’ det(Ta,i,a,i))

Il résulte du lemme 5.3.2 que les dénominateurs de ces expressions sont le pro-
duit par une unité d’une puissance fractionnaire de ¢ - - -t4. On obtient donc des
matrices R%? et S appartenant & GLy_q11(Aznt[(t1---ta)"]). La proposition
suivante entraine en particulier que R*?, %% et (R*?)~1 sont en fait & coefficients
dans Az,;.

Proposition 5.3.5. — Les quotients

a,b a,b

itii  zab_ timjoli i—jj ~a,b,1—q’
q—i 7 4J ,q1 g1 (t' ot )q,1 et Ti,j ti
tivj it =gttt

appartiennent a Azny ; les deux premiers sont méme dans A%, ,.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes 5.3.1 et 5.3.2. O
a,b a,b ~a,b ~a,b /
On remarque que T3l Sivigr Tiy €68 ne dépendent pas de b.

a,b a,b ~a,b et ~a,b
i—j.g> Sitgge Tig OV Si
dans Az,;[(t1 -+ tq)"!] quand a tend vers —oo. On pose alors

Il résulte du lemme 5.3.3 que r admettent une limite

= a,b =1 a,b
Ti—j,j = MMa——oco T5_j 5 » Sitj,j = MMa——oo Si+j,61' ’
755 = lim 7ol et $;.; = lim 50
i, — a—oo I 5 3 a——=00 245
Remarque 5.3.6. — On aurait envie de poser

41 9et(T)—o0i—1] )~ o0,i]— {i—j})
det(T)—oo,i—1],]—o0,i—1])

On peut sans doute interpréter les déterminants infinis det(7}_ o i—1],)—co,i]—{i—j})
et det(Tj_oc,i—1],)—o0,i—1]) comme des fonctions theta, c’est-a-dire comme des sec-
tions d’un certain fibré en droites (dépendant de i € Z/dZ) sur la variété de
drapeaux affine D de la section 2 (voir [BL] , [Fal2] ou [PS]).

rijg = (=1)
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Utilisant les coefficients r;_; j, siyj;, 7i,j et 5; ; on forme des matrices R, S, R
et S. On va maintenant vérifier que les égalités RabRab = RabRab — Idp—q+1,
Gabgab — Gabgab — Idp—q41 et T[a,b},[a,b]R“’b = S5%Y passent & la limite et
fournissent des égalités RR = RR = Id, SS =88 = Ideo et TR = S.

En prolongeant R%® (resp. ---) par 0 on considére ces quatres matrices comme
des matrices de taille infinie, vérifiant les égalités RabRab = RabRab — Id[q,p),
Sabgab — gabgab — Idjg 4 et TR** = S%® —on peut aussi remarquer qu’en
utilisant 'indépendance de b on forme des matrices R (resp.---) vérifiant
les égalités Ra-too Ra-too — Ra+oo Ratoo — Idjg, 400l Ga.Feo Ga.feo — Gabgab —
[djg 4o00f €t TRt = §4+ . on pourrait aussi appliquer a ces matrices le rai-
sonnement qui va suivre.

Lorsque a tend vers —oo et b vers 400 les matrices R*? , §%-, E“’b, Sab et Id[q )
convergent repectivement vers R, S, E, S et Id pour la topologie de la conver-
gence simple des coefficients. Les deux premieres égalités RebRab = RabRab —
Idjq ) et Gabgab — Gabgab — Id[,,; passent a la limite sans probleme puisque
les coefficients d’un produit de matrices de taille infinie triangulaires supérieures
(resp. inférieures) sont en fait donnés par des sommes finies (de longueur ne
dépendant que de la distance de ce coefficient a la diagonale principale de la ma-
trice produit). Pour passer & la limite dans la troisieme égalité, on remarque qu’il
f;bj,j et r;_; ; sont tous deux divisibles par (t;_; -+ -t;_1)7" " (cf.
5.3.5) et a fortiori, par (1 ---t4) @~ DU/ que la i-éme colonne (T;-lﬁj+i)jez (avec
?f},o =1et rf_;_l;_j = 0 pour j > 0) de la matrice R*® converge uniformément
vers la i-eme colonne (r;,_;+;)jez de la matrice R. On a donc bien TR = S, par
la propriété de continuité du produit a gauche par 7" mentionnée au début de 5.3.

Lorsque a est assez négatif pour que ces expressions aient un sens, on vérifie
. s ¢ a+d,b _ _a+db ab _ _a+db ~a,b ~a+d,b t ~a,b _ ~a+d,b 1l
alsement que v g% =Ty i = Sipae Tij = Tigdy €U Sij = Sipay- Hen
résulte que 7;;, s;j, 75,; et S;; ne dépendent que de i € Z/dZ. On peut donc
déja considérer R, S, R™! et S~! comme des éléments du Az,[(t1---tq)~1)-
module diag(Az,:[(t1 ---tq) " D[['P, P~1]] ou, ce qui revient au méme, comme
des matrices de taille finie d & coefficients dans le Az,[(t;---tg)~!]-module

-1 -1

Azme[(ty -+ ta) 7 H[[z, 27 ]

On munit Az,¢[(¢; ---t4) '] de la norme additive (¢; - - - t4)9 '-adique (

v:iAzn — QU {+o0}

résulte du fait que r

r

13)

et on utilise cette norme additive pour définir des Azn[(t1---tq)~!]-algebres
H(Jv1, v2[, Aznt) comme dans le paragraphe 4.2. 1l résulte alors de la proposition
5.3.5 que les matrices R, S, R™! et S~! ont elles aussi les propriétés énoncées dans

(13)définie comme la norme w-adique de 4.2 mais en remplagant 7 par (t1---t4)?"!. En

fait, le morphisme de décomposition munit Az,; d’une structure de O-algebre pour laquelle
/(1 -tq)97 ! est une unité (voir quelques lignes aprés le signe de renvoi de cette note) si bien
qu’a posteriori cette norme est aussi la norme mw-adique.
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la proposition 4.2.2 et qu’en particulier elles ont toutes les quatre leurs coeflicients
dans la Azp¢[(t1 - - - tq) ~t-algebre ’H(]%, 1], Aznt)-

Soit ® = R~ *PR, considérée pour Iinstant comme une matrice & coefficients
dans H(}é, 1[, Aznt). 1l résulte de 1'égalité TP = ™T que 'on a S® = 7S et donc
aussi ® = S~178 (on rappelle que les matrices S et T ont leurs coefficients dans
H(]0, +00[, Azpe)). En particulier, le développement > 'P7 diag(¢i,;)1<i<a de la
matrice ® = S717S = R™''PR ne fait intervenir que des termes de degré 0 et 1
et le terme de degré 0 est !P. Pour retrouver les notations de 2.2, on renomme z;
I’élément ¢; o.

Il résulte de I'égalité S® = 7S que x; n’est autre que 8%1. En particulier,
le produit 7 = (—1)4" 12, --- 24 est le produit de (t;---t4)9"! par une unité, ce
qui munit Az,; d’une structure de O-algebre topologique. En remarquant que
les éléments x;, qui sont le produit de tg_l par une unité, sont topologiquement
nilpotents dans Az,; on obtient donc déja un point de M7 a valeurs dans Azy;.
Reprenant les notations de (3.2), on définit donc un morphisme

B\LT,oo = (O[[(l’i)ieZ/dz]][(Si,j)iez/dz,jeN}/I%r,oo)A — Aznt,

ou l'on note 7,  l'idéal engendré par m — (=1)%2y --- x4 et par les éléments
s%l —x; et Sg,j — XS ;—Sij—1 (1 € Z/dZ,j > 1), et ou " désigne la complétion
(z1,- - ,xq)-adique.

La 6—algébre E[;T,oo est plate puisqu’elle s’obtient & partir de la réunion d’une

tour d’algebres finies localement libres sur la 5—algébre plate

Berpx = Of[x1, -+ yaall/(z1 - -2 — (—=1)7)

en prenant la complétion pour la topologie (z1,- - xd)—adique Les éléments x;,
qui divisent 7, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans B[;T - Le morphisme
évident BLT o — ALT ~ €st donc une injection et identifie BLT oo au complété
m-adique de la sous-algebre de A LT ,00 €ngendrée par les s; ; (les ; sont nilpotents
modulo 7 dans ELT,OO).

Il reste & vérifier que ce morphisme s’étend a 2&',00 D B\LT@O. Pour cela on
remarque que s’io/siH,O est le produit de t!/t;11 et d’une unité de Az, (on
rappelle qu’on a plus généralement siﬂ»,j/t;—i; € A7), si bien que s{,/siy10
appartient a Azp¢. Comme Az, est normal, le morphisme s’étend au normalisé et
on obtient finalement le morphisme continu de [F -algebres topologiques

(décomposition)” : Agr oo — Azns

annoncé —bien entendu, ce morphisme est méme un morphisme de O-algebres
topologiques, mais il n’y a pas grand mérite a cela car on a défini la structure de

O-algebre sur Az, par transport de structures.
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On va finalement démontrer que les morphismes

(décomposition)™
A,CT,oo = AInt
(produit)*

~

sont, des isomorphismes, inverses deux a deux.
On traite d’abord le cas du morphisme composé

Coms AInt (proglit)* A\LT7OO (dc’comgsition)* AInt .
Les matrices infinies R et S que 'on vient de construire satisfont 'identité Ty =
SR! (ot Tr7 est la matrice tautologique & valeurs dans Az,;). Le morphisme
C7nt est donc égal a lidentité sur les ¢;. La Fq—algébre Az est integre et le
morphisme Cz,; est continu; c’est donc l'identité.
On traite maintenant le cas du morphisme composé

(produit)* -~
AInt - AET,OO .

(décomposition)™
—

Crroo: XLT,OO
Un raisonnement analogue a celui qu’on a fait dans la proposition 4.2.1 (unicité
de la décomposition) démontre qu’en redécomposant le produit 7 = SR~!, on
réobtient les matrices R et S. Le morphisme ELT’OO — A\LTW obtenu en com-
posant Cr7 o avec l'injection évidente ELT,oo — //1\/;7,00 est donc encore cette
injection évidente —en particulier le morphisme Cr7 o est donc l'identité sur les
Si,j-

La 5—algébre ELT,OO est plate, par définition (cf. 3.2). Les éléments xz;, qui
divisent 7, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans 257-700 et le morphisme
CrT.00 est donc aussi l'identité sur les éléments xf /2;41. Soit A’LT’oo la sous-
algebre de ELT}OO engendrée par les s;; et par les xf/x;11. On rappelle (3.2)
que E,CT’OO s’obtient comme complétée d’une algebre A,7 o, qui n'est autre que
la cloture intégrale de Aj.r . dans Ap7 . Le morphisme continu Cr7 0, qui
prolonge l'injection évidente A/ET,oo — A\LT,OO est donc l'identité, ce qui acheve la
démonstration.

5.83.83. Décomposition coté Drinfeld. — Dans ce paragraphe on note T = Tp,,
R = Rp, et S = Sp, et on les représente comme des matrices infinies sous la
forme annoncée au début de (5.3).

On rappelle que

-1 —2

tion Bty
=1ty t tl,

ti, ot tin

(c’est donc la transposée de la matrice utilisée en 5.3.1).
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Pour a,b € Z, avec a < b, nous allons montrer que T}, ) (4,5 8'¢crit (de maniere
unique bien siir) comme un produit S%*(R**)~! ot S*° est une matrice triangu-
laire supérieure & coefficients dans F,[M[g~!]] " et R*? est une matrice triangulaire
inférieure & coefficients dans F,[M[g~1]]” dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux a 1. En conformité avec les notations déja introduites, on écrit les matrices
R** et S** sous la forme

1 0 0
a,b
ai—a—1 77 1
Ra’b = a,b a,b 1
Tajima 7" 1,1
a,b a,b a,b 1
Tajitl—a " Tiz1,2 i1
a,b . a,b a,b a,b . 1
Ta,bfa 7‘171 Jb—i+1 ri,bfi Tz+1 b—i—1
a,b a,b a,b a b a,b
Sa0 7 Silili—1-a Sii—a Sitlitl-a " Sbb-a
0
a,b a,b a b a,b
$i=1,0 Si1 Sit1,2 T Spb—it
b . . a,b a b a,b
Qb — : : 5i,0 Sit1,1 T Sbb—i
a b . a,b
5510 Spb—i—1
a,b
0o .- 0 Sy’

On pose R¥* = (R*?)~! et S = (§%Y)~1: on indexe les coefficients wb et fjb
des matrices R’ et S%® comme ceux des matrices R*? et S®P.

On rappelle que 'on note E’» = P'=Je, pour tout i € Z.

Les relations Tl p), (0,5 R*" = S*" et “Tiq5],(a.0] t5ab — 1R que I'on souhaite
obtenir, impliquent les égalités

a,b a,b
Tiab).[ab) () + 737 Tla b [a.b] (E§+1) MRRRAL i Lla.b).[a,0] (Ep)
*SzoE/+S E, 1+ +Szzb—aE/

a

et 570 Tap)an(E )+51+11T[ab1[ab1( ) S T[ab][ab]( 5)

+ 171 1E/ 1+ + El

G. 747(1
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En considérant successivement le produit extérieur de la premiere de ces deux
égalités
— & gauche, par /\ke (a,i]—{i—j} E; et a droite, par /\ke[i+1,b] Tiab),[a.0) (E})
— & gauche, par /\ke E et a droite, par /\ke (i+1,8]— {5} Llasb],[a.b] (E})
puis le produit extérieur de la deuxieme
— & gauche, par /\ke [ai—1] E,~c et a droite, par /\ke[z b—{i+} T[a 8], [a,b] (EV,’C)
— & gauche, par /\ke (aim1]—{i—} E et & droite, par /\ke[l,b] Ta,b],[a0) ( ,’C)
on obtient
gab _ det(Ti—jyuit1,),0i,6))
! det(T]iq1,0),[i+1,0))

reb (- )j+1det(T[z‘H,b],[i,m—{m})
I det (Thig1,8),[i+1.,5])

sab (—1)i+1 det (17 p)—{i+j},[i+1,5])
det(T};,6),16,5))

ot b _ det(Tfip) fimgholitie)
i—j,j det(Ti; ), 10,0))

Proposition 5.3.7. — Les quotients
a,b a,b

irj sab b Sy o oap bt ctigg
(] [tip) (1 tive) - (G [ting) T 7 t T w3 t?; tf;;
appartiennent & Ay, ; les deux premiers sont méme dans A7, ,.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes 5.3.1 et 5.3.2. O
On remarque que rfJb, s?’;’, T bj ; et SHJ ; ne dépendent pas de a.

a,b a,b ~a,b ~a,b

Il résulte du lemme 5.3.4 que 7,7, 8,7, ;2 ; et 83

dans Az, quand b tend vers +o0o. On pose alors

admettent une limite

a,b a,b

T = limp_ 4 oo 7’1 Vi 855 = limp— oo 51 i
Zab ab ~0b

Ticj; = My oo Ty 5 et s = limy_, | o0 55 Sitij-

Les quelques lignes qui vont suivre (jusqu’a la définition d’un point (®, R, S) de

hm MDT n & valeurs dans la O algebre Az,;) sont parfaitement analogues a ce
qu gn a déja fait du coté Lubin-Tate ; on a donc un peu abrégé la formulation des
arguments.

Utilisant les coefficients r; ;, s; 5, 7 ; €t 5; ; on forme des matrices de taille infinie
R, S, Ret S. On prolonge les matrices R%" (resp. ---) par 0, ce qui permet de
les considérer comme des matrices infinies telles que RabRab = RabRab — Idp, p),
Gabgab — gabgab — = Id[q ) et TR® b = 69 Les deux premieres égalités passent
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3 la limite et on a donc R = R~ et § = S~1. Les estimées (5.3.7) pour TZ’jb et
celles qui en découlent immédiatement pour r; ; entrainent que la i-eme colonne
de la matrice R*" converge uniformément vers celle de la matrice R pour tout
i €Z;onadoncT = RS.

Les coeflicients r; j, s; 4, 7i,; et §;; ne dépendent en fait que de ¢ modulo d,
ab _ _a,b+d
i Titd,j
de considérer R, ..., ST comme des matrices de taille d a coefficients dans le
Azni|(ty -+ tq) " H-module Az, [(t1---tq)"][[2,27]]. En utilisant la proposition
5.3.7, on vérifie que les matrices R, S, R~! et S~! ont en fait les propriétés énoncées
dans la proposition 4.2.2 —a cela pres qu’il faut remplacer la norme additive -
adique par la norme additive (t;---t4)9 !-adique de Az,;. On vérifie alors en
utilisant I'identité "7 = PT que ® = R™!"R est aussi égale & S™1P~!7S dans
H(]%, 1, Aznt).

La matrice ® s’écrit donc sous la forme Idy + P! diag(yi)1<i<a- On munit

comme on le voit en utilisant l'identité r
1

(resp. -+-), ce qui permet

Az, d’une structure de 5-algébre topologique en posant m = (—1)%y; ---y4 —ce
morphisme est continu car 7/(t; - -t4)?"! est une unité de Az, ; rien ne garan-
tit pour l'instant que cette structure de 5—algébre coincide avec celle définie de
maniere analogue du c6té Lubin-Tate. Comme la 5—a1gébre A7y est normale, le
triplet (®, R, S) définit déja un point de la limite projective complétée (h—mn ./\\;lpnn
a valeurs dans la 5—alg‘ebre Azt

On va maintenant vérifier que ce point se factorise en fait a travers le sous-
—0

schéma formel ouvert Mp,. ., p-spa = Spf EDT,OO.
Il résulte déja de (5.3.7) que 75 ; € TAzn: pour j > d.

Par ailleurs pour « EF;, 1<j<d-leti€Z/dZona,poura<ietb=i+k
avec k > j,

g it q gkt
ab Moore(tiy1, -+, ; —atf, -t , )
I—ar;; = PRSES] PRpES :
Moore(tit1,- -+t ot )
A une constante pres dans Fy, ceci est égal a
g It q g *
I ontipr + oyt —ot]) oty
) R ga It gt
[a1, 0] EPE—1(F,) OéltH_l + + OéjtiJrj + + akti+k

Or chaque terme est une unité dans Az, car ¢! n’apparait jamais en dernier.
b s < .y
Donc, pour tout o € FX, 1 — ar®’ est une unité de Az,;. En passant & la limite

, P q 0,7 b 9

on voit qu’il en va de méme pour 1 — ar; ;, ce qui acheve la vérification du fait
-0 -
que le point (®, R, S) appartient a Mp,. ., p-epa = Spf Ap, o —ou, de maniere

équivalente, définit un morphisme continu Az, — Apr co.
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Enfin, les morphismes

(décomposition)™
Dr,0c0 = AInt
(produit)*

-~

sont des isomorphismes, inverses deux a deux. La démonstration est exactement
du méme type que du c6té Lubin-Tate. Elle sera donc omise.

5.4. Déterminants et structure de 5-a1gébre sur Azp:. — On va vérifier

que les deux structures de O-algebre sur Az,; provenant des deux morphismes de
décomposition coincident et donner une formule pour I'élément 7 € Azp;.

Pour cela, on va utiliser des morphismes déterminant analogues a celui de
[G, ch. IV]. Ces morphismes déterminant envoient les tours de Lubin Tate et
de Drinfeld en rang d vers les tours correspondantes en rang 1. On notera donc
Abr AL ALL AL et AL, les F-algebres notées Azr, Apr, At o, Aro
et Azpe jusqu’ & présent.

Les déterminants des matrices ®x (2.2) et Py (2.3) sont respectivement
(-1)4Y(z—7) et 1 —7/z et le déterminant de P est (—1)9~1z. Les déterminants
det R, (x = LT ou Dr) vérifient alors tous deux l'équation det R, = (1 —
7/z) Tdet R, et sont donc tous deux égaux a (1 —m/2)" (1 —79/2)"t-.. carils
sont congrus & 1 modulo 7. On obtient ainsi un morphisme det : Al — A?, qui

n’est autre que le morphisme structural O A, dela 5—algébre A,.

Ceci permet déja de vérifier que les deux structures de O-algebre sur Az,
induites par les deux morphismes de décomposition coincident. En effet, det S,
s’écrit comme un série entiere en z alors que det R, s’écrit sous la forme 1+ 271 x
(série entiere en z’l); on a ainsi évidemment det R+ = det Rp, et les deux
structures de 5—algébre sur Az,; coincident donc.

Pour expliciter en termes intrinseques la structure de (5—algébre ainsi obtenue,
on pourrait utiliser (en rang 1) les formules de décomposition donnant R, en
fonction de S,. Il est cependant plus commode d’utiliser celles donnant la matrice
S., qui sont en fait plus simples. On remarque que I'on a (—1)971(z — 7) det S, =
Tdet S, et (—1)9"1zdet T, = "det T,. Choisissant une racine (g — 1)-eme p de —1

dans O, on obtient alors des morphismes déterminant

det, : Spf A?  — Spf Al . et det, : Spf A%, — Spf AL,
(R, Sy) — (det R, pdet Sy) T. — pdetT,

compatibles aux morphismes de décomposition Spf A%nt —  Spf gf,oo et
Spf AL, — Spf ;{ioo En particulier, appliquant la décomposition du para-
graphe 5.3 & det T, = Y., 7 " ((=1)4'2)7, on trouve det S, = so + 512 + - --

qg—1 _
avec s =T.
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Explicitement, la structure de 5—algébre sur Az, est la suivante :

g—1
m= lim (—1)%! <Dk+1(t)) , ou

kr——+o00 Dk(t)

t td oo
ta
Dy (t) = det
tq
ta " ¢

On peut aussi caractériser m comme ['unique solution de valuation t-adique
g — 1 de I'équation 3, ;17 “((-1)7712)7 = 0 dans AL ,. En effet, la séric

Yjez 77 ((=1)?712)J converge sur le disque ouvert épointé de rayon 1; la série
det R;! = (1 — 7/2)(1 — w9/z) converge aussi sur ce disque ouvert épointé
(et méme au-dela...) et a des zéros en z = 7r,7rq,7rq2 -+ alors que la série
det S, = pu~1(sg + s12 + - -+ ) converge sur le disque ouvert de rayon 1 et a des
zéros en z = ¢ w4 “? ... 1l suffit alors de se rappeler que la valuation m-adique
detest 1/(g—1);la Valuation t-adique de 7 est donc g — 1.

Remarque 5.4.1. — La structure de ﬁq—algébre de Az, est assez simple mais sa

structure de 5—algébre est plus compliquée, comme la formule ci-dessus le montre.
On peut rapprocher cela de la situation pour les espaces de modules avec struc-

tures de niveau M7, (ou de ceux considérés dans la remarque 2.2.3). L’algebre

de fonctions du F,-schéma formel affine M £7.n (ou, plus précisément, de sa com-
— — ht=0
posante connexe {ht p = 0}) est une F,-algebre de séries formelles, puisque M+,

est pro-artinienne et réguliere [D1], mais I’élément 7 est 1& aussi donné par une
formule un peu compliquée, faisant d’ailleurs elle aussi intervenir des déterminants
de Moore comme ceux que ’on a rencontrés dans le paragraphe 5.1.

5.5. Démonstration de 4.1.1.2. — On va se placer dans Az,; et considérer
les éléments z!/x; 41 et yl comme des éléments de Az,;. On rappelle qu’on a
T = (35(’{)‘1—1 et y; = (s75)7/sE0 - On rappelle aussi que i T /t; et sPr/t; sont
des unités de Az, (voir les propositions 5.2.2 et 5.2.4 et utlhser le falt que les
morphismes de produit 5.2 sont des isomorphismes). L’élément s / sDT est alors
une unité et on a

. 1
xzq/mi-i-l = ( /SD )(I(q 1)( Sit+1, 0/52+1 0) Ty q )

ce qui démontre la deuxiéme partie du théoreme 4.1.1 et achéve par conséquent la
démonstration du théoreme 1.5.3.
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