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CARACTÉRISTIQUES

par

Alain Genestier et Vincent Lafforgue

Introduction

La véritable introduction « mathématique » apparâıtra plus tard (1.5) lorsque
nous aurons fixé les notations et effectué quelques rappels. Pour le moment, nous
nous contenterons de donner un bref aperçu de notre plan.

Dans la première section, après quelques préparatifs, nous énonçons le théorème
principal de l’article. Le paragraphe 1.5 que nous consacrons à cet énoncé (et en
particulier, l’analyse critique de la conjecture 1.5.1) a été fortement influencé par
l’exposé d’introduction de Laurent Fargues, pour le groupe de travail à l’IHES sur
l’isomorphisme de Faltings.

La deuxième section est essentiellement composée de rappels. Nous y résumons
une partie de [G], notamment une équivalence de catégories due à Drinfeld (le
« module de coordonnées », voir [G, ch. I]) qui nous permettra de ramener la
construction de l’isomorphisme des deux tours à de l’algèbre linéaire, ainsi que les
résultats explicites sur la tour de Drinfeld des chapitres II et IV de [G]. Utilisant
un théorème de Drinfeld [D1], nous y développons aussi des résultats explicites
analogues pour la tour de Lubin-Tate.

Dans la troisième section, nous introduisons un recouvrement de la tour de
Lubin-Tate indexé par l’ensemble des simplexes d’un immeuble de Bruhat-Tits.
En fait, un recouvrement de la tour de Drinfeld de même ensemble d’indices (dont
nous rappelons la définition dans le deuxième section) apparâıt déjà dans [BC]
et [G]. Cette section recoupe l’article [Far2], qui généralise considérablement son
résultat principal 3.1.4 et traite aussi du cas d’inégales caractéristiques.

Dans la quatrième section, fixant un simplexe maximal de l’immeuble de
Bruhat-Tits, nous ramenons la construction de l’isomorphisme des deux tours à
celle d’un isomorphisme des ouverts de ces deux tours associés au simplexe fixé
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–ces ouverts seront donc considérés comme des « domaines fondamentaux » et
cette section est consacrée à l’étude des recollements.

Dans la cinquième section, qui est en fait le cœur de ce travail, nous construisons
finalement l’isomorphisme des domaines fondamentaux.

1. Rappels sur les deux tours et énoncé du théorème

1.1. Notations. — Soit O un anneau de valuation discrète localement compact
d’égales caractéristiques p > 0. On identifie son corps résiduel à Fq (où q = pr)
et on note K son corps des fractions. On note v la valuation sur K. On fixe une
uniformisante π de O, ce qui induit des identifications O ' Fq[[π]] , K ' Fq((π)).

On fixe un entier d ≥ 1 et on note D l’unique K-algèbre à division centrale
simple (à isomorphisme non-unique près) d’invariant 1/d et OD l’ordre maximal
de D. Si l’on note Kd l’extension non-ramifiée de degré d de K, Od son anneau
d’entiers et τ ∈ Gal(Kd/K) l’automophisme induisant (λ 7→ λq) sur le corps
résiduel, les algèbres D et OD s’écrivent simplement comme des algèbres de po-
lynômes non-commutatifs Kd[Π] (resp. Od[Π]) en une indéterminée Π vérifiant les
relations Πd = π et Πa = τ(a)Π , ∀a ∈ Kd.

On note B ⊂ Md(O) l’ordre d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures
modulo π et

Pπ =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

π 0 · · · 0 0

 ∈ B ,
de sorte que l’on a

B = {
∑
i∈N

diag(λi,0, · · · , λi,d−1)P i
π, λi,j ∈ Fq} = diag(Fd

q)[[Pπ]] .

On appellera immeuble étendu de GLd(K) le produit de l’immeuble de Bruhat-
Tits de PGLd(K) par Z. Cette terminologie n’est pas standard car l’immeuble de
Bruhat-Tits de GLd(K) est plutôt le le produit de l’immeuble de Bruhat-Tits de
PGLd(K) par R ! On munira cet immeuble étendu de l’action de GLd(K) produit
de l’action standard sur l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K) et de l’action
(γ, n) ∈ GLd(K)× Z 7→ n− v(det γ) sur Z.

On note
^
K ⊃ Kd le complété de l’extension maximale non-ramifiée de K,

^
O

son anneau d’entiers et on note encore τ l’automorphisme de Frobenius de
^
K.

On note NilpO (resp. Nilp
^
O) la catégorie des O-schémas (resp.

^
O-schémas) sur

lesquels l’image de π est localement (pour la topologie de Zariski) nilpotente. Les
O-schémas formels (resp.

^
O-schémas formels) seront considérés comme des ind-

objets de NilpO (resp. Nilp
^
O). Lorsque S est un schéma (ou un schéma formel)

on commettra souvent l’abus de notation consistant à écrire s ∈ OS pour signifier
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que s est une section globale de OS . Pour S ∈ NilpO on note S0 = V (π) le sous-
schéma fermé de S le long duquel π s’annule et FrOS

le morphisme d’élévation
à la puissance q-ième. Pour S ∈ Nilp

^
O on note S[τ ] le

^
O-schéma de morphisme

structural le composé S → Spec
^
O τ→ Spec

^
O. Enfin, on note encore τ : Ĝa,S →

Ĝa,S l’isogénie de Frobenius (x 7→ xq) du groupe formel Ĝa,S .

1.2. O et OD-modules formels. — On rappelle maintenant quelques
définitions.

Définition 1.2.1. — Soit S ∈ NilpO.
– 1) Un O-module formel X sur S est un groupe formel lisse sur S muni d’une

action de O telle que l’action tangente de O sur LieX cöıncide avec celle
provenant des structures de O-algèbre de OS et de OS-module de LieX ; sa
dimension est celle du groupe formel sous-jacent.

– 2) Un O-module formel est dit π-divisible (ou de hauteur finie) lorsque l’en-
domorphisme X(π) est une isogénie. Sa hauteur (normalisée) est htX(π)/r,
où ht désigne la hauteur usuelle (c’est-à-dire, non-normalisée) ; cette hauteur
normalisée est un entier.

– 3) Lorsque X et Y sont deux O-modules formels, une quasi-isogénie ρ : X 99K
Y est un élément de HomO(X,Y )⊗OK ayant un inverse dans HomO(Y,X)⊗O
K. Le composé ρ ◦ X(πN ) est alors une isogénie pour N assez grand ; la
hauteur (normalisée) de ρ est (ht (ρ ◦ X(πN )) − htX(πN ))/r (N � 0) –
cette hauteur normalisée est un entier.

Dans la suite on appellera simplement hauteurs les hauteurs normalisées. De
même, la notation ht désignera la hauteur normalisée.

Définition 1.2.2. — Soit S ∈ NilpO.
– 1) Un OD-module formel est un O-module formel muni d’une action O-

linéaire de OD.
– 2) Un OD-module formel X est dit spécial lorsque l’action tangente de Od

sur LieX fait de LieX un Od ⊗O OS-module inversible.

On va maintenant donner deux exemples de O (et même OD)-modules formels
qui serviront respectivement de points-base dans la définition des tours de Lubin-
Tate et de Drinfeld. Ces deux O-modules formels seront définis sur le corps résiduel
Fq de la O-algèbre

^
O.

La proposition suivante est due à Lubin et Tate [LT].

Proposition 1.2.3. — Les O-modules formels X de dimension 1 et hauteur d
sur Fq sont tous isomorphes. La O-algèbre EndOX des endomorphismes d’un tel
O-module formel X est isomorphe à OD.
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Plutôt que de répéter la démonstration de [LT], on se contentera de dire qu’en
égales caractéristiques un tel X est défini par

X = Ĝa,Fq
en tant que groupe formel et X(π) = τd

et que l’action de OD sur X est définie par

X(λ) = λ (λ ∈ Fqd) et X(Π) = τ .

Le OD-module formel
Y =

⊕
i∈Z/dZ

X(Πi •Π−i)

(où X(Πi • Π−i) désigne le OD module formel obtenu en tordant l’action de OD

sur X par l’automorphisme Πi • Π−i de OD) est spécial. La proposition suivante
est due à Drinfeld [D2].

Proposition 1.2.4. — Les OD-modules formels spéciaux de hauteur d2 sur Fq

sont tous isogènes à Y. La O-algèbre EndOD
Y des endomorphismes de Y s’identifie

à l’ordre d’Iwahori tB des matrices triangulaires inférieures modulo π.

Là encore, au lieu de répéter la démonstration de [D2], on se contentera de dire
que l’isogénie rOd = diag(1, τ, · · · , τd−1) : Xd → Y identifie EndOD

(Y) ⊗O K à
EndOD

(Xd)⊗O K = Md(K) et que, pour cette identification, EndOD
Y ⊂ Md(K)

est l’ordre des matrices entières triangulaires inférieures modulo π.

1.3. Tour de Lubin-Tate. — On considère le foncteur
^
MLT qui à S ∈ Nilp

^
O

associe l’ensemble des classes d’isomorphie de couples (X, ρ), où
– X est un O-module formel sur S de dimension 1 et hauteur d
– ρ : XS0 99K XS0 est une quasi-isogénie

et à un morphisme S′ → S associe le morphisme de changement de base évident.
Le théorème suivant est dû à Lubin et Tate [LT] –voir aussi Rapoport-Zink

[RZ] pour une démonstration dans un cadre beaucoup plus général, englobant en
fait ce paragraphe et le suivant consacré à la tour de Drinfeld.

Théorème 1.3.1. — Le foncteur
^
MLT est (ind)-représentable par un

^
O-schéma

formel.

On donnera dans la troisième section (théorèmes de représentabilité explicites)
un énoncé beaucoup plus précis.

Définition 1.3.2. — Soit X un O-module formel de dimension 1. Une structure
de niveau à la Drinfeld [D1] d’échelon πn sur X est un morphisme de O-modules

σ : (π−nO/O)d → X

dont l’image cöıncide (en tant que diviseur) avec le sous-groupe X[πn] des points
de πn-torsion.
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L’ensemble des classes d’isomorphie de triplets (X, ρ, σ), où (X, ρ) ∈
^
MLT (S) et

σ est une structure de niveau à la Drinfeld d’échelon πn sur X, définit un foncteur
^
MLT ,n, qui est (ind-) représenté par un

^
O-schéma formel fini et plat au-dessus de

^
MLT .

La tour (
^
MLT ,n)n est munie d’une action (à gauche) du groupe GLd(K)×D×

(cf. [D1], [C] et [RZ]) dont on va maintenant rappeler la définition.
Soient γ ∈ GLd(K) et N ∈ N tel que πNγMd(O)γ−1 ⊂ Md(O). L’élément γ

induit un morphisme
^
MLT ,n+N →

^
MLT ,n de la manière suivante. Soient m ∈ Z

le plus petit entier tel que πmγ ∈ Md(O) et γ′ = πmγ. Grâce au théorème des
diviseurs élémentaires on voit aisément que πNOd ⊂ γ′Od ⊂ Od. Soient H =
γ′−1Od/Od ⊂ π−(n+N)Od/Od et X ′ = X/σ(H) (comme pour les structures de
niveau à la Drinfeld, cette image σ(H) doit être considérée comme un diviseur).
Le morphisme composé π−(n+N)Od/Od → X → X ′ se factorise à travers γ′ :
π−(n+N)Od/Od → γ′π−(n+N)Od/Od et la structure de niveau σ induit donc un
morphisme σ′ = π−nOd/Od ⊂ γ′π−(n+N)Od/Od → X ′ ; il résulte de [D1, prop.
4.4] que ce morphisme σ′ est une structure de niveau à la Drinfeld d’échelon πn

sur X ′. On obtient finalement un triplet (X ′, ρ′, σ′) ∈
^
MLT ,n(S) en prenant pour

ρ′ la quasi-isogénie composée XS0

π−m

99K XS0

ρ
99K XS0 → X ′

S0
.

Soit δ ∈ D×. L’élément δ induit un morphisme
^
MLT ,n →

^
MLT ,n associant

à un triplet (X, ρ, σ) ∈
^
MLT ,n(S) le triplet (X ′ = X, ρ′, σ′ = σ), où ρ′ est la

quasi-isogénie composée XS0

δ−1

99K XS0

ρ
99K XS0 .

On notera que les groupes GLd(K) et D× ont deux actions de nature très
différente : le groupe GLd(K) agit par « correspondances de Hecke » sur les struc-
tures de niveau alors que le groupe D× agit sur la quasi-isogénie.

Le sous-groupe K× ⊂ GLd(K)×D× (plongé diagonalement) agit trivialement
et l’action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLd(K) ×
D×)/K×.

Enfin, la tour (
^
MLT ,n)n est munie d’une donnée de descente à la Weil (au sens

de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est l’endomorphisme τ -semi-linéaire associant à
(X, ρ, σ) le triplet (X, ρ ◦τ−1, σ) sur S[τ ], où ρ ◦τ−1 est la quasi-isogénie composée

XS0[τ ] = X×(Spec Fq,τ) S0
τ−1

99K XS0

ρ
99K XS0 . Cette donnée de descente est effective

et le
^
O-schéma formel

^
MLT ,n provient donc, par changement de base, d’un O-

schéma formelMLT ,n –ce O-schéma formelMLT ,n s’identifie d’ailleurs à la partie

ouverte et fermée de
^
MLT ,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie ρ est nulle.

L’action de GLd(K) × D× sur la tour (
^
MLT ,n)n commute à cette donnée de

descente et descend donc en une action sur la tour (MLT ,n)n.
En principe, on appellera « tour de Lubin-Tate » la tour (MLT ,n)n. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (
^
MLT ,n)n –afin de ne pas créer de

confusions, on précisera à chaque fois laquelle des deux versions on utilise.
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1.4. Tour de Drinfeld. — On considère le foncteur
^
MDr qui à S ∈ Nilp

^
O

associe l’ensemble des classes d’isomorphie de couples (Y, ρ), où
– Y est un OD-module formel spécial sur S de hauteur d2

– ρ : YS0 99K YS0 est une quasi-isogénie compatible à l’action de OD

et à un morphisme S′ → S associe le morphisme de changement de base évident.
Le théorème suivant est dû à Drinfeld [D2] –voir aussi Rapoport-Zink [RZ],

ainsi que [G], pour d’autres démonstrations (celle de [G] ne vaut –hélas !– qu’en
égales caractéristiques).

Théorème 1.4.1. — Le foncteur
^
MDr est (ind)-représentable par un

^
O-schéma

formel.

On donnera dans la troisième section (théorèmes de représentabilité explicites)
un énoncé beaucoup plus précis qui est une reformulation du résultat principal de
[G, ch. II].

On considère maintenant la fibre générique au sens de Raynaud
^
M

rig

Dr (voir [B]
et [RZ, prop. 5.3]) de

^
MDr. La fibre générique au sens de Raynaud Y [πn]rig est un

schéma en groupes (et même en OD-modules) fini et étale au-dessus de
^
MDr qui

est localement (pour la topologie étale) isomorphe à π−nOD/OD. Les structures
de niveau d’échelon πn : π−nOD/OD

∼→ Y [πn]rig définissent alors un revêtement

fini étale galoisien
^
M

rig

Dr,n de
^
M

rig

Dr, de groupe de Galois (OD/π
nOD)×.

On munit la tour (
^
M

rig

Dr,n)n de l’action à gauche suivante de GLd(K) × D×.

A un triplet (Y, ρ, σ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S) (où S est une
^
K-variété rigide analytique,

(Y, ρ) un point de
^
MDr défini sur un modèle entier convenable Sent de S et σ :

π−nOD/OD
∼→ Y [πn]rig est une structure de niveau d’échelon πn sur Y ) et à

l’élément (γ, δ) ∈ GLd(K)×D×, elle associe le triplet

Y ′ = Y (Π−m •Πm)

ρ′ = (YSent
0

tγSent
0

99K YSent
0

ρ
99K YSent

0

YSent
0

(Π−m)

99K Y ′Sent
0

)

σ′ = (π−nOD/OD
(•Π−mδ)→ π−nOD/OD

σ→ Y [πn]rig == Y ′[πn]rig))

où m ∈ Z est l’entier tel que δ ∈ ΠmO×D, (•Π−mδ) est la multiplication à droite
par Π−mδ et Y [πn]rig == Y ′[πn]rig est l’isomorphisme O-linéaire évident (il n’est
pas OD-linéaire si m n’est pas multiple de d).

On remarque que par rapport à l’action précédemment définie sur la tour de
Lubin-Tate les groupes GLd(K) et D× ont inversé leur rôle. Le groupe GLd(K)
agit sur les quasi-isogénies, tout comme D× sur la tour de Lubin-Tate. En notant

que lorsque m ≤ 0 le morphisme Y
Y (Π−m)−→ Y ′ n’est autre que le morphisme de
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passage au quotient par Y [Π−m], l’action de D× est analogue à l’action de GLd(K)
sur la tour de Lubin-Tate.

Le sous-groupe K× ⊂ GLd(K)×D× (plongé diagonalement) agit trivialement
et l’action qu’on vient de définir se factorise donc en une action de (GLd(K) ×
D×)/K×.

Remarque 1.4.2. — Cette action de GLd(K) n’est pas l’action « usuelle » figu-
rant dans [D2], [RZ], [C], [G], . . . Elle en diffère en fait (1) par une torsion par
l’automorphisme γ 7→ tγ−1 de GLd(K). Comme on le verra, c’est là le prix à payer
pour obtenir un isomorphisme GLd(K)-équivariant des deux tours.

Enfin, la tour (
^
M

rig

Dr,n)n est munie d’une donnée de descente à la Weil (au sens
de Rapoport-Zink [RZ, 3.44]), qui est l’endomorphisme τ -semi-linéaire associant
à (Y, ρ, σ) le triplet (Y, ρ ◦ τ−1, σ) sur Sent[τ ], où ρ ◦ τ−1 est la quasi-isogénie

composée YSent
0 [τ ]

τ−1

99K YSent
0

ρ
99K YSent

0
. Cette donnée de descente est effective et la

^
K-variété rigide-analytique

^
M

rig

Dr,n provient donc, par changement de base, d’une
K-variété rigide-analytiqueMrig

Dr,n –qui s’identifie d’ailleurs à la partie ouverte et

fermée de
^
M

rig

Dr,n sur laquelle la hauteur de la quasi-isogénie ρ est nulle.

L’action de GLd(K) × D× sur la tour (
^
M

rig

Dr,n)n commute à cette donnée de
descente et descend donc en une action sur la tour (Mrig

Dr,n)n.

En principe, on appellera « tour de Drinfeld » la tour (Mrig
Dr,n)n. Il pourra

cependant arriver qu’on appelle ainsi la tour (
^
M

rig

Dr,n)n –de même que du côté
Lubin-Tate, on précisera à chaque fois laquelle des deux versions on utilise.

1.5. Enoncé du théorème. — Hopkins et Gross (dans leur prépublication
[HG2] ; voir aussi Rapoport-Zink [RZ, 5.54] pour une référence plus facile à se
procurer) ont formulé la conjecture suivante, que nous énonçons ici volontairement
sous une forme un peu vague.

Conjecture 1.5.1. — On a une égalité

« lim←−
n

» Mrig
LT ,n = « lim←−

n

» Mrig
Dr,n

où « lim←− » est une sorte de limite projective (en un sens à préciser).

(1)Nous avons adopté ici le point de vue de [RZ] consistant à considérer des quasi-isogénies

de hauteur arbitraire et une donnée de descente à la Weil. Le point de vue utilisé dans les
autres références, qui consiste à ne considérer que des quasi-isogénies de hauteur nulle, donne

directement Mrig
Dr,n. Les formules qui expriment l’action de GLd(K) (et de D×) y sont de ce fait

plus compliquées, et ne se comparent pas directement à l’action que nous définissons ici.
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Nous allons maintenant faire une analyse critique de cet énoncé.
1) Il n’existe manifestement pas de couple de morphismes GLd(K) × D×–

équivariants, mutuellement inverses

Mrig
LT ,m →M

rig
Dr,n (m� n)

Mrig
Dr,n →M

rig
LT ,m (n� m)

des deux systèmes projectifs (pour dissiper tout malentendu, précisons tout de
suite que cet énoncé trop näıf n’est pas celui figurant dans les références que nous
venons de citer !). En effet, si xm est un point de Mrig

LT ,m à valeurs dans une
extension L de K et si yn est un point deMDr,n à valeurs dans L, le stabilisateur
de xm vis-à-vis de l’action de GLd(K) est ouvert (pour la topologie π-adique) alors
que celui de yn ne l’est pas ; de même, le stabilisateur de xm vis-à-vis de l’action
de D× n’est pas ouvert alors que celui de yn l’est.

Pour répondre à cette objection, une idée simple est d’utiliser une complétion.
Le morphisme de comparaison des deux tours enverra donc un point x = (xm)m

de (MLT ,m)m sur un point y = (yn)n de (MDr,n)n, où yn sera défini à l’aide de
séries (dont la convergence requiert cette complétion) dépendant de tous les xm

et non seulement d’un nombre fini comme dans le cas du morphisme de systèmes
projectifs envisagé ci-dessus –en particulier, si x est à valeurs dans une extension L
de K (nécessairement infinie), y sera un point à valeurs dans le complété π-adique
de L.

La « limite projective complétée » d’un système projectif de variétés rigide-
analytiques n’a pas de sens dans la théorie « classique » des espaces rigides (2).
Pour donner un sens à cette complétion, Faltings construit des modèles entiers des
deux tours. Nous adopterons aussi cette approche, mais nos modèles entiers seront
différents de ceux utilisés par Faltings.

2) Cette idée se heurte tout de suite à une nouvelle difficulté. En effet, le modèle
entier MDr,n = (Mrig

Dr,n)̃ de Mrig
Dr,n obtenu par normalisation de MDr dans

Mrig
Dr,n (voir [Far1, appendice A]) est π-adique alors que MLT ,m ne l’est pas.

Pour pouvoir comparer les deux tours, Faltings modifie (« π-adifie ! ») le modèle
entier de la tour de Lubin-Tate (voir [Fal1], [Far1]) ; il modifie aussi un peu le
modèle entier de la tour de Drinfeld. Nous π-adifierons aussi la tour de Lubin-
Tate en employant une variante de la construction de Faltings. Nous n’aurons en
revanche pas besoin de modifier le modèle entier de la tour de Drinfeld obtenu par
normalisation.

3) Pour obtenir un modèle entier π-adique d’une K-variété rigide-analytique, il
suffit de se donner un recouvrement affinöıde admissible pur de cette variété (voir
le paragraphe 3.7 de [vdPV] ; nous allons rappeler à l’instant en quoi consiste
cette condition de pureté). En fait, ni le recouvrement affinöıde de la tour de

(2)Laurent Fargues (voir [Far1, ch. IV. 1]) a récemment développé un formalisme d’espaces

rigides généralisés ; nous n’utiliserons pas ce point de vue dans notre texte mais l’isomorphisme de
notre théorème principal 1.5.3 –tout comme l’isomorphisme original de Faltings– se réinterprète
immédiatement en ces termes.
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Lubin-Tate qu’utilise Faltings ni celui que nous nous utiliserons ne s’obtiennnent
comme l’image réciproque d’un recouvrement défini à un niveau fini de la tour
et il faut donc légèrement modifier cette construction. Pour cela, nous posons la
définition suivante.

Définition 1.5.2. — Un recouvrement affinöıde admissible (
^
M

rig

LT ,•,i)i∈I de la

tour de Lubin-Tate (
^
M

rig

LT ,n)n consiste en la donnée
– d’un ensemble I d’indices
– d’un entier n(i) pour tout i ∈ I

– d’un ouvert affinöıde
^
M

rig

LT ,n(i),i ⊂
^
M

rig

LT ,n(i) pour tout i ∈ I, induisant

donc par image réciproque un ouvert affinöıde
^
M

rig

LT ,n,i ⊂
^
M

rig

LT ,n pour tout
n ≥ n(i)

tels que pour tout ouvert affinöıde connexe U ⊂
^
M

rig

LT , il existe une partie finie

I(U) telle que l’image réciproque Un de U dans
^
M

rig

LT ,n (n ≥ supi∈I(U)n(i)) soit

recouverte par les ouverts
^
M

rig

LT ,n,i (i ∈ I(U)).
Ce recouvrement est dit pur si pour tout couple (i, j) d’éléments de I, l’ou-

vert
^
M

rig

LT ,n,i ∩
^
M

rig

LT ,n,j (n ≥ i, j) de
^
M

rig

LT ,n,i provient d’un ouvert de Zariski
^
MLT ,n,(i,j) du modèle entier affine

^
MLT ,n,i = Spf({f ∈ H0(

^
M

rig

LT ,n,i,O^
M

rig

LT ,n,i

); |f(x)| ≤ 1,∀x ∈
^
M

rig

LT ,n,i})

de
^
M

rig

LT ,n,i.

Soit
^
MLT ,∞,i (resp.

^
MLT ,n,(i,j)) la limite projective (complétée, cf. [Far1,

IV.1.7]) des schémas formels
^
MLT ,n,i (resp.

^
MLT ,n,(i,j)). En recollant les schémas

formels π-adiques
^
MLT ,∞,i le long de leurs ouverts

^
MLT ,∞,(i,j) le recouvrement

(
^
M

rig

LT ,•,i)i induit un schéma formel π-adique
^
MLT ,∞,I . Ce schéma formel peut

être considéré comme une « π-adification » de la tour de Lubin-Tate.

Le recouvrement (
^
M

rig

LT ,•,i)i∈I que nous utiliserons sera précisé dans la troisième
section. Nous nous contentons pour l’instant de dire qu’il est muni d’une action
de GLd(K) ×D× et d’une donnée de descente à la Weil (de sorte qu’il en est de
même pour

^
MLT ,∞,I).

Du « côté Drinfeld », comme nous l’avons déjà dit, la situation est beaucoup
plus simple puisqu’il suffit de considérer le modèle entier

^
MDr,∞ = lim←−n

^
MDr,n

de la tour de Drinfeld (bien sûr, cette limite projective est elle aussi complétée, cf.
[Far1, IV.1.7]).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.
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Théorème 1.5.3. — Il existe un isomorphisme (explicite) (GLd(K)×D×)/K×-
équivariant

ϕ :
^
MLT ,∞,I

∼−→
^
MDr,∞

qui est de plus compatible aux données de descente de Weil.

Nous allons finalement faire quelques remarques.

Remarque 1.5.4. —

1) En égales caractéristiques, il est encore possible d’utiliser le point de vue
de Faltings pour construire un isomorphisme « de Faltings » des deux tours. En
effet, la construction de Faltings repose uniquement sur la théorie de Grothendieck-
Messing –seule la conservation du degré [Far1, II. 11] utilise la théorie de Fontaine.
En égales caractéristiques, [G] (cf. I. 3 : théorie de déformations) fournit un ana-
logue de la théorie de Grothendieck-Messing qui s’avère suffisant pour transposer
la construction de Faltings.

Au niveau des points à valeurs dans un anneau de valuation (comme dans
le chapitre II de [Far1]) notre isomorphisme ϕ cöıncide avec celui de Faltings.
De plus, notre résultat a les mêmes conséquences cohomologiques (cf. [Fal1, §6]
et [Far1, IV. 13]) que le théorème original de Faltings. En fait, l’isomorphisme
d’espaces rigides généralisés (au sens de [Far1, IV.1])

ϕrig :
^
M

rig

LT ,∞,I
∼−→

^
M

rig

Dr,∞

induit par notre isomorphisme cöıncide vraisemblablement avec celui induit par
l’isomorphisme de Faltings.

2) Notre recouvrement (
^
M

rig

LT ,•,i)i∈I aura comme ensemble I d’indices l’en-
semble des simplexes maximaux de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). L’ac-
tion de GLd(K)×D× sur I sera le produit de l’action évidente de GLd(K) et de
l’action triviale de D× ; la donnée de descente agira trivialement sur I (si bien que
ce recouvrement proviendra en fait d’un recouvrement (Mrig

LT ,•,i)i∈I deMrig
LT ,•).

En particulier, l’ouvert
^
M

rig

LT ,n,(P−•Od) que nous associerons au simplexe maxi-
mal (P−iOd)i∈Z sera une sorte de « domaine fondamental » pour l’action de
GLd(K) sur la tour de Lubin-Tate.

La tour de Drinfeld est elle aussi munie d’un recouvrement affinöıde (provenant

d’un recouvrement de son rez-de-chaussée (3)
^
M

rig

Dr,0) ayant le même ensemble
d’indices (cf. [D1], [BC] ou [G]). Pour construire l’isomorphisme du théorème
1.5.3, il suffira donc de construire un isomorphisme ϕP−•Od :

^
MLT ,∞,P−•Od

∼→
^
MDr,∞,P−•Od équivariant sous B××D× et compatible aux données de descente de
Weil puis de vérifier que les translatés sous l’action de GLd(K) de cet isomorphisme
se recollent. C’est ce que nous ferons dans les deux dernières sections.

(3)first floor
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2. Théorèmes de représentabilité explicites

2.1. Modules de coordonnées. — La théorie du module de coordonnées, es-
quissée dans une lettre de Drinfeld à Carayol et développée dans [G], est une
sorte d’analogue en égales caractéristiques de la théorie de Dieudonné. Elle ramène
l’étude des O-modules formels à de l’algèbre semi-linéaire –plus précisément, elle
fournit une équivalence contravariante entre la catégorie des O-modules formels et
une certaine catégorie de chtoucas locaux. La construction de l’isomorphisme des
deux tours dans la section 5 reposera sur cette théorie. On va donc faire quelques
rappels à son sujet (voir [G, ch. I] pour plus de précisions).

Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S ∈ NilpO. Son module de coordonnées est MX = HomFq

(X, Ĝa,S), où Fq agit

sur Ĝa,S de la manière évidente. C’est un faisceau de O ⊗̂Fq
OS-modules sur S,

où O ⊗̂Fq
OS est le complété de O⊗Fq

OS pour la topologie π⊗ 1-adique –l’action
de O provient de l’action de O sur X et l’action de OS vient de l’action de OS

sur Ĝa,S par homothéties. De plus l’isogénie de Frobenius τ : Ĝa,S → Ĝa,S induit
une application IdO ⊗ FrOS

-linéaire F : MX →MX . Pour tout O ⊗̂Fq OS-module
M on note τM = (IdO ⊗ FrOS

)∗(M), de sorte que F induit un morphisme de
O ⊗̂Fq OS-modules τMX →MX .

A partir de maintenant on notera O ⊗̂ OS le produit tensoriel O ⊗̂Fq OS . Pour
simplifier on notera z = π⊗ 1 et lorsque s est une section de OS on notera encore
s la section 1 ⊗ s de O ⊗̂ OS –remarquer que ceci s’applique en particulier pour
s = π. On notera aussi K ⊗̂ OS = O ⊗̂ OS [z−1] le complété de K ⊗Fq

OS pour la
topologie z-adique.

Proposition 2.1.1. — ([G], ch. I, prop. 2.2.3 et 2.2.6)
1) Soit X un O-module formel de hauteur h et de dimension d sur un O-schéma
S ∈ NilpO. Son module de coordonnées MX a les propriétés suivantes :

– a) MX est, localement pour la topologie de Zariski sur S, un O ⊗̂OS-module
libre de rang h,

– b) le conoyau de F : τMX →MX est supporté schématiquement par le graphe
du morphisme de S dans SpecO (ce qui revient à dire qu’il est annulé par
z − π), et il est localement libre de rang d sur ce graphe (comme OS-module
il est canoniquement isomorphe au dual de LieX),

– c) l’endomorphisme semi-linéaire F de MX/zMX est, localement pour la
topologie de Zariski sur S, nilpotent.

2) Le module de coordonnées établit une équivalence de catégories contravariante
de la catégorie des O-modules formels de hauteur h et de dimension d vers la
catégorie des couples (M,F ) satisfaisant les conditions 1),a),b),c).
3) La donnée d’une quasi-isogénie X 99K X ′ équivaut à celle d’un isomorphisme
de K ⊗̂ OS-modules MX′ ⊗O⊗̂OS

K ⊗̂ OS →MX ⊗O⊗̂OS
K ⊗̂ OS compatible aux

morphismes de Frobenius FX′ et FX .
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Lorsque S est un O-schéma formel, la proposition ci-dessus s’adapte –il suffit
de lire « le graphe du morphisme de S dans Spf O » dans la condition (b) et de
remplacer la condition (c) par « l’endomorphisme semi-linéaire F de MX/zMX

est, localement pour la topologie de Zariski sur S, topologiquement nilpotent ».
Dans ce cadre, on rencontrera souvent des limites de quasi-isogénies, c’est-à-dire,

lorsque S est défini par un système inductif de nil-immersions fermées Sn ↪→ Sn+1

(n ∈ N, Sn ∈ NilpO), des systèmes compatibles (ρn : XSn
99K X ′

Sn
)n∈N de quasi-

isogénies. De telles limites de quasi-isogénies ne proviennent pas nécessairement
d’une quasi-isogénie X 99K X ′ car le dénominateur de ρn (c’est-à-dire, le plus petit
entier N tel que ρn ◦X(πN ) soit un morphisme) est en général une fonction non-
bornée de n –on en rencontrera d’ailleurs un exemple dès le paragraphe suivant
avec la limite de quasi-isogénies ρ universelle sur la fibre spéciale de l’espace de
modules de Lubin-Tate. Notant

K ̂̂⊗OS = lim←−n
K ⊗̂ OSn

= {
∑

j∈Z ajz
j ; aj ∈ OS et limj→−∞aj = 0}

la O ⊗̂ OS-algèbre complétée de K ⊗̂ OS vis-à-vis de la topologie induite par
celle de OS , la donnée d’une telle limite de quasi-isogénies équivaut alors à celle
d’un isomorphisme MX′ ⊗O⊗̂OS

K ̂̂⊗OS → MX ⊗O⊗̂OS
K ̂̂⊗OS compatible aux

morphismes de Frobenius FX′ et FX .
On peut remarquer qu’on a là encore commis l’abus de notations consistant

à écrire aj ∈ OS pour dire que aj est une section globale de OS . En fait, les

constructions de O ⊗̂ OS , K ⊗̂ OS et K ̂̂⊗OS se « faisceautisent » visiblement et
fournissent des faisceaux de OS-algèbres sur S. Ces faisceaux ne sont pas quasi-
cohérents mais proviennent de faisceaux quasi-cohérents de O ⊗̂ OS-algèbres sur
Spf O×̂Spf FqS.

Dans les deux paragraphes suivants, on va respectivement décrire les schémas
formels (ind-)représentant les foncteurs

^
MLT et

^
MDr, ainsi que les modules de

coordonnées des objets universels.

2.2. Côté Lubin-Tate. — Il résulte de [D1] (voir aussi [HG1]) que le foncteur
^
MLT est ind-représenté par

∐
h∈Z Spf

^
O[[u1, · · · , ud−1]] muni de l’objet universel

(X, ρ) suivant. En tant que groupe formel avec action de Fq, X = Ĝa ; l’action
de π ∈ O est X(π) = π + u1τ + · · · + ud−1τ + τd. La quasi-isogénie ρ est uni-
quement déterminée par la condition ρ ≡ τh modulo (π, u1, · · · , ud−1) (dans la
suite elle sera explicitée à l’aide de modules de coordonnées). Sur cette écriture,
la donnée de descente de Weil est facile à expliciter : elle applique la h-ième copie
de Spf

^
O[[u1, · · · , ud−1]] sur la (h− 1)-ième, fixe les ui et agit sur

^
O par τ .

Dans toute la suite, plutôt qu’avec
^
MLT on travaillera avec l’espace de modules

avec structures de niveau « de type Iwahori »
^
MLT ,B× suivant (intermédiaire entre

^
MLT et

^
MLT ,1).
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Au sous-groupe d’Iwahori B× est naturellement associé un problème de modules
^
MLT ,B× = {(X, ρ),H1 ⊂ · · · ⊂ Hd−1 ⊂ X(π)}

= {(X, ρ), X = X0
α1→ X1

α2→ · · ·Xd
αd→ X0, αd ◦ · · · ◦ α1 = X(π)},

où (X, ρ) est comme dans la définition de l’espace de Lubin-Tate
^
MLT , Hi est

un sous-schéma en groupes avec action de Fq de X[π], fini et plat d’ordre qi,
Xi = X/Hi est un O-module formel de hauteur d et de dimension 1, et αi est une
isogénie de degré q.

Ce foncteur
^
MLT ,B× est ind-représenté par∐

h∈Z
Spf(

^
O[[x1, · · · , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ))

(dans la suite on considérera toujours (xi)i∈{1,··· ,d} comme une suite périodique
(xi)i∈Z/dZ) et les objets universels sont les suivants :

– X = Ĝa comme groupe formel avec action de Fq et l’action de π est donnée
par X(π) = (τ − xd) · · · (τ − x1),

– Hi = Ker[(τ − xi) · · · (τ − x1)],
– Xi = Ĝa comme groupe formel avec action de Fq, l’action de π est donnée

par Xi(π) = (τ − xi) · · · (τ − x1)(τ − xd) · · · (τ − xi+1) et αi = τ − xi,
– la quasi-isogénie ρ est encore déterminée par la condition

ρ ≡ τh modulo (x1 · · · , xd).

On va maintenant traduire ceci en termes de modules de coordonnées. Pour
énoncer le résultat, il est commode d’introduire la notation suivante : P = Pπ ⊗ 1
–il aurait certes été plus logique de noter Pz cette matrice. . .

Théorème 2.2.1. — Le module de coordonnées (MX , FX) du O-module formel
universel X sur

^
MLT ,B× est

– MX = Od ⊗̂ O^
MLT ,B×

– FX = ΦX ◦ τ
où l’on note ΦX la matrice diag(x1, · · · , xd) + tP et τ = IdO ⊗̂ FrO^

MLT ,B×
. La

matrice RXS0
du morphisme

Mρ : MX/πMX → Kd ̂̂⊗ (O^
MLT ,B×

/(π))

associé à la quasi-isogénie ρ est la réduction modulo π de

RX = tPh[ · · · ( tP 3 τ2
Φ−1

X
tP−2)( tP 2 τΦ−1

X
tP−1)( tPΦ−1

X )]
= limn→∞

tPn+h τn−1
Φ−1

X · · ·Φ
−1
X

–ce produit converge pour la topologie (x1, · · · , xd)-adique sur le complété
(x1, · · · , xd)-adique de tPh diag(Od

^
MLT ,B×

)[ tP−1] et définit donc une ma-

trice à coefficients dans K ̂̂⊗O^
MLT ,B×

; cette matrice RX satisfait l’équation
RXΦX = tP τRX .
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On note RX = tPh
∑

j≥0 diag(r1,j , · · · , rd,j) tP−j (avec ri,0 = 1) ; l’équation
matricielle RXΦX = tP τRX se traduit alors par les équations rq

i−1,j+1 − ri,j+1 =
ri,jxi+j (j ≥ 0).

Démonstration. — La famille (1, τ−x1, (τ−x2)(τ−x1), · · · , (τ−xd−1) · · · (τ−x1))
est visiblement une base deMX et en utilisant cette base on obtient l’isomorphisme
de la proposition. La matrice RXS0

est congrue à tPh modulo (x1, · · · , xd) et telle
que RXS0

ΦX = tP τRXS0
. On a donc

RXS0
= tPn τn

RXS0

τn−1
Φ−1

X · · ·Φ
−1
X = limn→∞

tPn+h τn−1
Φ−1

X · · ·Φ
−1
X .

Enfin, il reste à vérifier que RX s’exprime comme un somme de puissances de tP
d’exposants ≤ h. La matrice ΦX

tP−1 est de la forme

Idd + ε , où ε ∈ (x1, · · · , xd) diag(Od
^

MLT ,B×

)[ tP−1]

et a donc un inverse Idd − ε + ε2 − · · · dans le complété (x1, · · · , xd)-adique de
la O^

MLT ,B×
-algèbre diag(Od

^

MLT ,B×

)[ tP−1] ; en utilisant l’expression de RX sous

forme de produit il en résulte que RX appartient au complété (x1, · · · , xd)-adique
de tPh diag(Od

^

MLT ,B×

)[ tP−1].

Remarque 2.2.2. — Le fait que la matrice RXS0
se relève en une matrice RX

satisfaisant la même équation est à rapprocher du lemme de rigidité [K, lemma
1.1.3] utilisé dans la démonstration de Drinfeld ([D2], [K]) du théorème de Serre-
Tate.

Il faut cependant souligner que (Od ⊗̂ OS ,
tP ◦ τ) n’est pas le module de co-

ordonnées d’un O-module formel si l’image de π est non nulle dans OS . On peut
néanmoins considérer la matrice RX comme celle associée à une limite de quasi-
isogénies généralisées au sens suivant. Revenant à la définition rappelée en (1.2)
des O-modules formels, on peut aussi appeler O-module formel sur un Fq-schéma
S tout groupe formel muni d’une action de O telle que l’action tangente de O se
fasse par une homothétie de rapport nilpotent (qui fait alors de S un objet de
NilpO). Avec ce point de vue on peut ensuite définir des morphismes généralisés
X → X ′ en n’imposant plus que les morphismes O → OS induits par X et par X ′

cöıncident.

2.2.1. Structures de niveau. — On va maintenant interpréter les structures de
niveau en termes du module de coordonnées.

Puisqu’on utilise dans la suite le problème de modules
^
MLT ,B× , on travaille

avec des O-modules formels déjà munis d’une structure de niveau de type Iwa-
hori. Il est alors naturel de demander que la structure de niveau additionnelle
σ : π−nOd/Od → X[π−n] sur X soit compatible à la structure de niveau de type
B× sur X, c’est-à-dire, que σ(π−1O/Oe1⊕· · ·⊕π−1O/Oei) ⊂ Hi (où (ei)i désigne
la base canonique de Od).
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Soit S ∈ NilpO et X un O-module formel sur S. En identifiant le Fq-dual de
K/O à O par le résidu O⊗K/O → Fq, la donnée d’un morphisme σ : π−nO/O →
X[πn] correspond à celle d’un morphisme Mσ : MX/z

nMX → (O/πnO) ⊗ OS

compatible aux Frobenius FX sur la source et τ sur le but. Lorsque (X,Hi, ρ) est un
point de

^
MLT ,B× à valeurs dans S ∈ Nilp

^
O, la donnée de σ : π−nOd/Od → X[πn]

correspond à celle d’une matrice SX ∈Md(O/πnO ⊗OS) telle que SXΦX = τSX

(où l’on note encore ΦX la matrice obtenue à partir de ΦX ∈Md(O⊗O^
MLT ,B×

) par

le changement de base S →
^
MLT ,B×). Le morphisme σ est tel que σ(π−1O/Oe1⊕

· · · ⊕ π−1O/Oei) ⊂ Hi si et seulement si la matrice SX est triangulaire inférieure
modulo z ; lorsque c’est le cas, on va expliciter les conditions pour que σ soit une
structure de niveau à la Drinfeld.

Soit SX ≡
∑

j≥0 diag(s1,j , · · · , sd,j) tP j (modulo znMd(O ⊗̂ OS)) une matrice
triangulaire inférieure modulo z. L’équation matricielle SXΦX = τSX s’écrit en-
core sq

i,j − xi−jsi,j = si,j−1. En particulier on a sq
i,0 − xisi,0 = 0 et si,0 est donc

un point du noyau de αi = (τ − xi) : Xi−1 → Xi ; plus généralement, si,j est un
point de (αi−1 ◦ · · · ◦ αi−j)−1(si,0) ⊂ Ker (αi ◦ · · · ◦ αi−j) ⊂ Xi−j−1[π[j/d]+1] (où
[j/d] désigne la partie entière de j/d) et on a αi−j(si,j) = si,j−1.

Le morphisme σ associé à SX est une structure de niveau à la Drinfeld si
et seulement si on a sq−1

i,0 = xi pour tout i ∈ Z/dZ. En effet, ce morphisme
σ est une structure de niveau à la Drinfeld lorsqu’on a les égalités de diviseurs
σ(π−1O/Oe1 ⊕ · · · ⊕ π−1O/Oei) = Hi et σ(π−1Od/Od) = X[π] sur X = X0, qui
sont elles-mêmes équivalentes aux égalités de diviseurs

∑
λ∈Fq

λsi,0 = Ker(τ − xi)
sur Xi−1, pour tout i ∈ Z/dZ.

Remarque 2.2.3. — Au lieu de considérer une matrice SX définie modulo
znMd(O ⊗OS) comme ci-dessus il est plus naturel de considérer une matrice SX

définie modulo zn tB ⊗ OS (autrement dit, SX ∈ ( tB/πn tB) ⊗ OS). L’espace de
module

^
MLT ,B×n ainsi obtenu (qui est associé au sous-groupe B×n = (Idd + πnB)×

de GLd(K)) est intermédiaire entre
^
MLT ,n et

^
MLT ,n+1. Il est en fait régulier

(une suite régulière de paramètres est (si,nd−1)i∈Z/dZ).

2.2.2. Action du groupe GLd(K) × D× et de la donnée de descente. — Tout
comme en 1.3, on se donne γ ∈ GLd(K), N ∈ N tel que πNγMd(O)γ−1 ⊂Md(O),
m ∈ Z le plus petit entier tel que πmγ ∈Md(O), γ′ = πmγ etH = γ′−1Od/Od. Soit
(X, ρ, σ) ∈

^
MLT ,n+N (S). Le sous-groupe σ(H) ⊂ X image (au sens des diviseurs)

de H par σ est aussi l’unique sous-groupe fini et plat de X d’ordre |H| = qv(det γ′)

et contenant (ensemblistement cette fois) l’image de H par σ. Par conséquent, à
isomorphisme unique près, il existe un unique triplet (X ′, γ̃′ : X → X ′), où γ̃′ est
une isogénie de hauteur v(det γ′) et σ′ est une structure de niveau à la Drinfeld
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sur X ′, rendant le diagramme

γ′−1π−nOd/Od γ′→ π−nOd/Od

σ ↓ σ′ ↓

X
γ̃′→ X ′

commutatif (le morphisme γ̃′ est bien sûr le morphisme de passage au quotient par
σ(H)). On rappelle (1.3) que l’image de (X, ρ, σ) par γ est alors (X ′, σ′, X ′

0(π
m)−1◦

γ̃′0 ◦ ρ) (où l’indice 0 désigne la restriction à S0).
Traduisant ceci en termes de modules de coordonnées, à isomorphisme unique

près, il existe un unique quintuplet (MX′ , FX′ ,Γ′, SX′ , RX′) où

(MX′ , FX′ , SX′ , RX′) ∈
^
MLT ,n(S)

et
Γ′ = M(γ̃′) : Od ⊗̂ OS = MX →MX′ = Od ⊗̂ OS

est un morphisme
– compatible aux Frobenius FX et FX′

– dont le déterminant det Γ′ –qui est compatible aux Frobenius detFX et
detFX′ et est donc un élément de Fq[[z]] ⊂ O ⊗̂ OS –est de valuation (z-
adique) v(det γ′)

– rendant commutatifs les diagrammes

MX′
Γ′−→ MX

SX′ ↓ SX ↓
Od/πnOd ⊗OS

tγ′z−→ Od/πn tγ′Od ⊗OS

et
MX′

z−mΓ′−→ MX [z−1]
RX′ ↓ RX ↓

Kd ⊗̂ OS == Kd ⊗̂ OS

(où l’on note γ′z = γ′ ⊗ IdOS
).

L’image de (MX , FX , RX , SX) par γ est alors (MX′ , FX′ , RX′ , SX′).

Lorsqu’on dispose d’un système compatible (MX , FX , RX , Sn,X) ∈
^
MLT ,n(S)

(n ∈ N, Sn+1,X ≡ Sn,X modulo zn), l’élément (MX′ , FX′ , RX′ , S•,X′) =
γ(MX , FX , RX , S•,X) s’écrit plus agréablement de la manière suivante. En
notant SX = lim←−n

Sn,X : MX → Od ⊗̂OS (resp. SX′ = · · · ), (MX′ , FX′ , RX′ , SX′)
est, à isomorphisme unique près, l’unique quadruplet tel qu’il existe Γ : MX′ →
MX [z−1], compatible aux Frobenius FX et FX′ et tel que det Γ soit de valuation
(z-adique) v(det γ), rendant les diagrammes

MX′
Γ−→ MX [z−1]

SX′ ↓ SX ↓
Od ⊗̂ OS

tγz−→ Od ⊗̂ OS [z−1]

et
MX′

Γ−→ MX [z−1]
RX′ ↓ RX ↓

Kd ⊗̂ OS == Kd ⊗̂ OS

commutatifs –on a donc SX′ = tγ−1
z SXΓ et RX′ = RXΓ. Lorsque γ ∈ B×, Γ est

un isomorphisme ; dans ce cas on peut en fait prendre X = X ′ et Γ = IdX .
Pour exprimer l’action de D× sur

^
MLT ,n en termes de modules de co-

ordonnées, on utilise le morphisme d’algèbres D → Md(Kd) , λ ∈ Fqd 7→
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diag(λ, λq, · · · , λqd−1
) , Π 7→ Pπ qui permet de considérer les éléments de D

comme des matrices. Pour δ =
∑

j∈Z λjΠj ∈ D, on note

δz =
∑

j

diag(ι(λj), · · · , ι(λqd−1

j ))P j ∈ diag(Od
S)((P )) = Md(K) ⊗̂ OS

(où ι :
^
O → OS est le morphisme structural du

^
O-schéma S).

Soient δ ∈ D× et (X, ρ, σ) ∈
^
MLT ,n(S), de module de coordonnées

(MX , FX , RX , SX). Le module de coordonnées de (X, ρ ◦ δ−1, σ) est alors
(MX , FX ,

tδ−1
z RX , SX).

En travaillant avec des modules de coordonnées normalisés comme dans le
théorème 2.2.1, on obtient des objets uniquement déterminés plutôt que des
objets uniquement déterminés à isomorphisme unique près. L’action ci-dessus
de D× ne respecte pas cette normalisation ; avec ce point de vue il faut alors
remplacer (MX , FX ,

tδ−1
z RX , SX) par l’unique module de coordonnées normalisé

(MX ,∆−1FX
τ∆, tδ−1

z RX∆, SX∆) qui lui soit isomorphe (où ∆ est un élément
uniquement déterminé de ( tB ⊗̂ OS)× = OS [[ tP ]]×).

Finalement, la donnée de descente à la Weil est le morphisme τ -semi-linéaire as-
sociant à (MX , FX , RX , SX) ∈

^
MLT ,n(S) le quadruplet (MX , FX ,

tP−1RX , SX) ∈
^
MLT ,n(S[τ ]) –elle commute visiblement à l’action de GLd(K) et on laisse au lec-
teur l’exercice amusant consistant à vérifier qu’elle commute à l’action de D×

(indication : même si cela n’apparâıt pas sur la notation, δz dépend du morphisme
^
O → OS).

Remarque 2.2.4. — Pour un système compatible (MX , FX , RX , S•,X) comme
ci-dessus, induisant donc SX : MX → Od⊗̂OS par passage à la limite projective, on
peut considérer le produit TX = SXR

−1
X ∈Md(K ⊗̂OS) (voire, dans le cas où S =

lim−→m
Sm , Sm ∈ Nilp

^
O est un

^
O-schéma formel, TX = SXR

−1
X ∈ Md(K ̂̂⊗ OS)).

Cette matrice satisfait l’équation TX
tP = τTX . L’action de (γ, δ) ∈ GLd(K)×D×

sur TX est aussi très simple puisqu’elle associe tγ−1
z TX

tδz à TX . Enfin, l’action de
la donnée de descente est TX 7→ TX

tP ∈Md(K ̂̂⊗OS).
Comme nous le verrons (remarque 2.3.7), un produit analogue TY du côté Drin-

feld possède –à une transposition près– les mêmes propriétés. C’est sur cette obser-
vation que reposera notre construction de l’isomorphisme des tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld –comme le lecteur l’aura sans doute deviné, cet isomorphisme iden-
tifiera les matrices TLT = TX et tTDr = tTY .

2.3. Côté Drinfeld. — Ce qui suit est simplement une reformulation des
résultats du chapitre II et d’une partie du chapitre IV de [G]. Attention : cer-
taines de nos notations et conventions diffèrent de celles utilisées dans [G] (par
exemple, P y désigne la matrice que nous notons ici tP ).
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On va d’abord utiliser la théorie du module de coordonnées pour réinterpréter
le foncteur

^
MDr comme un problème de modules de châınes de réseaux (voir [G],

ch. I, variante 4.4.2).

Lorsque la base S ∈ NilpO est un
^
O-schéma, le module de cordonnées MY du

OD-module formel Y admet une graduation naturelle (4)

MY =
⊕

i∈Z/dZ

Mi,Y , où Mi,Y = {m ∈MY ; (1⊗ λqi−1
)m = (λ⊗ 1)m, ∀λ ∈ Fqd}.

On note que cette graduation dépend de la structure de
^
O-schéma de S –il sera

important de s’en souvenir lorsqu’on voudra écrire la donnée de descente de Weil.
Le Frobenius FY et l’élément Π ∈ OD induisent des morphismes de degré 1

Fi,Y : τMi,Y →Mi+1,Y et Πi,Y : Mi,Y →Mi+1,Y (i ∈ Z)

et la quasi-isogénie ρ induit une famille de morphismes

Ri,YS0
: Mi,YS0

→ K ⊗O Mi,YS0

compatibles aux Frobenius F•,YS0
et F•,YS0

ainsi qu’aux morphismes de degré 1
Π•,YS0

et Π•,YS0
. Identifiant Mi,Y à P−iOd ⊗̂ Fq (de sorte que le morphisme Π•,Y

est l’inclusion évidente et que le Frobenius Fi,Y est le composé τ(P−iOd ⊗̂ OS) =
P−iOd ⊗̂ OS ↪→ P−(i+1)Od ⊗̂ OS), cette condition de compatibilité s’écrit

Ri,YS0
= Ri+1,YS0

◦Πi,Y ,
τRi,YS0

= Ri+1,YS0
◦ Fi,Y .

Comme du côté Lubin-Tate (prop. 2.2.1 et remarque 2.2.2) le système R•,YS0

se relève de manière unique en un système (Ri,Y : Mi,Y → Kd ⊗̂ OS)i∈Z tel que
Ri,Y = Ri+1,Y ◦Πi,Y et τRi,Y = Ri+1,Y ◦Fi,Y (voir [G], ch. I prop. 4.4.1 pour une
démonstration).

Identifiant Mi,Y à son image par le morphisme Ri,Y dans Kd ⊗̂ OS , l’ensemble
^
MDr(S) se réinterprète alors comme l’ensemble des châınes

· · · ( Mi,Y ( Mi+1,Y ( · · · ( Kd ⊗̂ OS

de O ⊗̂ OS-réseaux dans Kd ⊗̂ OS vérifiant
– (périodicité) pour tout i ∈ Z, Mi+d,Y = z−1Mi,Y et Mi+1,Y /Mi,Y est un
OS-module inversible

– (2.1, 1.b) pour tout i ∈ Z, τMi,Y ⊂ Mi+1,Y , le quotient Mi+1,Y /
τMi,Y est

supporté (schématiquement) par le graphe de S → SpecO et est localement
libre de rang 1 sur ce graphe (c’est donc un OS-module inversible)

– (2.1, 1.c) Localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe N ∈ N tel
que, pour tout i ∈ Z, τN

Mi,Y ⊂ zMi+N,Y .

(4)Le décalage (i − 1 au lieu de i) est en fait commode –voir ci-dessous la description de Mi,Y
ainsi que la description (2.3.1) des structures de niveau ; il sera en fait encore plus commode d’y

penser comme un décalage de d− 1.
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La condition (2.1, 1.c) est en fait automatiquement vérifiée lorsque la condition
de périodicité l’est. En effet, localement pour la topologie de Zariski sur S, il
existe alors m ∈ N tel que zmOd ⊗̂OS ⊂Mi ⊂ z−mOd⊗OS et il suffit de prendre
N = 2m+ 1.

On va maintenant voir que cette interprétation du foncteur
^
MDr permet de le

plonger dans une ind-variété de drapeaux affine sur
^
O (au sens de [BL] , [Fal2]

ou [PS]).

Le foncteur D associant à un
^
O-schéma S l’ensemble des systèmes

· · · ( Mi ( Mi+1 ( · · · ( Kd ⊗̂ OS

de O ⊗̂ OS-réseaux dans Kd ⊗̂ OS vérifiant la condition de périodicité ci-dessus
est limite inductive de ses sous-foncteurs fermés DN définis par

DN (S) = {(Mi)i ∈ D(S);PN−iOd ⊗̂ OS ⊂Mi ⊂ P−N−iOd ⊗̂ OS}.

Ces sous-foncteurs fermés sont représentables par des
^
O-schémas et D est donc un

^
O-ind-schéma.

On rappelle maintenant comment l’ind-variété de drapeaux D s’écrit comme un
quotient de groupes de lacets. Lorsque (Mi)i ∈ D(S) est un tel système, localement
pour la topologie de Zariski sur S, il existe une base (ri)1≤i≤d de Kd ⊗̂ OS telle
que

Mi = z−1(O ⊗̂ OS)r1 ⊕ · · · ⊕ z−1(O ⊗̂ OS)ri ⊕ (O ⊗̂ OS)ri+1 ⊕ · · · ⊕ (O ⊗̂ OS)rd

pour 0 ≤ i ≤ d, ou, de manière équivalente, telle qu’en notant R la matrice ayant
pour colonnes les vecteurs ri, on ait Mi = RP−i(Od ⊗̂ OS).

Remarque 2.3.1. — Appliqué au système de morphismes Ri,Y comme ci-dessus
ceci signifie simplement que, localement pour la topologie de Zariski sur S, on peut
choisir des bases des Mi,Y telles que la matrice de Πi,Y : Mi,Y ↪→ Mi+1,Y soit P
et que par conséquent la matrice (encore notée Ri) du morphisme Ri soit R0P

−i.

L’ind-variété de drapeaux D s’écrit donc comme le quotient de groupes de lacets
GLd(K) /B×, où GLd(K) est l’

^
O-ind-schéma en groupes tel que GLd(K)(S) =

GLd(K ⊗̂ OS) (limite inductive de ses sous-schémas fermés GLd(K)
N

définis par
GLd(K)

N
(S) = {R ∈ GLd(K)(S);R ∈ z−NMd(O ⊗̂ OS) et R−1 ∈ z−NMd(O ⊗̂

OS)}) et B× est le
^
O-schéma en groupes tel que B×(S) = (B ⊗̂ OS)×.

La condition (2.1, 1.b) définit
^
MDr comme un sous-foncteur localement fermé

de D (ou, plus précisément, de la restriction D ×
Spec

^
O

Spf
^
O de D à Nilp

^
O) ,

qu’on va maintenant expliciter en suivant [G].
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Indices critiques. — Soit S ∈ Nilp
^
O un

^
O-schéma intègre sur lequel l’image de π

est nulle. Lorsque (Mi)i ∈
^
MDr(S), le morphisme composé

M0/
τM−1 →M1/

τM0 → · · · →Md/
τMd−1 = M0/

τM−1 ,

qui est la multiplication par π, est nul. L’un au moins des morphismes de OS-
modules inversibles Mi/

τMi−1 → Mi+1/
τMi est donc nul et pour un tel i on a

donc Mi = τMi. Le réseau Mi est donc définissable sur Fq, en ce sens qu’il existe
un O-réseau Λ ⊂ Kd tel que Mi = Λ ⊗̂ OS .

Soit
^
MDr,0,(Λ,i) le sous-foncteur fermé de la fibre spéciale

^
MDr,0 de

^
MDr défini

par
^
MDr,0,(Λ,i)(S) = {(Mj ⊂ Kd ⊗̂ OS)j ∈

^
MDr(S);Mi = Λ ⊗̂ OS} pour tout

S ∈ Nilp
^
O. La fibre spéciale

^
MDr,0 est alors « réunion » des

^
MDr,0,(Λ,i) au sens

où
^
MDr(S) =

⋃
(Λ,i)

^
MDr,0,(Λ,i) pour tout schéma intègre (et en particulier, tout

spectre de corps) S ∈ Nilp
^
O.

En fait, les foncteurs
^
MDr,0,(Λ,i) sont représentables par des Fq-schémas intègres

(isomorphes au schéma obtenu en éclatant Pd−1

Fq
le long de ses points Fq-rationnels,

puis des transformés stricts de ses droites Fq-rationnelles, puis. . . , voir [G, II.1])
et apparâıtront rétrospectivement comme les composantes irréductibles de la fibre
spéciale de

^
MDr.

Sous-foncteurs ouverts associés aux simplexes de l’immeuble étendu de GLd(K).
— Soit Λ un simplexe de l’immeuble étendu de GLd(K). La donnée du simplexe
Λ est équivalente à celle

– d’une partie I(Λ) de Z qui est périodique de période d (c’est-à-dire invariante
sous la translation i 7→ i+ d)

– d’une suite strictement croissante (Λi ⊂ Kd)i∈I(Λ) de réseaux telle que Λi+d =
π−1Λi,∀i ∈ I(Λ) et qu’il existe un entier h(Λ) tel que [Λi : Od] = i+h(Λ),∀i ∈
I(Λ).

En effet, la donnée ci-dessus définit visiblement un simplexe de l’immeuble de
Bruhat-Tits de PGLd(K), ne dépendant que de son orbite sous l’opération de
décalage de la numérotation

I(Λ) 7→ I(Λ) + 1 et (Λi)i∈I(Λ) 7→ (Λi−1)i∈I(Λ)+1,

et définit aussi comme on l’a vu un entier h(Λ). On note qu’avec cette écriture des
simplexes de l’immeuble étendu on a Λ ∩ Λ′ = (Λi){i∈I(Λ)∩I(Λ′);Λi=Λ′i}.

On associe à tout simplexe Λ de l’immeuble étendu le sous-foncteur
^
MDr,Λ de

^
MDr obtenu comme intersection de tous les ouverts complémentaires des fermés
^
MDr,0,(Λ,i), où (Λ, i) parcourt l’ensemble C(Λ) des couples formés d’un réseau Λ
et d’un entier i tels que i 6∈ I(Λ) ou que Λ 6= Λi.

Cette intersection n’est pas une intersection finie mais ceci définit cependant
un sous-foncteur ouvert de

^
MDr. Pour le vérifier, il suffit d’établir que pour tout
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S ∈ NilpO et tout M• ∈
^
MDr(S) ⊂ D(S), le produit fibré de foncteurs S ×^

MDr
^
MDr,0,(Λ,i) n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(π−jΛ, i + jd); j ∈
Z}. Comme il existe N ∈ N tel que M• appartienne en fait à DN (S) = {(Mi)i ∈
D(S);PN−iOd ⊗̂ OS ⊂ Mi ⊂ P−N−iOd ⊗̂ OS}, ceci résulte du fait que le fermé
DN∩

^
MDr,0,(Λ,i) de D n’est non-vide que pour un nombre fini d’orbites {(π−jΛ, i+

jd); j ∈ Z}.
Pour pouvoir énoncer le théorème de représentabilité explicite pour

^
MDr, on

a encore besoin de faire une remarque. On considère d’abord la
^
O-algèbre AΦ

complétée π-adique de
^
O[(yi)i∈Z/dZ]/(y1 · · · yd − (−1)dπ)

et le système d’équations

(Ei,j) rq
i,j+1 − ri,j+1 = yiri+1,j (i ∈ Z/dZ, j ∈ N, ri,0 = 1).

à coefficients dans AΦ associées à l’égalité RY ΦY = τRY , où l’on note (5)

ΦY = Idd + P−1 diag(yi)1≤i≤d

et RY =
∑

j∈N P
−j diag(ri,j)i = Idd +

∑
j≥1 P

−j diag(ri,j)i .

On considère maintenant la
^
O-algèbre ADr complétée π-adique de

AΦ[(ri,j)i∈Z/dZ,j∈{0,··· ,d−1}, (1− rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j∈{1,··· ,d−1}]/E

où E est l’idéal engendré par ri,0− 1 pour i ∈ Z/dZ et par rq
i,j+1− ri,j+1− yiri+1,j

pour i ∈ Z/dZ et 0 ≤ j ≤ d − 2. Le système d’équations (Ei,j)i∈Z/dZ,j≥d−1 à
coefficients dans ADr admet alors une unique solution (ri,j ∈ πADr)i∈Z/dZ,j≥d,
comme on le voit en remarquant que yiri+1,d−1 = (−1)d−2[(1 − rq−1

i+1,d−1)(1 −
rq−1
i+2,d−2) · · · (1−r

q−1
i+d−1,1)]

−1(yiyi+1 · · · yi+d−1) ∈ πADr et que pour tout a ∈ πADr,

l’équation rq− r = a a comme unique solution r = −a−aq−aq2 −· · · dans πADr.
Pour j ≥ nd, on a en fait ri,j ∈ πnADr comme il résulte de la formule

ri,j = (−1)j (yi · · · yi+d−1)nyi+nd · · · yi+j−1

(1− rq−1
i,j )(1− rq−1

i+1,j−1) · · · (1− r
q−1
i+j−1,1)

.

La matrice RY =
∑

j∈N P
−j diag(ri,j)i appartient donc au complété π-adique de

Idd+P−1 diag(Ad
Dr)[P

−1]. En particulier, cette matrice est donc à coefficients dans

(5)Par souci d’uniformité (voir le théorème 2.2.1) on rétablit les indices Y qu’on avait abandonnés
à partir du pragraphe consacré aux indices critiques. Il peut sembler fantaisiste de noter les ma-

trices diagonales à droite des puissances de P ; cette convention est cependant la plus commode.

Les variables ri,j qui apparaissent ici ne sont pas celles figurant dans l’énoncé du théorème 2.2.1.

En toute rigueur il faudrait donc noter rLTi,j et rDr
i,j pour distinguer les deux jeux de variables. . .

En pratique, sauf dans la section 4 où on utilisera cette notation, le contexte permettra de les

distinguer et on s’en dispensera.
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le complété π-adique de ADr[z−1] et a fortiori dans le complété π-adique K ̂̂⊗ADr

de K ⊗̂ADr.

Le théorème suivant décrit alors explicitement le schéma formel ind-représentant
le foncteur

^
MDr et l’objet universel au-dessus de ce schéma formel.

Théorème 2.3.2. — – 1) L’élément γ ∈ GLd(K) envoie le sous-foncteur
^
MDr,Λ sur le sous-foncteur

^
MDr,γΛ.

– 2) Si Λ et Λ′ sont deux simplexes de l’immeuble étendu de GLd(K), l’inter-
section

^
MDr,Λ ∩

^
MDr,Λ′ est

^
MDr,Λ∩Λ′ (et est vide si Λ ∩ Λ′ est vide).

– 3) Les sous-foncteurs ouverts
^
MDr,Λ (Λ décrivant l’ensemble des simplexes

de l’immeuble étendu de GLd(K), ou même, l’ensemble de ses simplexes maxi-
maux) forment un recouvrement ouvert de

^
MDr.

– 4) Le foncteur
^
MDr,P−•Od associé au simplexe maximal P−•Od =

(P−iOd)i∈Z est ind-représenté par Spf ADr muni de l’objet universel
(Mi,Y = RY P

−iOd ⊗̂ADr)i∈Z.

– 5) Pour tout i ∈ Z, le sous-schéma formel ouvert
^
MDr,(P−•Od)i

de
^
MDr,P−•Od associé au sous-simplexe (P−•Od)i de P−•Od obtenu en
lui enlevant les sommets P−i+ndOd (n ∈ Z) est l’ouvert complémentaire du
fermé d’équation yi = 0 de Spf ADr =

^
MDr,P−•Od .

Cet énoncé rassemble la proposition 2.1.3, les théorèmes 2.3.1, et 3.3.1 et les
propositions 4.1 et 4.3.1 du chapitre II de [G]. Le point de vue utilisé dans [G]
n’est pas exactement celui qu’on a adopté ici. Pour le confort du lecteur on don-
nera donc une démonstration de ce théorème, qui diffèrera d’ailleurs un peu de la
démonstration figurant dans [G].

Auparavant, on va expliciter le OD-module formel Y et la quasi-isogénie ρ

correspondant au module de coordonnées gradué (Mi,Y ⊂ Kd ̂̂⊗ ADr) universel

sur
^
MDr,P−•Od –ce corollaire ne servira en fait pas dans la suite mais il est agréable

de pouvoir exprimer « concrètement » le couple (Y, ρ).

Corollaire 2.3.3. — La restriction à
^
MDr,P−•Od du OD-module formel univer-

sel Y sur
^
MDr est caractérisée par

– Y = Ĝd
a en tant que groupe formel

– Y (λ) = diag(λ, · · · , λqd−1
) pour λ ∈ Fqd

– Y (Π) = −diag(yi)1≤i≤d C + τ Idd
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où l’on note

C =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

1 0 · · · 0 0


et la restriction de la quasi-isogénie ρ universelle est

ρ = Idd +
∑

1≤j≤d−1

diag(ri,j)i τ
−jCj (modulo π).

Avant de démontrer le théorème 2.3.2, on va encore introduire trois ouverts de
la grassmannienne affine D.

Pour définir le premier ouvert, on note U− l’
^
O-ind-schéma en groupes défini

par
U−(S) = (Idd + P−1 diag(Od

S)[P−1])×

pour tout
^
O-schéma S. Le stabilisateur de P−•Od dans U− est trivial et l’orbite

U− ·P−•Od ' U− de P−•Od sous U− est un ouvert de D, analogue aux « grosses
cellules de Schubert opposées » des variétés de drapeaux usuelles (6). On peut aussi
caractériser cet ouvert U−P−•Od de la manière suivante. On considère la châıne
de co-réseaux (z−1P−iOS [z−1]d ⊂ Kd ⊗̂ OS)i∈Z ; la partie (U−P−•Od)(S) ⊂
D(S) est alors celle constituée des châınes de réseaux (Mi ⊂ Kd ⊗̂ OS)i∈Z trans-
verses à la châıne de co-réseaux (z−1P−iOS [z−1]d)i∈Z (c’est à dire, telles que
Mi ∩ z−1P−iOS [z−1]d et que Mi⊕ z−1P−iOS [z−1]d = Kd ⊗̂OS pour tout i ∈ Z).
Le lien entre les deux points de vue provient du fait que le OS-module Mi ∩
z−1P−i+1OS [z−1]d (qui est libre de rang 1 car il s’identifie à son projeté sur Mi pa-
rallèlement à z−1P−iOS [z−1]d, qui est z−1P−i+1OS [z−1]d/z−1P−iOS [z−1]d) n’est
autre que celui engendré par RP−ie1 (où l’on note bien sûr (e1, · · · , ed) la base
canonique de Kd), ce qui permet de « retrouver » la matrice R sous l’hypothèse
de transversalité.

Le deuxième ouvert n’est autre que l’intersection
⋂

γ∈B× γU
−P−•Od . Pour

vérifier que c’est en fait un ouvert de D on remarque que DN ∩ γU−P−•Od ne
dépend en fait que de γ ∈ (B/P 2NB)×. L’intersection DN ∩

⋂
γ∈B× γU

−P−•Od

est donc un ouvert de DN et
⋂

γ∈B× γU
−P−•Od est alors un ouvert de D =

lim−→N∈N
DN .

Le troisième ouvert (U−P−•Od)[(1− rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j≥1] est l’intersection des ou-

verts (U−P−•Od)[(1 − rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ], (j ≥ 1) –c’est un ouvert, puisque là encore

(6)L’analogie deviendra encore plus évidente dans le paragraphe 5.3, où on représentera les

éléments de GLd(K) comme des matrices infinies –celles associées aux éléments de B× seront

triangulaires supérieures et celles associées aux éléments de U− seront triangulaires inférieures

de diagonale principale la matrice Id∞.
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l’intersection
⋂

j≥1(DN∩(U−P−•Od)[(1−rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ]) est en fait une intersection
finie.

Démonstration du théorème 2.3.2. — Les deux premiers points du théorème sont
triviaux. Le troisième point résulte simplement du fait que pour toute extension
k de Fq (considérée comme une

^
O-algèbre de la manière évidente) et tout point

M• de
^
MDr à valeurs dans k, le point M• appartient au simplexe (Mi)i∈Icrit de

l’immeuble étendu, où Icrit désigne l’ensemble des indices critiques de M• (et où,
par abus de notation, on a considéré les réseaux critiques Mi comme des réseaux
dans Kd).

Pour vérifier les deux derniers points on va commencer par démontrer le lemme
suivant (voir aussi [G], ch. II, prop. 2.5.1 et 2.6.1).

Lemme 2.3.4. — Le plongement de
^
MDr dans D identifie

^
MDr,P−•Od à l’image

inverse de l’ouvert
⋂

γ∈B× U
−P−•Od de D.

En fait, on n’utilisera que l’inclusion
^
MDr,P−•Od ⊂

⋂
γ∈B× U

−P−•Od, mais il
est agréable de constater que cette inclusion est une égalité.

Démonstration. — Bien entendu, il suffit de démontrer que pour toute extension
k de Fq on a

^
MDr,0,P−•Od(k) =

^
MDr,0(k) ∩

⋂
γ∈B×(U−P−•Od)(k).

On vérifie d’abord l’inclusion
^
MDr,0,P−•Od(k) ⊂

^
MDr,0(k) ∩

⋂
γ∈B×

(U−P−•Od)(k) ;

comme
^
MDr,0,P−•Od(k) est stable par B× il suffit en fait d’établir que

^
MDr,0,P−•Od(k) ⊂ (U−P−•Od)(k).

Soient M•,Y ∈
^
MDr(k) et ` ∈ Z. On se propose de démontrer que M`,Y est

tranverse à P−`(z−1k[z−1]d) dans k((z))d = Kd ⊗̂ k. Si ` est critique on a M`,Y =
P−`Od⊗̂k et la transversalité est évidente. Sinon on note i ∈ Z le plus grand indice
critique inférieur à ` et i′ ∈ Z le plus petit indice critique supérieur à `. On a donc
Mi,Y = P−iOd⊗̂k etMi′,Y = P−i′Od⊗̂k. Pour tout j ∈ Z, on note E′j = P−j+1e1 ;
la famille z−1E′i+1, ..., z

−1E′i′ est alors une base de Mi′,Y /Mi,Y sur k (la notation
E′j provient en fait d’un paragraphe ultérieur, cf. 5.3). Soit x = xi+1E

′
i+1 + · · ·+

xi′E
′
i′ un vecteur non nul de la droite vectorielle Mi+1,Y /Mi,Y . Comme i′ est

le plus petit indice critique supérieur à i, les vecteurs x, τx = xq
i+1E

′
i+1 + · · · +

xq
i′E

′
i′ , · · · , τ i′−i−1

x sont linéairement indépendants sur k –si ce n’était pas le cas
ils engendreraient un sous-espace propre invariant par τ de Mi′,Y /Mi,Y et i′ ne
serait donc pas le premier indice critique supérieur à `.

En considérant le déterminant de Moore de x, qui est celui de la matrice
ayant pour vecteurs-colonnes les vecteurs x, τx , · · · , τ i′−i−1

x, on vérifie de manière
élémentaire que les vecteurs x, τx , · · · , τ i′−i−1

x sont linéairement indépendants sur
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k si et seulement si les éléments xi+1, · · · , xi′ de k sont linéairement indépendants
sur Fq. Pour plus de précisions, voir le paragraphe 5.1.2 consacré aux déterminants
de Moore ; on note Moore(xi+1, · · · , xi′) ce déterminant de Moore.

En particulier, xi+1, ..., x` sont donc indépendants sur Fq et Moore(xi+1, ..., x`)
n’est donc pas nul. Le k-espace vectoriel M`,Y /Mi,Y est donc transverse à

Vect (z−1E′`+1, ..., z
−1E′i′) = P−`(z−1k[z−1]d)/P−i′(z−1k[z−1]d)

dans Mi′,Y /Mi,Y ; par conséquent M`,Y est bien transverse à P−`(z−1k[z−1]d),
comme on voulait le vérifier.

Pour établir l’autre inclusion
^
MDr,0,P−•Od(k) ⊃

^
MDr,0(k) ∩ (

⋂
γ∈B×

U−P−•Od)(k) ,

il suffit de démontrer que si M ⊂ Kd = Fq((z))d est un réseau transverse à tous les
co-réseaux γz−1P−iFq[z−1]d (où γ parcourt B× et i = [M : Od]) on aM = P−iOd,
puis d’appliquer cet énoncé aux indices critiques.

Pour cela, on remarque que lorsque M ⊂ Kd un réseau, il existe un apparte-
ment de l’immeuble de PGLd(K) contenant à la fois le sommet M et le simplexe
P−•Od ; il existe donc un élément γ de B× tel que γ−1M soit dans l’appartement
« standard » associé au tore des matrices diagonales. Pour cet élément γ on a
donc γ−1(Mi) =

⊕d
j=1 z

−njOej (où les nj sont dans Z). Lorsque le réseau M

est transverse à γz−1P−iFq[z−1]d (où i = [M : Od] = n1 + · · · + nd) le réseau
γ−1M =

⊕d
j=1 z

−njOej est alors transverse à z−1P−iFq[z−1]d. Ceci n’est pos-
sible que pour γ−1M = P−iOd ; on a donc bien M = P−iOd, ce qui achève la
démonstration du lemme.

On va maintenant étudier l’intersection de
^
MDr avec l’ouvert U−P−•Od. Soient

S ∈ Nilp
^
O et (Mi,Y )i ∈

^
MDr(S) ∩ (U−P−•Od)(S). Le point (Mi,Y )i est alors de

la forme (RY P
−iOd ⊗̂ OS)i où la matrice (uniquement déterminée)

RY = Idd +
∑
j≥1

P−j diag(ri,j)1≤i≤d ∈ U−(S)

vérifie
– ΦY := R−1

Y
τRY ∈ P−1B ⊗̂ OS (ceci traduit le fait que τMi,Y ⊂Mi+1,Y ,∀i ∈

Z)
– det ΦY ∈ (z−π)(O⊗̂OS)× (ceci traduit le fait queMi+1,Y /

τMi,Y est annulé
par z − π et est un module inversible sur son support V (z − π),∀i ∈ Z)

Il résulte de la première condition que ΦY ∈ U−(S) ∩ P−1B ⊗̂ OS est de la forme
Idd + P−1 diag(yi)i et de la deuxième que y1 · · · yd = (−1)dπ. On retrouve alors
le système d’équations (Ei,j , i ∈ Z/dZ , j ≥ 0) associé à l’égalité RY ΦY = τRY

qu’on a introduit avant l’énoncé du théorème 2.3.2.
Plus précisément, on remarque que Spf ADr n’est autre que

^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1− rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1]
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(et que l’objet universel sur
^
MDr∩(U−P−•Od)[(1−rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] cöıncide avec

celui introduit plus haut sur Spf ADr). Pour achever la démonstration du quatrième
point du théorème, il suffira donc de vérifier l’égalité de sous-foncteurs ouverts
^
MDr,P−•Od =

^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1− rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] dans

^
MDr ∩ U−P−•Od.

On va maintenant exprimer certaines des conditions ouvertes associées à l’ouvert⋂
γ∈B× U

−P−•Od. Le lemme suivant fournit de telles conditions.

Lemme 2.3.5. — Sur l’ouvert
⋂

γ∈B× U
−P−•Od de P−•Od les fonctions 1−rq−1

i,j

sont inversibles pour i ∈ Z/dZ et 1 ≤ j ≤ d− 1.

Démonstration. — On va établir que pour λ ∈ F×q , i ∈ Z/dZ et 1 ≤ j ≤ d− 1, la
fonction 1− λri,j est en fait inversible sur l’ouvert

(Idd + P−i+1 diag(λ, 0, · · · , 0)P i+j−1)U−P−•Od ∩ U−P−•Od

de U−P−•Od. En combinant l’action de P−i et le décalage de −i il suffit de le
faire pour i = 1.

Pour cela, on se donne un point M• = RP−•Od ⊗̂ k de cet ouvert à va-
leurs dans une extension k de Fq (et on note bien entendu R = Idd +∑

j≥1 P
−j diag(ri,j)i). On va alors étudier la condition de transversalité de

M1 et de (Idd + diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d.
On remarque qu’on a l’inclusion (Idd + diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d ⊂

z−1k[z−1]d. L’intersection de M1 avec z−1k[z−1]d n’est autre que la droite
kRe1. On va chercher à quelle condition cette droite est incluse dans (Idd +
diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d.

La matrice P j+1 diag(λ, 0, · · · , 0)P−1 = P j diag(0, · · · , 0, λ) a comme seul co-
efficient non nul λ, situé sur la dernière colonne et la (d − j)-ème ligne ; on
a donc (Idd + P j+1 diag(λ, 0, · · · , 0)P−1)k[z−1]d = k[z−1]d. La matrice Idd +
diag(λ, 0, · · · , 0)P j préserve donc P−1−jz−1k[z−1]d, si bien qu’on a

P−1−jz−1k[z−1]d ⊂ (Idd + diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d .

Par ailleurs, le co-réseau (Idd + diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d contient les
vecteurs P−1−de1, · · · , P−j−d+1e1.

On est alors ramené à étudier l’intersection dans le plan

z−1k[z−1]d/(P−1−jz−1k[z−1]d ⊕ kP−1−de1 ⊕ · · · ⊕ kP−j−d+1e1)

des droites images de kRe1 et de (Idd + diag(λ, 0, · · · , 0)P j)P−1z−1k[z−1]d. Une
base de ce plan est formée des images de e1 et P−je1 ; ces deux droites s’écrivent
respectivement k(e1 + ri,jP

−je1) et k(λe1 + P−je1) modulo (P−1−jz−1k[z−1]d ⊕
kP−1−de1 ⊕ · · · ⊕ kP−j−d+1e1) si bien que la condition de transversalité cherchée
est bien 1− λr1,j 6= 0.

Il reste donc finalement à démontrer que les deux sous-foncteurs ouverts
^
MDr,P−•Od et

^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] de

^
MDr ∩ U−P−•Od

cöıncident et à vérifier le cinquième point du théorème.
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Pour cela on se donne une extension k de Fq et on va successivement vérifier

les inclusions
^
MDr,P−•Od(k) ⊂

^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1] et

^
MDr,P−•Od(k) ⊃

^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 − rq−1

i,j )−1
i∈Z/dZ,j≥1](k) ; en vérifiant la

deuxième inclusion on obtiendra aussi une démonstration du point 5.
SoientM• = RP−•Od ∈

^
MDr,P−•Od(k) et P−iOd un réseau critique deM•. Les

réseauxMj (j−d ≤ j ≤ i) vérifient les inclusions zP−iOd⊗̂k ⊂Mj ⊂ P−iOd⊗̂k et
a fortiori les inclusions P−j+d−1Od ⊗̂k ⊂Mj ⊂ P−j−d+1Od ⊗̂k. Les éléments ri,j
associés à la matrice R sont donc nuls pour j ≥ d, ce qui démontre que RP−•Od

est un point de l’ouvert (U−P−•Od)[(1− rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j≥1].

Soient M• = RP−•Od un point de Spf ADr(k) =
^
MDr ∩ (U−P−•Od)[(1 −

rq−1
i,j )−1

i∈Z/dZ,j≥1] et i ∈ Z. L’indice i est critique si et seulement si la matrice Φ
associée à ce point appartient à P−iMd(O ⊗̂ k)P i. On vérifie aisément que cette
dernière condition équivaut à yi = 0 ; il reste donc seulement à vérifier que le
réseau critique est bien P−iOd. Ceci résulte de la formule

r`,j = (−1)j [(1− rq−1
`,j )(1− rq−1

`+1,j−1) · · · (1− r
q−1
`+j−1,1)]

−1y` · · · y`+j−1

qui entrâıne les égalités r`,j = 0 pour i − j + 1 ≤ ` ≤ i, desquelles il suit que la
matrice R appartient à P−iMd(k)P i ⊂ P−iMd(O ⊗̂ k)P i et que le réseau critique
Mi = RP−iOd ⊗̂ k est donc P−iOd ⊗̂ k.

Le théorème 2.3.2 est donc démontré.

2.3.1. Structures de niveau. — Soit S une
^
K-variété rigide analytique munie d’un

point (Y, ρ)rig de
^
M

rig

Dr à valeurs dans S, provenant d’un point (Y, ρ) de
^
MDr à

valeurs dans Sent pour un modèle entier convenable Sent. On note que, quitte à
normaliser Sent dans sa fibre générique S, les points de πn-division de Y rig définis
sur S proviennent de points de πn-division de Y définis sur Sent ; on suppose
désormais que Sent est normal.

On identifie le Fq-dual de D/OD à Π1−dOD en utilisant le résidu de la trace
réduite : D/OD ⊗Fq Π1−dOD → Fq. Le décalage qui devrait en résulter est en fait
annulé par celui qu’on a introduit dans la graduation du module de coordonnées
au début du paragraphe 2.3.

De même que du côté Lubin-Tate (cf. 2.2.1), la donnée d’une structure de niveau
d’échelon πn

π−nOD/OD → Y [πn]rigS

sur Y [πn]rigS équivaut (voir [G, IV. 1.3]) à celle d’une famille de morphismes

Si,n,Y : (Mi,Y /z
nMi,Y )⊗O^

MDr

OSent → (P−iOd/znP−i)Od ⊗̂ OSent

induisant des isomorphismes (Mi,Y /z
nMi,Y )⊗O^

MDr

OS
∼→ (P−iOd/znP−iOd) ⊗̂

OS après tensorisation par OS et vérifiant
– Si,n,Y est compatible aux morphismes induits par les inclusions Mi,Y ↪→
Mi+1,Y et P−iOd ↪→ P−(i+1)Od
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– le diagramme

τ(Mi,Y /z
nMi,Y )⊗O^

MDr

OSent

τSi,n,Y→ (P−iOd/znP−iOd) ⊗̂ OSent

↓ ↓
(Mi+1,Y /z

nMi+1,Y )⊗O^
MDr

OSent
Si+1,n,Y→ (P−(i+1)Od/znP−(i+1)Od) ⊗̂ OSent

(dont les morphismes verticaux sont respectivement induits par τMi,Y ↪→
Mi+1,Y et par P−1 : P−iOd ∼→ P−(i+1)Od) est commutatif.

Travaillant localement pour la topologie de Zariski sur Sent, on peut supposer
que le système (Mi,Y )i est de la forme (RY P

−i(Od ⊗̂ OS))i, où RY ∈ GLd(K ̂̂⊗
OS). Notant ΦY = R−1

Y
τRY ∈ P−1B ⊗̂ OS , la donnée de la famille (Si,n,Y )i

équivaut alors à celle d’une matrice (7)Sn,Y =
∑

0≤j≤nd−1 P
j diag(si,j)1≤i≤d ∈

(B ⊗̂ OS/z
n(B ⊗̂ OS))× vérifiant Sn,Y ΦY ≡ P−1 τSn,Y modulo znB ⊗̂ OS .

En particulier, le revêtement
^
M

rig

Dr,n,P−•Od de
^
M

rig

Dr,P−•Od du paragraphe 1.4,
classifiant les structures de niveau d’échelon πn sur le OD-module universel Y

au-dessus de
^
M

rig

Dr,P−•Od , est défini par la tour d’équations

sq
i,j+1 − si+1,j+1yi = si,j (i ∈ Z/dZ,−1 ≤ j ≤ nd− 1, si,−1 = 0)

associées à l’égalité de matrices Sn,Y ΦY ≡ P−1 τSn,Y modulo znB ⊗̂ OS et par
l’équation

(s1,0 · · · sd,0)q−1 = (−1)dπ

résultant de l’équation (s1 · · · sd)q = s2y1 · · · sdyd−1s1yd = (−1)ds1 · · · sdπ et du
fait que s1 · · · sd est inversible puisque Sn,Y l’est.

Ces équations donnent un modèle entier Spf(ADr[(si,j)i∈Z/dZ,0≤j≤nd−1]/IDr,n)

de
^
M

rig

Dr,n,P−•Od , où l’idéal IDr,n est bien sûr engendré par sq
i,0 − si+1,0yi pour

i ∈ Z/dZ, par (s1,0 · · · sd,0)q−1 − (−1)dπ et par sq
i,j+1 − si+1,j+1yi − si,j pour

i ∈ Z/dZ, 0 ≤ j ≤ nd− 1. Malheureusement, ce modèle entier n’est pas normal ;
on le remplacera donc par son normalisé

^
MDr,n,P−•Od = Spf ADr,n, où ADr,n

désigne la clôture intégrale de ADr dans ADr[(si,j)i∈Z/dZ,j≥0][π−1]/IDr,n.

Enfin, il sera commode d’interpréter la
^
O-algèbre ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d

associée aux structures de niveau d’échelon Π à l’aide d’algèbres de monöıdes
de la manière suivante. Pour tout monöıde M , on note Fq[M ] la Fq-algèbre
de ce monöıde et pour tout m ∈ M on note em ∈ Fq[M ] l’élément de
Fq[M ] qui lui correspond. La Fq-algèbre Fq[(yi)i∈Z/dZ, (si,0)i∈Z/dZ]/((sq

i,0 −
si+1,0yi)i∈Z/dZ, (s1,0 · · · sd,0)q−1 − y1 · · · yd) s’identifie alors (en envoyant si,0

sur e(0,··· ,0,1,0,··· ,0) et yi sur e(0,··· ,0,q,−1,0,··· ,0), le 1 et le q étant tous deux
en i-ème position) à celle du monöıde M engendré par les vecteurs de base

(7)Bien sûr, cette matrice n’est autre que celle de S0,n,Y ; on préfère abandonner l’indice 0 –
comme on l’a déjà fait avec R0,Y – pour alléger les notations.
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ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) et par les vecteurs qei − ei+1 (i ∈ Z/dZ). Utilisant
les notations introduites dans la discussion qui précède l’énoncé du théorème
2.3.2, la

^
O-algèbre AΦ[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d s’identifie donc à la complétée

Fq[M]̂ de Fq[M] pour la topologie π = (−1)de(q−1,··· ,q−1)-adique, si bien
que ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d s’identifie finalement à la complétée π-adique
(Fq[M][(ri,j)i∈Z/dZ,0≤j≤d−1]/E )̂ . Il résulte alors du lemme suivant et du fait que
le morphisme d’algèbres AΦ[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d → ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d est
étale que ADr[(si,0)i∈Z/dZ]/IDr,1/d est normale.

Lemme 2.3.6. — Le monöıde M est l’intersection du réseau Zd avec le cône∑
i∈Z/dZ R+(qei − ei+1).

Démonstration. — Soit m =
∑

i∈Z/dZ niei =
∑

i∈Z/dZ αi(qei − ei+1) (ni ∈
Z, αi ≥ 0,∀i ∈ Z/dZ) un élément de cette intersection. On veut démontrer que
m ∈M. Quitte à soustraire à m un élément de

∑
i N(qei−ei+1), on peut supposer

que αi < 1,∀i. Pour tout i on a alors ni = −αi−1 + qαi > −1 et donc ni ≥ 0, si
bien que m ∈ Nd ⊂M.

2.3.2. Action du groupe GLd(K)×D× et de la donnée de descente. — L’action du
groupe GLd(K) sur

^
MDr est très simple : γ ∈ GLd(K) envoie (Mi ⊂ Kd ⊗̂OS)i ∈

^
MDr(S) sur (γMi)i. En particulier, γ envoie le sous-foncteur ouvert

^
MDr,Λ de

^
MDr associé à un simplexe Λ = (Λi)i∈I(Λ) de l’immeuble étendu de GLd(K) sur

le sous-foncteur ouvert
^
MDr,γΛ associé au simplexe γΛ = (γΛi)i∈I(Λ).

Utilisant les notations du paragraphe précédent (2.3.1), lorsque S est une
^
K-

variété rigide-analytique, γ ∈ GLd(K) envoie (Mi,Y ⊂ Kd ̂̂⊗ OSent)i, Sn,i,Y ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S) sur

((γMi,Y )i, Sn,i,Y ◦ γ−1 : γMi,Y /z
nγMi,Y

γ−1

→
∼
Mi,Y /z

nMi,Y

Sn,i,Y→ P−iOd ⊗̂ OSent/znP−iOd ⊗̂ OSent) .

Lorsque (Mi,Y )i est de la forme (RY P
−iOd ⊗̂OSent)i, on peut aussi représenter

la famille (Sn,i,Y )i à l’aide d’une seule matrice Sn,Y (cf. 2.3.1) et γ envoie alors

(RY · P−•Od ⊗̂ OSent , Sn,Y ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S) sur ((γRY ) · P−•Od ⊗̂ OSent , Sn,Y ).

L’élément δ ∈ D× envoie (M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S) sur

(M•+m,Y = RY · P−•−mOd ⊗̂ OS , δzSn,Y P
−m),

où la notation δz est celle du paragraphe 2.2.2, m ∈ Z est l’unique entier tel que δ ∈
O×DΠm et par abus de notation δzSn,Y P

−m désigne (δzP−m)(PmSn,Y P
−m) ∈ (B⊗̂

OSent/znB ⊗̂OSent) –en remarquant que b 7→ PmbP−m agit sur (B ⊗̂OSent/znB ⊗̂
OSent)× ; en travaillant avec un système compatible ((M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂
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OSent , Sn,Y ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S))n∈N et en posant SY = lim←−Sn,Y comme dans le para-
graphe 2.2.2 la notation δzSY P

−m devient rigoureuse. En posant ∆ = Pm cette
action est donc analogue à celle de GLd(K) sur la tour de Lubin-Tate, comme on
l’a déjà remarqué dans le paragraphe 1.4.

En particulier, l’action de δ décale de m le module de coordonées gradué et

envoie donc l’ouvert affinöıde
^
M

rig

Dr,n,Λ associé à un simplexe Λ = (Λi)i∈I(Λ) sur

l’ouvert
^
M

rig

Dr,n,Λ[m] associé au simplexe décalé Λ[m] défini par I(Λ[m]) = {i −
m; i ∈ I(Λ)} et Λ[m] = (Λi+m)i∈I(Λ[m]).

Comme du côté Lubin-Tate, on peut souhaiter travailler avec des modules de
coordonnées normalisés comme dans le point 4 du théorème 2.3.2. L’action ci-
dessus de B× = StabGLd(K)(P−•Od) ne respecte pas cette normalisation ; avec ce
point de vue il faut alors remplacer ((γRY )P−•Od, SY ) par l’unique module de
coordonnées normalisé ((γRY Γ−1)P−•Od, SY Γ−1) qui lui soit isomorphe (où Γ est
un élément uniquement déterminé de ( tB ⊗̂ OS)× = OS [[ tP ]]×).

Finalement, la donnée de descente à la Weil est le morphisme associant

à (M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y ) ∈
^
M

rig

Dr,n(S) le couple (M•+1,Y =

RY P
−•−1, PSn,Y P

−1) ∈
^
M

rig

Dr,n(S[τ ]), comme on le voit en remarquant que
le module de coordonnées gradué de Y envisagé comme un OD-module formel
sur S[τ ] est (Mi+1,Y )i –il en est de même du module de coordonnées gradué de
π−nOD/OD (cf. [G, IV. 1]) mais le module de coordonnées gradué de YS0 n’est
en revanche pas décalé car YS0 provient de ι :

^
O → S, ce qui annule le décalage !

(pour plus de précision, voir [G], ch. IV, 1.2 et 1.3.4). Cette donnée de descente

envoie elle aussi l’ouvert affinöıde
^
M

rig

Dr,n,Λ de
^
M

rig

Dr,n sur l’ouvert
^
M

rig

Dr,n,Λ[1].

Remarque 2.3.7. — Soit
^
MDr,n le normalisé de

^
MDr dans

^
M

rig

Dr,n (cette nota-

tion a déjà été introduite dans le paragraphe 1.5). Soit S un
^
O-schéma formel π-

adique (8) muni d’un système compatible ((RY P
−•Od ⊗̂OS , Sn,Y ) ∈

^
MDr,n(S))n.

On s’intéresse plus particulièrement aux cas suivants
– S = Spf ÔL, où ÔL est le complété π-adique de l’anneau des entiers OL d’une

extension algébrique (nécessairement infinie) L de
^
K

– S = Spf ÂDr,∞, où ÂDr,∞ est le complété π-adique de ADr,∞ = lim−→n
ADr,n.

La matrice SY = lim←−Sn,Y ∈ (B⊗̂(OS [π−1]))× est alors à coefficients dans O⊗̂OS .

On peut donc considérer le produit TY = SY R
−1
Y ∈Md(K ̂̂⊗OS) analogue à celui

de la remarque 2.2.4. Cette matrice TY vérifie l’équation PTY = τTY , l’action
de (γ, δ) ∈ GLd(K) × D× sur

^
MDr,n envoie TY sur δzTY γ

−1
z et la donnée de

(8)Voire, un
^

K-espace rigide-analytique généralisé au sens de [Far1, ch. IV] si l’on veut éviter de
recourir à des modèles entiers.
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descente à la Weil envoie TY sur PTY –ces formules sont les transposées de celles
qui apparaissent dans la remarque 2.2.4.

Soit TY = S′R′−1 (où R′ ∈ GLd(K ̂̂⊗ OS) et S′ ∈ Md(O ⊗̂ OS) ∩ GLd(O ⊗̂
(OS [π−1])) est triangulaire supérieure modulo z) une autre décomposition de TY .
On a alors R′ = RY b et S′ = SY b, où b ∈ (B ⊗̂ (OS [π−1)])× ∩ GLd(K ̂̂⊗ OS) =
(B ⊗̂ OS)×. Les systèmes compatibles (M•,Y = RY · P−•Od ⊗̂ OS , Sn,Y )n

et (R′P−•, S′n ≡ S′ (modulo znB ⊗̂ OS))n sont donc isomorphes. Si RY

et R′ appartiennent toutes deux à (U−)̂(S) = lim←−m
(S/(πm)) = (Idd +

P−1 diag(Od
s )[P−1]̂)×, on a même b = 1 et la décomposition est donc unique.

En se limitant pour l’instant au cas d’une base S = Spf ÔL comme ci-dessus, on
peut alors donner une première idée de la construction de l’isomorphisme des deux
tours. Lorsque TX = SXR

−1
X ∈ GLd(K ̂̂⊗ÔL) est une matrice provenant de la tour

de Lubin-Tate (comme dans la remarque 2.2.4) on démontrera dans la section
5 qu’il existe une décomposition tTX = SY R

−1
Y , donnant naissance à un point

(RY P
−•Od⊗̂ÔL, SY ) de la tour de Drinfeld à valeurs dans ÔL ; réciproquement, on

démontrera aussi que lorsque TY = SY R
−1
Y provient comme ci-dessus de la tour de

Drinfeld, il existe une (unique) décomposition tTY = SXR
−1
X , où SX ∈ ( tB ⊗̂ L̂)×

et RX ∈ (Idd + tP−1 diag(Ôd
L)[ tP−1]̂)×, donnant naissance à un point (RX , SX)

de la tour de Lubin-Tate à valeurs dans ÔL.

2.3.3. Le recouvrement mentionné en 1.5, associé aux simplexes de l’immeuble
de Bruhat-Tits de PGLd(K). — Les simplexes de l’immeuble de Bruhat-Tits de
PGLd(K) sont simplement les classes d’équivalence de simplexes de l’immeuble
étendu de GLd(K), pour la relation d’équivalence induite par le décalage. En as-

sociant à un tel simplexe les ouverts
∐

h∈Z
^
MDr,Λ[h] et

∐
h∈Z

^
M

rig

Dr,n,Λ[h] de
^
MDr

et
^
M

rig

Dr,n, on définit donc des recouvrements de
^
MDr et

^
M

rig

Dr,n indexés par l’en-
semble des simplexes de l’immeuble de Bruhats-Tits de PGLd(K). Les ouverts de
ces recouvrements sont visiblement stables sous l’action de D× et de la donnée de
descente à la Weil ; γ ∈ GLd(K) envoie l’ouvert associé à un simplexe Λ sur celui
associé à γΛ.

A partir de maintenant, pour éviter de confondre les deux recouvrements, on

notera (
^
M

0

Dr,Λ)Λ∈I ét l’« ancien » recouvrement, indexé par l’ensemble I ét des

simplexes de l’immeuble étendu, et (
^
MDr,Λ)Λ∈I le « nouveau » recouvrement,

indexé par l’ensemble I des simplexes de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K)
–on a bien sûr I ét = I × Z, puisque chaque classe de décalage contient un unique
représentant tel que [Λi : Od] = i, ∀i ∈ I(Λ).
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3. Tour de Lubin-Tate et domaines fondamentaux

3.1. Décomposition cellulaire de la tour. — Soit C une extension de
^
K

munie d’une valuation à valeurs réelles (encore notée v) étendant celle de
^
K et

complète pour la topologie v-adique. On note OC = {x ∈ C; v(x) ≥ 0} l’anneau
des entiers de C et MC l’idéal de OC formé des éléments de valuation strictement
positive.

Soit (X, ρ) un point deMLT à valeurs dans OC . Il existe alors un unique (d−1)-
uplet (u1, · · · , ud−1) tel que le O-module formel X soit isomorphe à Ĝa muni de
l’action de O définie par l’action évidente de Fq et par X(π) = π + u1τ + · · · +
ud−1τ

d−1 + τd (voir [D1], [HG1] ou le début de 2.2).
On suppose que OC contient tous les points de torsion de X. On définit alors

le module de Tate entier T (X) = Hom(K/O, X) et le module de Tate rationnel
V (X) = T (X) ⊗O K = {s ∈ Hom(K,X); s(πNO) = 0 pour N � 0} ; en posant
si = s(π−i−1) ces modules de Tate V (X) et T (X) s’identifient respectivement à
{(si)i∈Z, si ∈MC , si = 0 pour i� 0, X(π)si+1 = si} et à {(si)i∈Z ∈ V (X), s−1 =
0}. Le module de Tate entier T (X) est un O-module libre de rang d et le module
de Tate rationnel V (X) est donc un K-espace vectoriel de dimension d.

Proposition 3.1.1. — Il existe N ∈ N, ne dépendant que des valuations des ui,
tel que pour tout s = (si)i∈Z ∈ V (X)−{0} et pour tout i ≥ N+inf({j ∈ Z, sj 6= 0}),
on ait v(si+1) = v(si)/qd.

Démonstration. — Soit i0 = inf({j ∈ Z, sj 6= 0}). On a X(π)si0 = 0, donc v(si0)
est une pente du polygône de Newton de X(π), donc v(si0) < 1/(q − 1). Pour
tout i ≥ i0, on a donc v(si) ≤ 1/((q − 1)qi−i0). En effet, v(si+1) est une pente du
polygône de Newton de X(π)− si et est donc ≤ v(si)/q puisque le point (1, 1) est
situé au-dessus de ce polygône de Newton. Soit N ∈ N tel que 1/((q − 1)qN ) ≤
min(qdv(u1)/(qd − q), · · · , qdv(ud−1)/(qd − qd−1)). Pour i ≥ i0 + N , le polygône
de Newton de X(π)− si est alors le segment d’extrémités (0, v(si)) et (qd, 0) ; on
a donc v(si+1) = v(si)/qd.

Définition 3.1.2. — La valuation stabilisée de s = (si)i∈Z ∈ V (X) est

V(s) =
1
d
logq v(sn) + n

pour n assez grand.

On voit facilement que V est une « norme additive » (cf. [T]) sur le K-espace
vectoriel V (X).

La donnée d’un point de
^
M

rig

LT ,∞ à valeurs dans C (c’est-à-dire, d’un système

compatible x = (xn ∈
^
MLT ,n(OC) =

^
M

rig

LT ,n(C))n) équivaut à celle d’un point de
^
MLT à valeurs dans OC comme-ci-dessus muni d’un isomorphisme de O-modules

Od → T (X). Pour tout point x de
^
M

rig

LT ,∞ à valeurs dans C on obtient ainsi une
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valuation sur Kd, et donc [GI] un point [x] dans la réalisation géométrique de
l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K).

Définition 3.1.3. — Si Λ est une facette (9) de l’immeuble, on pose

Mrig
∞,Λ(C) = {x ∈Mrig

∞ (C), [x] ∈ Λ}.

On notera Λ0 la chambre de l’immeuble dont les sommets sont les classes d’ho-
mothétie des réseaux P jOd pour j ∈ Z.

Proposition 3.1.4. — – 1) On a

^
M

rig

LT ,∞,Λ(C) ∩
^
M

rig

LT ,∞,Λ′(C) =
^
M

rig

LT ,∞,Λ∩Λ′(C)

et (γ, δ)
^
M

rig

LT ,∞,Λ(C) =
^
M

rig

LT ,∞,γΛ(C) pour (γ, δ) ∈ GLd(K)×D× .

– 2)
^
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) est l’ensemble des points à valeurs dans C de l’image in-

verse de l’ouvert affinöıde
^
MLT ,B×,Λ0

de
^
M

rig

LT ,B× formé des (x1, · · · , xd)
tels que v(xq

i /xi+1) ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ. Notant (Λ0)j la facette de Λ0

obtenue en omettant le sommet P−jOd, le sous-ensemble
^
M

rig

LT ,∞,(Λ0)j
(C) ⊂

^
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) est celui défini par la condition v(xq

j/xj+1) = 0.

– 3) Plus généralement, pour toute facette Λ,
^
M

rig

LT ,∞,Λ(C) est l’ensemble
des points à valeurs dans C de l’image inverse d’un ouvert affinöıde
^
M

rig

LT ,nLT (Λ),Λ de
^
M

rig

LT ,nLT (Λ), où nLT (Λ) est le plus petit entier n ∈ N∗ tel
que (1 + πnMd(O))× stabilise Λ.

– 4) L’image inverse dans
^
M

rig

LT ,∞ de tout ouvert affinöıde connexe U ⊂Mrig
LT

est incluse dans une réunion finie d’ouverts
^
M

rig

LT ,∞,Λ.

– 5) Le recouvrement admissible (
^
M

rig

LT ,∞,Λ)Λ∈I de la tour de Lubin-Tate est
pur (au sens de la définition 1.5.2).

Démonstration. — Le premier point est évident. Pour démontrer le deuxième, on

se donne un point x de
^
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C) et on note (x1, · · · , xd) son image dans

^
M

rig

LT ,B×(C) ' Md
C (cf. 2.2). La première partie du point 2) résulte alors de

l’équivalence des assertions suivantes :

– (i) x appartient à
^
M

rig

LT ,∞,Λ0
(C).

(9)Dans la mesure où on travaille dans ce paragraphe avec la réalisation géométrique de l’im-

meuble, pour éviter des confusions avec le point de vue (simplicial) de la section 2, on préferera

y parler de facettes et de chambres plutôt que de simplexes et de simplexes maximaux.
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– (ii) il existe V1, · · · , Vd ∈ R, avec V1 ≥ V2 ≥ · · · ≥ Vd ≥ V1 − 1, tels que
pour tout s ∈ V (X) non nul, V(s) = i + Vj , où i = inf({i ∈ Z, si 6= 0}) et
j = inf({j ∈ {1, · · · , d}, (τ − xj) · · · (τ − x1)si = 0}).

– (iii) il existe une suite périodique (wi)i∈Z/dZ dans R∗+, avec qwi ≥ wi+1 pour
tout i, telle que pour tout point de torsion non nul y de X, v(y) = wi/q

i où
i est le plus petit entier tel que (τ − xi) · · · (τ − x1)y = 0.

– (iiii) On a v(xq
i /xi+1) ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ.

On verra de plus que wi = qv(xi)/(q − 1) et pour k ∈ {1, · · · , d}, on a Vk =

(logq(wk)− k)/d, ce qui entrainera le complément concernant
^
M

rig

LT ,∞,(Λ0)j
(C).

L’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la définition de la valuation normalisée :
les entiers i et j associés à s dans (ii) sont tels que l’image de s dansKd appartienne
à P d(i+1)−jOd mais pas à P d(i+1)−j+1Od. De plus V1 − V2, · · · , Vd − V1 + 1 sont
simplement les coordonnées barycentriques de [x] dans Λ0 –vu comme enveloppe
convexe des sommets P−1Od, · · · , P−dOd = Od, pris dans cet ordre.

Il est facile de voir que (iii) implique (ii). Pour démontrer que (ii) implique
(iii), on se donne y comme dans (iii) et on écrit i = nd + k, avec k ∈ {1, · · · , d}
et n ∈ N. Il résulte de (ii) et de l’uniformité de N dans la proposition 3.1.1 que
pour m assez grand tous les antécédents z de y par X(π)m vérifient logq(v(z)) =
d(Vk − n −m). En effet z = sm pour un certain s ∈ V (X) tel que s0 = y. Alors
dV(s) = logq(v(z))+md est aussi égal par (ii) à d(−n+Vk). Comme y est le produit
de ses antécédents par X(π)m, on a logq(v(y)) = d(Vk −n) = logq(wk)− k−nd =
logq(wi)− i.

Supposons (iii) et démontrons (iiii). Soit i ∈ {1, · · · , d} et a non nul dans
le noyau de τ − xi. On a xi = aq−1 et donc v(xi) = (q − 1)v(a). Pour tout
y ∈ MC tel que (τ − xi−1) · · · (τ − x1)y = a on a v(y) = wi/q

i. Comme a est le
produit de ses antécédents par (τ − xi−1) · · · (τ − x1), on a v(a) = wi/q, et donc
v(xi) = (q − 1)wi/q.

Supposons (iiii) et démontrons (iii), avec wi = qv(xi)/(q − 1). Soit y tel que
(τ − xi) · · · (τ − x1)y = 0 mais tel que z1 = (τ − xi−1) · · · (τ − x1)y soit non nul.
On a zq−1

1 = xi et donc v(z1) = v(xi)/(q − 1). De plus z2 = (τ − xi−2) · · · (τ −
x1)y vérifie zq

2 − xi−1z2 = z1 et le polygône de Newton est un segment de pente
v(z1)/q car v(xi−1) ≥ v(xi)/q = (q − 1)v(z1)/q. Donc v(z2) = v(xi)/(q − 1)q.
Alors z3 = (τ − xi−3) · · · (τ − x1)y vérifie zq

3 − xi−2z3 = z2 et le polygône de
Newton est un segment de pente v(z2)/q car v(xi−2) ≥ v(xi)/q2 = (q − 1)v(z2)/q.
Donc v(z3) = v(xi)/((q − 1)q2). On continue ainsi jusqu’à zi = y et on trouve
v(y) = v(xi)/((q − 1)qi−1) = wi/q

i.
Le point (3) de la proposition résulte simplement de l’énoncé d’équivariance du

point (1) (et du fait que l’image inverse de l’affinöıde
^
M

rig

LT ,B×,Λ0
par le morphisme

d’oubli
^
M

rig

LT ,n →
^
M

rig

LT ,B× est affinöıde).

Pour démontrer le point (4) on se donne un ouvert affinöıde U de
^
M

rig

LT et on

va vérifier que lorsque x parcourt l’image inverse de U dans
^
M

rig

LT ,∞(C), le point
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[x] de l’immeuble reste à une distance bornée de Λ0. D’abord les valuations des ui

sont bornées inférieurement par ε > 0 sur U . Dans la proposition 3.1.1 l’entier N
peut donc être fixé lorsque x varie. Il reste donc à démontrer que pour s ∈ T (X)
tel que s0 6= 0, v(sN ) est bornée inférieurement par δ > 0 lorsque x varie. Mais on
a X(π)si+1 = si, d’où

v(si+1) ≥ min(v(si)/qd, 1/(qd − 1), v(u1)/(qd − q), · · · , v(ud−1)/(qd − qd−1))

pour i = 0, · · · , N − 1, et

v(s0) ≥ min(1/(qd − 1), v(u1)/(qd − q), · · · , v(ud−1)/(qd − qd−1)).

Le dernier point est une conséquence immédiate des deux premiers.

En appliquant au recouvrement admissible pur (
^
M

rig

LT ,∞,Λ)Λ∈I de la tour de

Lubin-Tate la construction qui suit la définition 1.5.2, on obtient le
^
O-schéma

formel
^
MLT ,∞,I annoncé dans le paragraphe 1.5. Ce schéma formel est alors, par

construction, muni du recouvrement ouvert
^
MLT ,∞,I =

⋃
Λ∈I

^
MLT ,∞,Λ.

Remarque 3.1.5. — Laurent Fargues a obtenu un résultat beaucoup plus fort
que le point (2) de la proposition ci-dessus (voir [Far2], propositions 8.2 et
8.12, ainsi que la figure 10 pour une illustration en rang d = 3). Pour l’énoncer,
on considère une B-orbite BΛ dans l’ensemble des facettes de l’immeuble de

Bruhat-Tits de PGLd(K) et l’ouvert
^
M

rig

LT ,N,BΛ =
⋃

b∈B×
^
M

rig

LT ,N,bΛ, défini pour

N ≥ nLT (bΛ),∀b ∈ B×. Cet ouvert provient en fait d’un ouvert
^
M

rig

LT ,B×,BΛ

de
^
MLT ,B× , qu’on peut aussi voir comme l’image par la correspondance de

Hecke associée à une certaine double-classe B× diag(πn1 , · · · , πnd)B× de l’ouvert
^
MLT ,B×,Λ′ associé, comme dans 3.1.4.2, à une facette Λ′ de la chambre Λ0.

Laurent Fargues construit une décomposition simpliciale ∆ =
⋃

Λ ∆(Λ) du sim-
plexe ouvert ∆ = {(v1, · · · , vd); vi > 0,∀i et v1 + · · · + vd = 1} des valuations
des d-uplets (x1, · · · , xd), indexée par l’ensemble des facettes de l’appartement de
l’immeuble de PGLd(K) associé au tore des matrices diagonales –ou, ce qui revient
au même, par l’ensemble des orbites B×Λ comme ci-dessus. Une conséquence de

sa proposition 8.12 est que l’ouvert
^
M

rig

LT ,B×,BΛ est simplement celui défini par
la condition (v(x1), · · · , v(xd)) ∈ ∆(Λ) –le simplexe ∆(Λ0) de sa décomposition
n’est autre que le simplexe {qvi − vi+1 ≥ 0,∀i ∈ Z/dZ} ⊂ ∆ qui apparâıt dans le
deuxième point de la proposition 3.1.4, si bien que ce résultat de L. Fargues en est
une généralisation.

Variante : le recouvrement associé à l’immeuble étendu. — Comme en 2.3 (voir
en particulier 2.3.3 pour les notations) on peut aussi définir un recouvrement

(
^
M

0,rig

LT ,∞,Λ)Λ∈I ét de la tour de Lubin-Tate indexé par l’ensemble I ét des simplexes
de l’immeuble étendu de GLd(K). Il suffit pour cela de se rappeler que la donnée
d’un simplexe de l’immeuble étendu équivaut à celle d’un entier h et d’un simplexe
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Λ de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). On associe alors simplement à ce

couple la partie ouverte et fermée
^
M

0,rig

LT ,n,(Λ,h) de
^
M

rig

LT ,n,Λ (pour n ≥ nLT (Λ)) sur
laquelle la hauteur de la quasi-isogénie ρ est h. Ce recouvrement a bien sûr encore
les propriétés énoncées dans la proposition 3.1.4. Le schéma formel

^
MLT ,∞,I est

aussi évidemment muni d’un recouvrement ouvert
^
MLT ,∞,I =

⋃
Λ∈Iét

^
M

0

LT ,∞,Λ

analogue.

3.2. Le domaine fondamental. — Notant
^
K{X1, · · · , Xn} la

^
K-algèbre

des séries en les variables X1, · · · , Xn convergentes sur le polydisque fermé
{v(Xi) ≥ 0,∀i ∈ {1, · · · , n}}, l’affinöıde V = {v(xq

i /xi+1) ≥ 0,∀i ∈ Z/dZ} ⊂
Spf

^
O[[x1, · · · , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ)rig s’écrit aussi

Spm
^
K{x1, · · · , xd, z1, · · · , zd}/(x1 · · ·xd − (−1)dπ, (zixi+1 − xq

i )i∈Z/dZ).

En utilisant le monöıde M de 2.3.1 et en envoyant e(q−1)ei sur xi, e(q−1)(qei−ei+1)

sur zi = xq
i /xi+1 et π sur (−1)de(q−1)(e1+···+ed), la complétée e(q−1)(e1+···+ed)-

adique de la Fq-algèbre Fq[(q−1)M] fournit un modèle entier Spf Fq[(q−1)M]̂de V.
Ce modèle entier est normal d’après le lemme 2.3.6, et Fq[(q−1)M]̂ s’identifie donc

à la
^
O-sous-algèbre de

^
K{x1, · · · , xd, z1, · · · , zd}/(x1 · · ·xd − (−1)dπ, (zixi+1 −

xq
i )i∈Z/dZ) formée des fonctions prenant des valeurs entières en tout point de V.
Comme du côté Drinfeld (cf. 2.3.1) on pose ALT = Fq[(q − 1)M]̂ et on définit

ALT ,n comme la normalisation de ALT dans

ALT [(si,j)i∈Z/dZ,0≤j≤nd−1, π
−1]/ILT ,n,

où l’on note ILT ,n l’idéal engendré par les sq
i,j−xi−jsi,j−si,j−1 pour i ∈ Z/dZ, 1 ≤

j ≤ nd− 1 et par les sq−1
i,0 − xi pour i ∈ Z/dZ.

Utilisant la variante (10)
^
MLT ,B×n introduite dans la remarque 2.2.3, le

^
O-

schéma formel
^
MLT ,B×n ,Λ0

=
∐

h∈Z Spf ALT ,n est alors le modèle entier af-

fine normal de
^
M

rig

LT ,B×n ,Λ0
=

^
M

rig

LT ,B×n ×^

M
rig

LT ,B×

^
M

rig

LT ,B×,Λ0
obtenu par nor-

malisation de
^
MLT ,B×,Λ0

=
∐

h∈Z Spf ALT dans
^
M

rig

LT ,B×n . La composante

(h,Spf ALT ) ⊂
^
MLT ,B×n ,Λ0

n’est autre que l’ouvert
^
M

0

LT ,B×n ,P−•−hOd associée au
simplexe P−•−hOd de l’immeuble étendu de GLd(K).

Comme en 2.3.1, on observe que B×n = (Idd + BPnd)× et ALT ,n ont en fait un

sens lorsque n est seulement un multiple entier de 1/d ; la
^
O-algèbre ALT ,1/d n’est

autre que la complétée π-adique de Fq[M].

(10)On rappelle que cette variante est intermédiaire entre
^

MLT ,n et
^

MLT ,n+1. Comme on

s’intéresse en fait à ALT ,∞ =
⋃

n ALT ,n, le choix de cette variante de la tour (
^

MLT ,n)n est
parfaitement inoffensif.
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4. Réduction aux domaines fondamentaux

Dans cette section, nous allons d’abord énoncer un théorème établissant l’exis-
tence d’un isomorphisme ϕFond. = ϕP−•Od des domaines fondamentaux des tours
de Lubin-Tate et de Drinfeld ayant certaines propriétés –il sera facile de vérifier
qu’il peut exister au plus un isomorphisme ayant ces propriétés. Admettant mo-
mentanément ce théorème, dont la démonstration sera donnée dans la section 5, on
construira ensuite par recollement l’isomorphisme du théorème 1.5.3 en utilisant
la propriété d’unicité de l’isomorphisme ϕFond..

4.1. Enoncé du théorème. — Soient ALT ,∞ =
⋃

n∈N ALT ,n , ADr,∞ =⋃
n∈N ADr,n et ÂLT ,∞ et ÂDr,∞ leurs complétées π-adiques respectives.
On dispose donc, du côté Lubin-Tate (cf. 2.2)
– d’une matrice

RLT = RX = Idd +
∑
j≥1

diag(rLT1,j , · · · , rLTd,j ) tP−j ,

à coefficients dans K ̂̂⊗ ALT ,0 (et a fortiori, dans K ̂̂⊗ ÂLT ,∞) et possédant
une matrice inverse R−1

LT appartenant elle aussi au complété π-adique (Idd +
diag(Ad

LT ,0)[
tP−1] tP−1)̂

– d’une matrice

SLT = SX =
∑
j≥0

diag(sLT1,j , · · · , sLTd,j ) tP j

à coefficients dans O ⊗̂ ALT ,∞, possédant une matrice inverse S−1
LT à coeffi-

cients dans O⊗̂(ALT ,∞[π−1]) qui est elle aussi triangulaire inférieure modulo
z

– du produit TLT = SLT R
−1
LT que l’on a déjà considéré dans la remarque 2.2.4 ;

c’est une matrice à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂLT ,∞.
De même, du côté Drinfeld, on dispose (cf. 2.3)
– d’une matrice

RDr = RX = Idd +
∑
j≥1

P−j diag(rDr
1,j , · · · , rDr

d,j ),

à coefficients dans K ̂̂⊗ ADr,0 (et a fortiori, dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞) et possédant
une matrice inverse R−1

Dr appartenant elle aussi au complété π-adique (Idd +
diag(Ad

Dr,0)[P
−1]P−1)̂

– d’une matrice

SDr = SX =
∑
j≥0

P j diag(sDr
1,j , · · · , sDr

d,j)

à coefficients dansO⊗̂ADr,∞, possédant une matrice inverse S−1
Dr à coefficients

dans O ⊗̂ (ADr,∞[π−1]) qui est elle aussi triangulaire supérieure modulo z
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– du produit TDr = SDrR
−1
Dr que l’on a déjà considéré dans la remarque 2.3.7 ;

c’est une matrice à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞.

Pour tout simplexe Λ de l’immeuble étendu de GLd(K), on note
^
MLT ,∞,Λ =

lim←−n

^
MLT ,n,Λ et

^
MLT ,∞,Λ = lim←−n

^
MLT ,n,Λ les limites projectives complétées.

On a alors le résultat suivant, dont la démonstration est reportée à la section 5
(sauf pour la partie concernant l’unicité).

Théorème 4.1.1. — 1) Il existe un unique isomorphisme de
^
O-schémas formels

ϕP−•Od :
^
M

0

LT ,∞,P−•Od = Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ =
^
M

0

Dr,∞,P−•Od

tel que ϕ∗P−•Od(TDr) = tTLT .
2) Cet isomorphisme fait se correspondre les sous-schémas fermés de Spf ÂLT ,∞

et Spf ÂDr,∞ d’équations respectives (xq
i /xi+1 = 0) et (yq−1

i = 0) et induit donc

un isomorphisme ϕ(P−•Od)i
:

^
M

0

LT ,∞,(P−•Od)i
= Spf ALT ,∞[(xq

i /xi+1)−1]̂ →
Spf ADr,∞[y−1

i ]̂ =
^
M

0

Dr,∞,(P−•Od)i
, pour tout i ∈ Z/dZ ( ̂ désigne bien sûr la

complétion π-adique ; voir le théorème 2.3.2(5) et la proposition 3.1.4(2) pour les
deux égalités et pour la notation (P−•Od)i).

On va maintenant s’intéresser à l’unicité de ce morphisme (et à celle du mor-
phisme des sous-schémas formels ouverts complémentaires résultant du point (2)
du théorème) et à ses conséquences.

4.2. Unicité de ϕP−•Od et de ses localisés, équivariance et recolle-
ment. — Soient I ( Z/dZ et (P−•Od)I =

⋂
i∈I(P

−•Od)i le simplexe de
l’immeuble étendu obtenu à partir de P−•Od en omettant les sommets P−iOd

pour i ∈ I (modulo d). On considère le morphisme ϕ(P−•Od)I
:

^
M

0

LT ,∞,(P−•Od)I
=

Spf ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂→ Spf ADr,∞[(y−1
i )i∈I ]̂=

^
M

0

Dr,∞,(P−•Od)I
induit par

le deuxième point du théorème 4.1.1.
Pour alléger les notations on note encore RLT , · · · les matrices à coefficients dans

K ̂̂⊗ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂ (resp. K ̂̂⊗ADr,∞[(y−1
i )i∈I ]̂) obtenues par l’extension

des scalaires ÂLT ,∞ → ALT ,∞[(xq
i /xi+1)−1

i∈I ]̂ (resp. ÂDr,∞ → ADr,∞[(y−1
i )i∈I ]̂).

On a donc encore ϕ∗(P−•Od)I
(TDr) = tTLT .

Il résulte de la proposition suivante que le morphisme ϕ(P−•Od)I
est l’unique

morphisme vérifiant cette propriété. La démonstration qu’on en donnera reprend
(et précise) une partie de la remarque 2.3.7.

Proposition 4.2.1. — Soit S est un
^
O-schéma formel muni d’une matrice T ∈

Md(K ̂̂⊗ OS). Il existe au plus un morphisme ψ : S →
^
MDr,∞,(P−•Od)I

tel que
ψ∗(TDr) = T .
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Pour démontrer cette proposition, on va d’abord s’intéresser à la croissance des
normes π-adiques des coefficients r∗i,j et s∗i,j des matrices R∗ et S∗ (pour ∗ = LT ou
Dr), ainsi qu’à celle des coefficients analogues (notés r̃∗i,j et s̃∗i,j) pour les matrices
R̃∗ = R−1

∗ et S̃∗ = S−1
∗ .

Pour toute
^
O-algèbre A plate et intégralement close dans A[π−1], on note ν :

A[π−1]→ Q ∪ {+∞} la « semi-norme additive » de A[π−1] définie par

ν(a) = sup {V ∈ Q ; π−nV an ∈ Â∗,∞,∀n ∈ N ∩ V −1N} ;

c’est une norme additive lorsque A ne possède pas d’élément non nul divisible par
πn pour tout n ∈ N (ou, de manière équivalente, lorsque A est séparée pour la
topologie π-adique).

Pour tous ν1 ≤ ν2 (avec ν1 ∈ Q ∪ {−∞} et ν2 ∈ Q ∪ {+∞}) on considère les
A[π−1]-sous-modules H(]ν1, ν2[, A) et H(]ν1,+∞], A) de

A[π−1][[z, z−1]] = {a(z) =
∑
j∈Z

ajz
j ; aj ∈ Â∗,∞[π−1],∀j ∈ Z}

définis par

H(]ν1, ν2[, A) = {a(z) ; lim
j→+∞

ν(aj)
j
≥ −ν1 et lim

j→−∞

ν(aj)
j
≥ −ν2}

et H(]ν1,+∞], A) = {a(z) ; lim
j→+∞

ν(aj)
j
≥ −ν1 et aj = 0,∀j ≤ 0} .

Lorsque A est l’anneau des entiers Aent = {a ∈ A; ν(a) ≥ 0} d’une algèbre de Tate
A(= A[π−1]), le A-module H(]ν1,+∞], A) est celui des fonctions holomorphes sur
le disque ouvert {ν1 < v(z)} au-dessus de SpmA et le A-module H(]ν1, ν2[, A)
est celui des fonctions holomorphes sur la couronne ouverte {ν1 < v(z) < ν2}
au-dessus de SpmA, ce qui justifie la notation adoptée.

Lorsque A est séparée et complète pour la topologie π-adique, la série∑
j=j1+j2

aj1bj2 définissant les coefficients du produit de deux séries a(z), b(z) ∈
H(]ν1, ν2[, A) converge, ce qui munit H(]ν1, ν2[, A) d’une structure de A[π−1]-
algèbre associative et commutative.

On se donne maintenant un point (RLT , SLT ) de
^
MLT ,∞,P−•Od à valeurs dans

A ou un point (RDrP
−•Od, SDr) de

^
MDr,∞,P−•Od à valeurs dans A.

Proposition 4.2.2. — Les matrices R∗ et S∗ (avec ∗ = LT ou Dr) vérifient
– la matrice R∗ est à coefficients dans H(]0, 1[, A)
– la matrice S∗ est à coefficients dans O ⊗̂A et a fortiori dans H(]0,+∞], A)
– la matrice R∗ a une matrice inverse R−1

∗ à coefficients dans H(]0,+∞[, A)
– la matrice S∗ a une matrice inverse S−1

∗ à coefficients dans H(] 1q ,+∞], A).
En particulier, les quatre matrices R∗, S∗, R−1

∗ et S−1
∗ sont toutes à coefficients

dans la A[π−1]-algèbre H(] 1q , 1[, A).
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Démonstration. — La partie de l’énoncé concernant les matrices S∗ est évidente.
On va maintenant démontrer celle concernant les matrices R−1

∗ .

On sait déjà queR∗ admet un matrice inverse à coefficients dansK ̂̂⊗A et on veut
démontrer que cette matrice inverse est en fait à coefficients dans H(]0,+∞[, A).
Du côté Lubin-Tate, cela résulte du fait que la matrice

[(ΦLT tP−1)( tP τΦLT tP−2) · · · ( tPnd−1 τnd−1
ΦLT tP−nd)]

a ses coefficients dans A⊕Az−1 ⊕ · · · ⊕Az−n, qu’elle est congrue à R−1
LT modulo

(x1, · · · , xd)qnd

et que ν(xi) ≥ (q − 1)/(qd − 1),∀i ∈ Z/dZ. Du côté Drinfeld,
on a R−1

Dr ≡ Idd +
∑

1≤j≤d−1 P
−j diag(r̃i,j)1≤i≤d (mod π) (on rappelle qu’on a

P−i+d−1Od ⊗̂ (A/πA) ⊂ RP−iOd ⊗̂ (A/πA), voir 2.3). La matrice

[ΦDr
τΦDr · · · τnd−1

ΦDr(Idd +
∑

1≤j≤d−1

P−j diag(r̃qnd

i,j )1≤i≤d)]

est donc congrue à R−1 modulo πqnd

. Elle a ses coefficients dans A⊕Az−1⊕· · ·⊕
Az−n−1 ; la propriété de l’énoncé pour R−1

Dr en résulte.
Du côté Lubin-Tate comme du côté Drinfeld, on a detR−1

∗ = (1 − π/z)(1 −
πq/z) · · · , comme il résulte de l’équation (1− π/z) τdetR−1

∗ = detR−1
∗ et du fait

que detR−1
∗ est congrue à 1 (modulo (x1, · · · , xd) du côté Lubin-Tate ; modulo π du

côté Drinfeld). La proposition pour R∗ en résulte en développant (1−πqn

/z)−1 en
puissances de z−1 et en exprimant R∗ comme produit de detR∗ et de la transposée
de la matrice des cofacteurs de R−1

∗ .
Enfin, notant detS−1

∗ =
∑

j∈N s̃jz
j , on a ν(s̃j) = −(q − 1)−1 − jq−1, comme

on le voit en considérant l’équation (−1)d−1πs̃q
j + s̃j = (−1)d−1s̃q

j−1 qui résulte
elle-même de l’équation (−1)d−1(z − π) τdetS−1

∗ = detS−1
∗ (on rappelle que s̃0 =

(s∗1,0 · · · s∗d,0)
−1 est inversible dans A[π−1]). La propriété pour S∗ en résulte en

exprimant S−1
∗ comme produit de detS−1

∗ et de la transposée de la matrice des
cofacteurs de S∗.

Remarque 4.2.3. — On obtient en fait l’énoncé plus fort suivant : les coefficients
des matrices R∗ et S−1

∗ sont des fonctions méromorphes sur le disque épointé
{0 < v(z) < +∞} au-dessus de la fibre générique (au sens de Raynaud-Fargues,
[Far1, ch. IV]) de Spf A, dont les pôles sont simples et situés respectivement en
z = π, πq, πq2

, · · · et en z = · · · , πq−2
, πq−1

(ceci a un sens car π admet alors des
racines qn-ièmes dans A, pour tout n ∈ N).

Démonstration de la proposition 4.2.1. — Si ψ et ψ′ sont deux morphismes
vérifiant cette propriété, on a l’égalité ψ′∗(S−1

Dr)ψ∗(SDr) = ψ′∗(R−1
Dr)ψ

∗(RDr) dans
la OS [π−1]-algèbre (associative) Md(H(] 1q , 1[,OS)). Le premier membre de cette
égalité est de la forme

∑
j≥0 diag(ai,j)iP

j alors que le second membre est de la
forme Idd +

∑
j≥1 diag(bi,j)iP

−j , ce qui force les deux membres à être la matrice
identité ; on a donc ψ∗(SDr) = ψ′∗(SDr) et ψ∗(RDr) = ψ′∗(RDr). Les points ψ et
ψ′ de

^
MDr,∞,(P−•Od)I

à valeurs dans S cöıncident donc.
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Remarque 4.2.4. — Dans la démonstration d’unicité ci-dessus, il est vraiment
nécessaire d’utiliser la convergence sur une couronne commune résultant de la
proposition 4.2.2, comme on s’en convainc en considérant l’exemple des deux
développements

(z − π)−1
]1,+∞] = −π−1(1 + z/π + (z/π)2 + · · · ) ∈ H(]1,+∞],O)

et (z − π)−1
]0,1[ = z−1(1 + π/z + (π/z)2 + · · · ) ∈ H(]0, 1[,O)

de (z − π)−1 et des deux décompositions distinctes

(z − π)(1− π/z)−1
]0,1[ = z = (z + π)(1 + π/z)−1

]0,1[ .

En fait lorsqu’on essaie d’appliquer à ces deux décompositions le raisonnement
ci-dessus, on rencontre une simplification « illégitime » du type suivant.

On considère l’égalité (z − π)
∑

j∈Z z
jπ−j−1 = 0 dans le O-module O[[z, z−1]].

On ne peut pas simplifier cette égalité en la multipliant par l’un des deux
développements de (z − π)−1 ci-dessus car le produit partiel (c’est-à-dire, non
partout défini) a, b ∈ O[[z, z−1]] 7→ ab ne vérifie pas l’identité (ab)c = a(bc) sur
son domaine de définition.

On note respectivement WLT et WDr les données de descente de Weil du côté
Lubin-Tate et du côté Drinfeld. On rappelle que ces données de descente agissent
par le décalage Λ 7→ Λ[1] sur l’ensemble I ét des simplexes de l’immeuble étendu
de GLd(K) et que δ ∈ D× agit aussi sur I ét par le décalage Λ 7→ Λ[v(Nr δ)] (où Nr
désigne bien sûr la norme réduite). La proposition 4.2.1 admet alors le corollaire
suivant.

Corollaire 4.2.5. — Soient I ( Z/dZ, J ( Z/dZ et (γ, δ, n) ∈ GLd(K)×D××Z
tel que γ(P−•Od)I [n+ v(Nr δ)] = (P−•Od)J . Le diagramme suivant

^
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n]
(γ,δ)◦W n

LT−→
^
MDr,∞,(P−•Od)J

ϕ(P−•Od)I
↓ ϕ(P−•Od)J

↓
^
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n]
(γ,δ)◦W n

Dr−→
^
MDr,∞,(P−•Od)J

est alors commutatif –on rappelle que les
^
O-schémas formels

^
MLT ,∞,(P−•Od)I

et
^
MLT ,∞,(P−•Od)I

[τ−n] (resp.
^
MDr,∞,(P−•Od)I

et
^
MDr,∞,(P−•Od)I

[τ−n]) ont le
même O-schéma formel sous-jacent, ce qui donne un sens à la flèche verticale de
gauche.

Démonstration. — Il résulte des formules du paragraphe 2.2.1 donnant l’action de
GLd(K)×D× et deWLT sur la tour de Lubin-Tate que l’on a ((γ, δ)◦Wn

LT )∗TLT =
tγ−1

z TLT
tPn tδz (voir la remarque 2.2.4). Il résulte aussi des formules du para-

graphe 2.3.1 donnant l’action de GLd(K)×D× et de WDr sur la tour de Drinfeld
que l’on a ((γ, δ) ◦ Wn

Dr)
∗TDr = δzP

nTDrγ
−1 (voir la remarque 2.3.7). Le co-

rollaire en résulte en appliquant la proposition 4.2.1 aux deux morphismes de



42 ALAIN GENESTIER ET VINCENT LAFFORGUE

^
MLT ,∞,(P−•Od)I

vers
^
MDr,∞,(P−•Od)J

[τn] obtenus à partir du diagramme ci-
dessus et à la matrice T = t( tγ−1

z TLT
tPn tδz) = δzP

n tTLT γ
−1.

On considère maintenant un simplexe arbitraire Λ de l’immeuble de Bruhat-Tits
étendu de GLd(K) et on choisit un triplet (γ, δ, n) ∈ GLd(K) × D× × Z tel que
γΛ[n+v(Nr δ)] soit un sous-simplexe (P−•Od)I du simplexe maximal fondamental
P−•Od. Il résulte du corollaire ci-dessus que

ϕΛ = W−n
Dr ◦ (γ, δ)−1 ◦ ϕ(P−•Od)I

◦ (γ, δ) ◦Wn
LT :

^
M

0

LT ,∞,Λ →
^
M

0

Dr,∞,Λ

ne dépend pas du choix du triplet (γ, δ, n). On obtient de cette manière un mor-

phisme GLd(K)×D×-équivariant (ϕΛ :
^
M

0

LT ,∞,Λ →
^
M

0

Dr,∞,Λ)Λ∈Iét , compatible
aux données de descente de Weil (11).

Pour achever la construction de l’isomorphisme ϕ du théorème 1.5.3 à partir
de l’isomophisme ϕP−•Od du théorème 4.1.1, il reste encore à vérifier que les mor-

phismes ϕΛ sont compatibles aux immersions ouvertes
^
M

0

LT ,∞,Λ′ ↪→
^
M

0

LT ,∞,Λ′

et
^
M

0

Dr,∞,Λ′ ↪→
^
M

0

Dr,∞,Λ′ associées à une inclusion Λ′ ⊂ Λ de simplexes
de l’immeuble étendu. En utilisant l’action de GLd(K) × D×, on se ramène
immédiatement au cas où Λ est un sous-simplexe du simplexe fondamental
P−•Od, pour lequel cette compatibilité est tautologique !

On achève ce paragraphe sur une remarque triviale mais rassurante.

Remarque 4.2.6. — En rang d = 1 les tours de Drinfeld cöıncident a priori
puisque les notions de O-module formel de hauteur d et de OD-module formel
spécial de hauteur d2 se réduisent toutes deux à celle de O-module formel de
hauteur 1. Il résulte immédiatement de la proposition 4.2.1 que dans ce cas, l’iso-
morphisme ϕ est l’identité !

5. Démonstration du théorème 4.1.1

Dans cette section, nous « couperons en deux » la construction de l’iso-
morphisme ϕP−•Od : Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ en introduisant (5.1) un
(Fq)-schéma formel affine intermédiaire Spf AInt « classifiant » les matrices
TDr =

∑
j∈Z P

j diag(ti,j) vérifiant l’équation PTDr = τTDr et certaines condi-
tions supplémentaires. Ces conditions supplémentaires seront destinées à garantir
qu’elles proviennent de Spf ÂDr,∞ et (après transposition) de Spf ÂLT ,∞ ; elles
seront en fait « dictées » par l’observation des propriétés des morphismes de
produit ci-dessous.

(11)On n’a donc pas procédé exactement comme annoncé dans 1.5, puisqu’on a travaillé avec
l’immeuble étendu de GLd(K) au lieu de l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLd(K). Pour rester

fidèle à la démarche annoncée dans 1.5, il faudrait d’abord induire ϕ(P−•Od)I
à la classe de

décalage de (P−•Od)I puis induire de ces classes de décalage à l’immeuble de Bruhat-Tits de

PGLd(K). Cela revient évidemment au même !
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La construction de l’isomorphisme ϕP−•Od : Spf ÂLT ,∞ → Spf ÂDr,∞ se réduira
alors à celle d’un diagramme

Spf ÂLT ,∞
produit

�
décomposition

Spf AInt

décomposition

�
produit

Spf ÂDr,∞.

tel que les composées de deux flèches superposées soient l’identité. Les morphismes
de produit seront construits en 5.2 et les morphismes de décomposition le seront
en 5.3.

En fait, comme nous l’avons déjà souligné ci-dessus, AInt est a priori seulement
une Fq-algèbre topologique et il restera à vérifier que les deux structures de

^
O-

algèbre sur AInt induites par les deux morphismes de décomposition cöıncident.
Ceci résultera de considérations sur les déterminants des matrices R∗, S∗ et T∗
(voir 5.4).

Enfin, nous donnerons une démonstration du point (2) du théorème 4.1.1 dans
le très court paragraphe 5.5.

5.1. L’anneau intermédiaire. — Lorsque la matrice TDr =
∑

j∈Z P
j diag(ti,j)

vérifie l’équation PTDr = τTDr, on a ti,j−1 = tqi,j ,∀i ∈ Z/dZ, j ∈ Z et donc

ti,j = tq
−j

i,0 . Abandonnant l’indice 0, on notera ti l’élément ti,0.
On introduit alors le monöıde M[q−1] formé des éléments de Qd dont le produit

par une puissance de q est dans M et la Fq-algèbre Fq[M[q−1]]. On note ti l’élément
eei = e(0,··· ,0,1,0,··· ,0) de cette algèbre, de sorte que l’on a aussi Fq[M[q−1]] =
Fq[t

q−j

i , (tqi /ti+1)q−j

]i∈Z/dZ,j∈N. On introduit encore le complété (t1 · · · td)-adique

Fq[M[q−1]]̂ de Fq[M[q−1]]. La matrice TDr =
∑

j∈Z P
j diag(tq

−j

1 , · · · , tq
−j

d ) et la
matrice TLT = tTDr sont alors à coefficients dans le complété (t1 · · · td)-adique de
K ⊗̂ Fq[M[q−1]] –ou, ce qui revient au même, dans K ̂̂⊗ Fq[M[q−1]]̂.

Un calcul facile montre que detTLT = detTDr =
∑

j∈Z t
q−j

((−1)d−1z)j où t
est donné par la formule suivante

t =
∑

σ

sgn(σ̄)
∏

i∈Z/dZ

tq
σ(i)−i

i ,

où
– la somme porte sur l’ensemble des applications σ : Z → Z telles que i 7→

(σ(i)− i) soit périodique de période d et que
∑

i∈Z/dZ(σ(i)− i) = 0
– on note σ̄ : Z/dZ → Z/dZ l’application quotient et sgn(σ̄) sa signature –on

convient qu’elle est nulle si σ̄ n’est pas une permutation.
Dans cette somme on remarque en particulier le terme t1 · · · td, qui correspond
à σ = IdZ. On vérifiera dans le paragraphe suivant que t/(t1 · · · td) appartient à
Fq[M[q−1]] .̂

On pose alors AInt = Fq[M[q−1]]̂[(t/(t1 · · · td))−1]̂ . Dans le paragraphe sui-
vant, on donnera une définition équivalente de AInt.
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5.1.1. Etude de AInt. — Si (α1, · · · , αd) ∈ M[q−1], dans Fq[(qd − 1)−1M[q−1]]̂
on a tα1

1 · · · t
αd

d =
∏d

i=1(t
q
i /ti+1)βi , où les βi sont déterminés de façon unique par

les équations qβi − βi−1 = αi. Plus explicitement on a

βi =
qd−1αi + qd−2αi−1 + · · ·+ αi−(d−1)

qd − 1
.

Si γ1, .., γd appartiennent à N[1/q], et si pour tout i ∈ Z/dZ, on a γi ≤ βi, alors
tα1
1 · · · t

αd

d est divisible dans Fq[M[q−1]]̂ par
∏d

i=1(t
q
i /ti+1)γi .

Pour montrer que t/(t1 · · · td) appartient à Fq[M[q−1]]̂ nous allons établir que
pour chaque σ dans l’ensemble des σ : Z→ Z tel que i 7→ (σ(i)− i) soit périodique
de période d, σ̄ : Z/dZ → Z/dZ soit une permutation, et

∑
i∈Z/dZ(σ(i) − i) = 0,∏

i∈Z/dZ t
qσ(i)−i

i /(t1 · · · td) appartient à Fq[M[q−1]] ,̂ et tend vers 0 quand σ sort
des parties finies de cet ensemble.

Pour cela nous écrivons
d∏

i=1

tq
σ(i)−i

i /(t1 · · · td) =
d∏

i=1

(tqi /ti+1)βi ,

où

(qd − 1)βd = (qσ(d)−1 + qσ(d−1)−1 + · · ·+ qσ(1)−1)− (qd−1 + qd−2 + · · ·+ 1)

et les autres βi s’obtiennent à partir de cette formule en conjuguant σ par une
translation de i dans Z. Grâce à l’hypothèse que σ̄ est une permutation et que∑

i∈Z/dZ(σ(i) − i) = 0 on voit facilement que βi ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ et par
conséquent l’expression ci-dessus appartient bien à Fq[M[q−1]] .̂ De plus, quand
σ sort des parties finies de l’ensemble des σ : Z → Z tels que i 7→ (σ(i) − i) soit
périodique de période d, σ̄ : Z/dZ→ Z/dZ soit une permutation, et

∑
i∈Z/dZ(σ(i)−

i) = 0, les βi tendent vers +∞ et donc l’expression ci-dessus tend vers 0.
Dans la suite on notera toujours C une constante dans N∗[1/q] ne dépendant

que de d, mais pouvant varier d’une inégalité à l’autre.
On voit facilement, par stricte convexité de la fonction t 7→ qt, que βd ≥ C

pour tout σ tel que σ({1, 2, · · · , d}) 6= {1, 2, · · · , d}. De même on peut vérifier que
pour i ∈ {1, · · · , d}, βi ≥ C pour tout σ tel que σ({i+ 1− d, i+ 2− d, · · · , i}) 6=
{i+ 1− d, i+ 2− d, · · · , i}.

Par conséquent, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)
C , on a

l’égalité :

t/(t1 · · · td) = det


t1 tq1 · · · tq

d−1

1

tq
−1

2 t2 · · · tq
d−2

2
...

...
...

tq
−(d−1)

d tq
−(d−2)

d · · · td

 /(t1 · · · td).
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5.1.2. Intermède : le déterminant de Moore. — Nous rencontrerons par la suite
de nombreux déterminants du type de celui ci-dessus. De façon générale, nous
appelons

Moore(X1, · · · , Xk) = det


X1 Xq

1 · · · Xqk−1

1

X2 Xq
2 · · · Xqk−1

2
...

...
...

Xk Xq
k · · · Xqk−1

k

 .

On a

Moore(X1, · · · , Xk) = c
∏

[α1,··· ,αk]∈Pk−1(Fq)

(α1X1 + · · ·+ αkXk),

où c ∈ F×q dépend du choix des relèvements à Fk
q\{0} des éléments de Pk−1(Fq).

De façon plus précise on a

Moore(X1, · · · , Xk) =
k∏

i=1

∏
α1,··· ,αi−1∈Fq

(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αi−1Xi−1 +Xi).

5.1.3. Fin de l’étude de AInt. — Donc, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré
par (tqd/t1)

C , on a l’égalité :

t/(t1 · · · td) = Moore(t1, t
q−1

2 , · · · , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td).

De même, pour tout i ∈ {1, · · · , d}, on a, modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré
par (tqi /ti+1)C :

t/(t1 · · · td) = Moore(ti+1, t
q−1

i+2, · · · , t
q−(d−1)

i )/(t1 · · · td).

Notons, pour tout i ∈ Z/dZ,

wi =
(∏

α1,··· ,αd−1∈Fq

ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αd−1t

qd−1

i−d+1

ti

)q−(d−1)

=
(∏

α1,··· ,αd−1∈Fq
(1 + α1(t

q
i−1/ti) + α2(t

q
i−2/ti−1)q(tqi−1/ti) + · · ·

· · ·+ αd−1(t
q
i−d+1/ti−d+2)qd−2 · · · (tqi−1/ti))

)q−(d−1)

∈ Fq[M[q−1]] .̂

On en déduit facilement

wi =
( ∏

α1,··· ,αi−1∈Fq

ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αi−1t

qi−1

1

ti

)q−(i−1)

modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)
C .

D’où w1 · · ·wd = Moore(t1, t
q−1

2 , · · · , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td) modulo l’idéal de
Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)

C .

Or on a vu que Moore(t1, t
q−1

2 , · · · , tq
−(d−1)

d )/(t1 · · · td) est égal à t/(t1 · · · td)
modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)

C .
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Par conséquent on a l’égalité w1 · · ·wd = t/(t1 · · · td) modulo l’idéal de
Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqd/t1)

C .
Par permutation circulaire, cette même égalité a lieu modulo l’idéal de

Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqi /ti+1)C , pour tout i ∈ Z/dZ.
On obtient ainsi une nouvelle définition de AInt :

AInt=Fq[M[q−1]]̂[(w1 · · ·wd)−1]̂
=Fq[M[q−1]]̂[((ti + α1t

q
i−1 + · · ·+ αd−1t

qd−1

i−d+1)/ti)
−1
i∈Z/dZ,α1,··· ,αd−1∈Fq

]̂ ,
où ̂ désigne encore la complétion pour la topologie t1 · · · td-adique.

Comme tq
d−1

i est divisible par (t1 · · · td)C dans Fq[M[q−1]] ,̂ on voit facilement
que AInt est encore égal à

Fq[M[q−1]]̂[((ti + α1t
q
i−1 + · · ·+ αkt

qk

i−k)/ti)−1
i∈Z/dZ,k∈N,α1,··· ,αk∈Fq

]̂.
5.2. Produit. — On se propose maintenant de construire des morphismes d’an-
neaux AInt → ÂLT ,∞ et AInt → ÂDr,∞ tels que les tq

j

i aient pour images les
coefficients de SLT R−1

LT et de SDrR
−1
Dr.

Dans ce paragraphe on écrira souvent des quotients d’éléments de ÂLT ,∞

ou de ÂDr,∞, ce qui pose a priori un problème, puisqu’on ne sait pas encore
que ces algèbres sont intègres (on le saura seulement lorsqu’on aura achevé la
démonstration du théorème 4.1.1 !). En fait, les

^
O-algèbres ÂLT ,∞ et ÂDr,∞ sont

plates par construction et les dénominateurs de ces quotients seront toujours des
diviseurs de π. Ces quotients auront donc un sens bien déterminé ; ce seront en
fait des éléments de ÂLT ,∞[π−1] ou de ÂDr,∞[π−1].

5.2.1. Le produit côté Lubin-Tate. — Comme dans la section 4, on pose TLT =
SLT R

−1
LT . La matrice TLT vérifie l’équation τTLT = TLT

tP et est donc de la forme

TLT =
∑
j∈Z

diag(tq
−j

1 , · · · , tq
−j

d ) tP j

où les tq
−j

i appartiennent à ÂLT ,∞ et sont des racines qj-ièmes des ti. Plus
précisément, en notant R−1

LT = Idd +
∑

j≥1 diag(r̃i,j)1≤i≤d
tP−j et r̃i,0 = 1,∀i ∈

Z/dZ on a, pour j ≥ 0 :

tq
−j

i = si,j + si,j+1r̃i−j−1,1 + si,j+2r̃i−j−2,2 + · · ·
et tq

j

i = si,0r̃i,j + si,1r̃i−1,j+1 + · · ·

Lemme 5.2.1. — Pour tout j ∈ N, i ∈ Z/dZ,
sqj

i,j

si,0
est une unité de ÂLT ,∞.

Démonstration. — Commençons par démontrer que sq
i,1/si,0 est une unité de

ÂLT ,∞. On a l’équation : sq
i,1 − xi−1si,1 = si,0 et on sait que xi−1 = sq−1

i−1,0

et par construction sq
i−1,0/si,0 est entier dans ÂLT ,∞. Dans ÂLT ,∞[π−1], on a
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(sq
i,1/si,0)q − (sq

i−1,0/si,0)q−1(sq
i,1/si,0) = 1. Comme ÂLT ,∞ est intégralement clos

dans ÂLT ,∞[π−1], on obtient aussitôt que (sq
i,1/si,0) et (sq

i,1/si,0)−1 appartiennent
à ÂLT ,∞.

Démontrons maintenant par récurrence sur j que sqj

i,j/si,0 est une unité de

ÂLT ,∞. On a sqj+1

i,j − sqj(q−1)
i−j,0 sqj

i,j = sqj

i,j−1. D’où

(sqj

i,j/si,0)q − (sqj

i−j,0/si,0)q−1(sqj

i,j/si,0) = (sqj−1

i,j−1/si,0)q.

Or sqj

i−j,0/si,0 = (sq
i−j,0/si−j+1)qj−1

(sq
i−j+1,0/si−j+2)qj−2 · · · (sq

i−1,0/si) appartient

à ÂLT ,∞ et par hypothèse de récurrence sqj−1

i,j−1/si,0 est une unité dans ÂLT ,∞ donc

sqj

i,j/si,0 est une unité de ÂLT ,∞. Donc le lemme est démontré.

En utilisant l’expression pour tq
−j

i (j ≥ 0) et le fait que les r̃i,j (j ≥ 1) app-
partiennent à l’idéal topologiquement nilpotent (x1, · · · , xd) = (sq−1

1,0 , · · · , s
q−1
d,0 )

(puisque RLT est congrue à Idd modulo cet idéal), il en résulte facilement que
ti = limj→+∞ sqj

i,j dans ÂLT ,∞.
Pour un usage futur (cf. 5.5) notons en la conséquence évidente :

Proposition 5.2.2. — L’élément ti/si,0 est une unité dans ÂLT ,∞.

Il découle de cette proposition que tqi /ti+1 appartient à ÂLT ,∞. On définit ainsi
un morphisme de Fq-algèbres Fq[M[q−1]] → ÂLT ,∞ en envoyant ti ∈ Fq[M[q−1]]
sur ti ∈ ÂLT ,∞. Ce morphisme est continu (pour la topologie (t1 · · · td)-adique sur

Fq[M[q−1]] et la topologie π-adique sur ÂLT ,∞), car
(t1 · · · td)q−1

π
est une unité de

ÂLT ,∞, et il se prolonge donc en un morphisme continu de Fq-algèbres topologiques
Fq[M[q−1]]̂ → ÂLT ,∞.

Par ailleurs, on a det(TLT ) = det(SLT ) det(RLT )−1. Mais RLT est congrue à
Idd modulo π et det(RLT ) est donc congru à 1 modulo π. L’image de t par le
morphisme ci-dessus est donc congrue à

∏
i∈Z/dZ si,0 modulo π. Par conséquent

l’image de t/(t1 · · · td) dans ÂLT ,∞ est une unité. Le morphisme Fq[M[q−1]]̂ →
ÂLT ,∞ se prolonge donc en un morphisme continu de Fq-algèbres topologiques
AInt → ÂLT ,∞.

5.2.2. Le produit côté Drinfeld. — Comme dans la section 4, on pose TDr =
SDrR

−1
Dr. La matrice TDr vérifie l’équation τTDr = PTDr et est donc de la forme

TDr =
∑
j∈Z

P j diag(tq
−j

1 , · · · , tq
−j

d )

où les tq
−j

i appartiennent à ÂDr,∞ ainsi que toutes leurs racines qj-ièmes des ti.
Plus précisément, en notant R−1

Dr = Idd+
∑

j≥1 P
−j diag(r̃i,j)1≤i≤d et r̃i,0 = 1,∀i ∈
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Z/dZ on a, pour j ≥ 0 :

tq
−j

i = si,j + si+1,j+1r̃i,1 + si+2,j+2r̃i,2 + · · ·
et tq

j

i = si+j,0r̃i,j + si+j+1,1r̃i,j+1 + · · ·

Lemme 5.2.3. — Pour i ∈ Z/dZ et j ∈ N, sqj

i,j/si,0 appartient à ÂDr,∞.

Contrairement au côté Lubin-Tate, ce n’est pas nécessairement une unité.

Démonstration. — On commence par démontrer le lemme pour si,1. On a les
équations

sqd

i,1 − y
qd−1

i sqd−1

i+1,1 = sqd−1

i,0

sqd−1

i+1,1 − y
qd−2

i+1 sqd−2

i+2,1 = sqd−2

i+1,0

sqd−2

i+2,1 − y
qd−3

i+2 sqd−3

i+3,1 = sqd−3

i+2,0
...

sq
i+d−1,1 − yi+d−1si,1 = si+d−1,0 .

On ajoute alors la première, la deuxième multipliée par yqd−1

i , la troisième
multipliée par yqd−1

i yqd−2

i+1 , . . . , la dernière multipliée par yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · y
q
i+d−2.

On obtient alors

sqd

i,1 − (yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1)si,1 = sqd−1

i,0 + yqd−1

i sqd−2

i+1,0 + yqd−1

i yqd−2

i+1 sqd−3

i+2,0 + · · ·

· · ·+ yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · y
q
i+d−2si+d−1,0 .

Or on a

yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1 = sqd−1
i,0

et yqd−1

i sqd−2

i+1,0 = sqd−1

i,0 y
qd−2(q−1)
i

yqd−1

i yqd−2

i+1 sqd−3

i+2,0 = sqd−1

i,0 (yqd−2

i yqd−3

i+1 )q−1

...
yqd−1

i · · · yi+d−2 si+d−1,0 = sqd−1

i,0 (yqd−2

i · · · yi+d−2)q−1 .

D’où
(sq

i,1/si,0)qd

− s(q
d−1)(q−1)

i,0 (sq
i,1/si,0) ∈ ÂDr,∞,

et comme ÂDr,∞ est intégralement clos dans ÂDr,∞[π−1], sq
i,1/si,0 appartient à

ÂDr,∞.
En général, on obtient par un calcul analogue que

sqd

i,j − s
qd−1
i,0 si,j = sqd

i,j − (yqd−1

i yqd−2

i+1 · · · yi+d−1)si,j = sqd−1

i,j−1 + yqd−1

i sqd−1

i+1,j−1 + · · ·
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et donc (sqj

i,j/si,0)qd−s(q
d−1)(qj−1)

i,0 (sqj

i,j/si,0) appartient à ÂDr,∞. Comme ÂDr,∞ est

intégralement clos dans ÂDr,∞[π−1], sqj

i,j/si,0 appartient donc á ÂDr,∞ ; le lemme
est donc démontré.

Montrons que ti/si,0 appartient à ÂDr,∞. On a ti =
∑∞

j=0 si+j,j r̃i,j et il suffit
donc de vérifier que pour tout i ∈ Z/dZ et j ∈ N, si+j,j r̃i,j/si,0 appartient à
ÂDr,∞. On a

sqj

i+j,j/si+j,0 ∈ ÂDr,∞

et sqj

i,0/si+j,0 = (sq
i,0/si+1,0)qj−1

(sq
i+1,0/si+2,0)qj−2 · · · (sq

i+j−1,0/si+j,0) ;

par conséquent

sqj

i,j/s
qj

i,0 ∈ [(sq
i,0/si+1,0)qj−1

(sq
i+1,0/si+2,0)qj−2

· · · (sq
i+j−1,0/si+j,0)]−1ÂDr,∞ .

Or r̃i,j/(yi · · · yi+j−1) = r̃i,j/(s
q
i,0/si+1,0)(s

q
i+1,0/si+2,0)(s

q
i+j−1,0/si+j,0) appar-

tient à ÂDr,∞, comme on le voit en remarquant que l’on a

ri,j−i = (−1)j−i[(1− rq−1
i,j−i)(1− r

q−1
i+1,j−i−1) · · · (1− r

q−1
j−1,1)]

−1yi · · · yj−1

et qu’en écrivant R−1 = Idd +
∑

k≥1(−1)k(
∑

j≥1 P
j diag(ri,j))k on a

r̃i,j−i =
∑
k≥1

(−1)k
∑

i=i0<···<ik=j

ri,i1−i · · · rik−1,j−ik−1 pour j > i .

Il en résulte que (si+j,j r̃i,j/si,0)qj

appartient à ÂDr,∞ ; il en est alors de même de
si+j,j r̃i,j/si,0.

Cela ne définit pas encore un morphisme continu Fq[M[q−1]]̂→ ÂDr,∞, mais
on obtient déjà un morphisme (continu car ti/si,0 et donc aussi (t1 · · · td)q−1/π

appartiennent à ÂDr,∞) Fq[Nd[q−1]]̂ → ÂDr,∞. En particulier, on sait définir
l’image de t ∈ AInt dans ÂDr,∞. Pour prolonger ce morphisme à AInt (et aussi
en vue d’un usage futur, cf. 5.5), on va démontrer :

Proposition 5.2.4. — 1) L’élément ti/si,0 est une unité de ÂDr,∞ pour tout
i ∈ Z/dZ.

2) L’élément t/(t1 · · · td) est une unité de ÂDr,∞.

Démonstration. — Les arguments de 5.1.1 montrent que, modulo π, t est égal
dans ÂDr,∞ à une somme sur un ensemble fini de σ : Z → Z d’expressions

sgn(σ̄)
∏

i∈Z/dZ t
qσ(i)−i

i . Pour k assez grand (en fonction des termes qui appa-

raissent) (
∏

i∈Z/dZ t
qσ(i)−i

i )qk

s’écrit comme le produit d’un élément de ÂDr,∞

par
∏

i∈Z/dZ(ti/si,0)
∏

i∈Z/dZ s
qσ(i)−i

i,0 . Mais par les arguments du paragraphe 5.1.1

(comme sq
i,0/si+1,0 appartient à ÂDr,∞),

∏
i∈Z/dZ s

qσ(i)−i

i,0 est le produit d’un
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élément de ÂDr,∞ par
∏

i∈Z/dZ si,0. Donc tq
k

est le produit d’un élément de ÂDr,∞

par
∏

i∈Z/dZ(ti/si,0)
(∏

i∈Z/dZ si,0

)qk

.

Par ailleurs on a det(TDr) = det(SDr) det(RDr)−1. Mais det(RDr) = (1 −
π/z)−1(1−πq/z)−1 · · · –comme on le voit en considérant le cas particulier d = 1–
et det(RDr) est donc congru à 1 modulo π. Donc l’image de t par le morphisme
ci-dessus est égale à

∏
i∈Z/dZ si,0 modulo π.

Utilisant successivement les deux parties de cette proposition, on prolonge le
morphisme continu Fq[Nd[q−1]]̂→ ÂDr,∞ à Fq[M[q−1]]̂ puis à AInt tout entier.

5.3. Décomposition. — Pour construire les morphismes de décomposition,
nous allons représenter les matrices RLT , · · · comme des matrices de taille infi-
nie, dont les lignes et les colonnes seront indexées par Z et dont les diagonales
parallèles à la diagonale principale seront périodiques de période d. Contraire-
ment à Md(K ̂̂⊗ AInt), le AInt-module M∞(AInt) des matrices de taille infinie
« Z × Z » n’est pas une AInt-algèbre car le produit n’y est pas partout défini ;
cette représentation sera cependant compatible au produit partiel évident sur
M∞(AInt).

En fait, ces représentations ne seront pas les mêmes du côté Lubin-Tate et du
côté Drinfeld.

Du côté Lubin-Tate, on associera à toute matrice M ∈Md(K ̂̂⊗AInt) la matrice
de taille infinie (encore notée M dans 5.3.2) de l’action de M sur Kd ̂̂⊗AInt vis-à-
vis de la base (topologique) (Ej = tP j−1e1)j∈Z . En particulier, tP sera représentée
par la matrice obtenue en décalant Id∞ d’un cran vers le bas, diag(a1, · · · , ad) par
la matrice diagonale périodique diag(ai)i∈Z et on écrira

RLT =



. . .
...

...
...

· · · 1 ri−1,1 ri−1,2 · · ·
· · · 0 1 ri,1 · · ·
· · · 0 0 1 · · ·

...
...

...
. . .



et SLT =



. . .
...

...
...

· · · si−1,0 0 0 · · ·
· · · si,1 si,0 0 · · ·
· · · si+1,2 si+1,1 si+1,0 · · ·

...
...

...
. . .


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les matrices à coefficients dans AInt obtenues en décomposant la matrice

TLT =



. . .
...

...
...

· · · ti−1 tqi−1 tq
2

i−1 · · ·
· · · tq

−1

i ti tqi · · ·
· · · tq

−2

i+1 tq
−1

i+1 ti+1 · · ·
...

...
...

. . .


sous la forme SLT R−1

LT (dans l’écriture de ces trois matrices, on convient que le
terme central est situé sur la i-ème ligne et la i-ème colonne).

Du côté Drinfeld, on associera à toute matrice M ∈ Md(K ̂̂⊗ AInt) la matrice
de taille infinie (encore notée M dans 5.3.3) de l’action de M sur Kd ̂̂⊗ AInt

vis-à-vis de la base (topologique) (E′j = P−j+1e1)j∈Z –on peut d’ailleurs noter
que cette représentation diffère de celle adoptée côté Lubin-Tate par une double
transposition, portant à la fois sur les matrices de taille finie d et sur les matrices
de taille infinie (12). En particulier, P sera représentée par la matrice obtenue en
décalant Id∞ d’un cran vers le haut, diag(a1, · · · , ad) par la matrice diagonale
périodique diag(ai)i∈Z et on écrira

RDr =



. . .
...

...
...

· · · 1 0 0 · · ·
· · · ri−1,1 1 0 · · ·
· · · ri−1,2 ri,1 1 · · ·

...
...

...
. . .



et SDr =



. . .
...

...
...

· · · si−1,0 si,1 si+1,2 · · ·
· · · 0 si,0 si+1,1 · · ·
· · · 0 0 si+1,0 · · ·

...
...

...
. . .



(12)Le lecteur que cette double transposition rebuterait peut donc choisir un côté –il est plus

logique de choisir la représentation (5.3.2) adaptée au côté Lubin-Tate car le paragraphe 5.3.1

(lemmes techniques) est écrite en privilégiant ce côté– et transposer systématiquement de l’autre
côté. Ce point de vue a cependant aussi ses désavantages, en particulier lorsqu’on introduira une

topologie sur le AInt-module des matrices infinies.
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les matrices à coefficients dans AInt obtenues en décomposant la matrice

TDr =



. . .
...

...
...

· · · ti−1 tq
−1

i tq
−2

i+1 · · ·
· · · tqi−1 ti tq

−1

i+1 · · ·
· · · tq

2

i−1 tqi ti+1 · · ·
...

...
...

. . .


sous la forme SDrR

−1
Dr (dans l’écriture de ces trois matrices, on convient là encore

que le terme central est situé sur la i-ème ligne et la i-ème colonne).
Si I et J sont des parties de Z on note, pour toute matrice M dont les lignes et

les colonnes sont indexées par Z, MI,J la matrice extraite de M dont les indices
de ligne sont dans I et les indices de colonnes sont dans J , en ordonnant par ordre
croissant les éléments de I et de J . De plus, pour j, k ∈ Z, on note [j, k] l’ensemble
{j, j + 1, · · · , k} si j ≤ k et l’ensemble vide sinon.

Pour obtenir ces décompositions, du côté Lubin-Tate comme du côté Drin-
feld, nous allons extraire de la matrice T∗ (avec ∗ = LT ou Dr) la matrice de
taille finie T∗,[a,b],[a,b] (pour a ≤ b entiers) et décomposer T∗,[a,b],[a,b] sous la forme
Sa,b
∗ (Ra,b

∗ )−1, où Ra,b
LT et Sa,b

Dr sont triangulaires supérieures, Sa,b
LT et Ra,b

Dr sont trian-
gulaires inférieures, et les matrices Ra,b

∗ ont une diagonale principale formée de 1.
Les formules donnant les coefficients des matrices issues de ces décompositions (voir
5.3.2 pour le côté Lubin-Tate et 5.3.3 pour le côté Drinfeld) les expriment comme
des quotients de déterminants de matrices extraites de la matrice T∗,[a,b],[a,b]. Les
coefficients des matrices (Ra,b

∗ )−1 et (Sa,b
∗ )−1 sont aussi donnés par des formules

du même type.
Les dénominateurs de ces quotients seront en fait tous de la forme

(puissance fractionnaire de t1 · · · td)× (unité de AInt).

Ces quotients définiront donc des matrices inversibles Ra,b
∗ et Sa,b

∗ à coefficients
dans AInt[(t1 · · · td)−1] vérifiant T∗,[a,b],[a,b]R

a,b
∗ = Sa,b

∗ .
Nous obtiendrons des majorations des normes t1 · · · td-adiques des coefficients

des matrices Ra,b
∗ , Sa,b

∗ et de leurs inverses. Pour certaines de ces matrices (Sa,b
LT et

son inverse pour le côté Lubin-Tate ; Ra,b
Dr et son inverse pour le côté Drinfeld) nous

obtiendrons même des estimées plus précises de ces coefficients. ll en résultera en
particulier que les matrices Ra,b

∗ , Sa,b
∗ et (Ra,b

∗ )−1 sont à coefficients dans AInt.
Nous ferons ensuite tendre a vers −∞ et b vers +∞ et démontrerons que les

coefficients des matrices Ra,b
∗ et Sa,b

∗ admettent tous une limite et que ces limites
fournissent une solution de notre problème de décomposition.

Plus précisément, prolongeant Ra,b
∗ et Sa,b

∗ par 0 pour les considérer de nou-
veau comme des matrices infinies, la convergence Ra,b

∗ → R−∞,+∞
∗ aura lieu pour

la topologie de la convergence uniforme sur les colonnes alors que la convergence
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Sa,b
∗ → S−∞,+∞

∗ aura lieu pour la topologie de la convergence simple des coeffi-
cients. L’application R 7→ TR est continue sur son domaine de définition vis-à vis
de ces topologies (on rappelle que la norme de AInt est ultramétrique). L’égalité
T∗R

a,b
∗ = Sa,b

∗ founira alors par passage à la limite l’égalité T∗R
−∞,+∞
∗ = S−∞,+∞

∗
qui est le but de la construction. Il sera ensuite assez facile de démontrer que
R∗ = R−∞,+∞

∗ et S∗ = S−∞,+∞
∗ sont dans l’image de Md(K ̂̂⊗ AInt) par la

représentation (5.2.∗).
Enfin, en utilisant les estimées des coefficients des matrices R∗, S∗ et de leurs

inverses mentionnées ci-dessus, nous démontrerons que le couple (R∗, S∗) définit
un point de

^
M∗,∞,P•Od à valeurs dans AInt.

Pour réaliser ce programme, nous aurons besoin des lemmes techniques suivants,
concernant les déterminants de matrices extraites de TLT et TDr.

5.3.1. Lemmes techniques. — On va se concentrer sur le côté Lubin-Tate. Dans
tous les lemmes qui vont suivre, on pose donc T = TLT . Pour utiliser les lemmes
techniques de ce paragraphe du côté Drinfeld, il faudra donc au préalable trans-
poser la matrice de taille infinie T .

On rappelle

T =



. . .
...

...
...

· · · ti−1 tqi−1 tq
2

i−1 · · ·
· · · tq

−1

i ti tqi · · ·
· · · tq

−2

i+1 tq
−1

i+1 ti+1 · · ·
...

...
...

. . .


.

Pour toute matrice carrée M , on note det(M) son déterminant et
∏
diag

(M) le

produit de ses coefficients diagonaux.

Lemme 5.3.1. — Soient I et J deux parties finies de Z de même cardinal. Alors
det(TI,J)/

∏
diag

(TI,J) appartient à Fq[M[q−1]] .̂

Démonstration. — On commence par établir le lemme quand I et J ont pour
cardinal 2. On pose I = {i1, i2} et J = {j1, j2}, avec i1 < i2 et j1 < j2. On a alors

TI,J =

(
tq

j1−i1

i1
tq

j2−i1

i1

tq
j1−i2

i2
tq

j2−i2

i2

)
.

D’où det(TI,J)/
∏
diag

(TI,J) = 1 − (tq
−i1

i1
/tq

−i2

i2
)qj2−qj1 . En remarquant qu’ on a

tq
−i1

i1
/tq

−i2

i2
=
∏i2−1

i=i1
(tqi /ti+1)q−(i+1)

, on obtient donc déjà ce cas particulier du
lemme.

En général, soit k le cardinal de I et de J . Ecrivons I = {i1, i2, · · · , ik} et
J = {j1, j2, · · · , jk}, avec i1 < i2 < · · · < ik et j1 < j2 < · · · < jk. On note Sk le
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groupe des permutations de l’ensemble {1, 2, · · · , k}. On a bien sûr

det(TI,J) =
∑

σ∈Sk

sgn(σ)
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
.

On se propose donc de démontrer que pour tout σ ∈ Sk, le quotient

(
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
)/(

k∏
a=1

tq
ja−ia

ia
)

appartient à Fq[M[q−1]] .̂ En fait, en écrivant σ comme un produit de transposi-
tions d’éléments adjacents, cela résulte du calcul ci-dessus lorsque k = 2.

On va cependant en donner une autre démonstration qui a l’avantage de montrer
que le quotient ci-dessus est non seulement entier mais très petit si σ est très
différent de l’identité.

Tout d’abord, un calcul simple montre que

(
k∏

a=1

tq
jσ(a)−ia

ia
)/(

k∏
a=1

tq
ja−ia

ia
) =

∏
i∈Z

(tqi /ti+1)

( ∑
a∈{1,2,··· ,d} , ia≤i

(q
jσ(a)−qja )

)
/qi+1

.

On note que le produit sur i ∈ Z est fini car l’expression est nulle pour
i 6∈ [i1, id − 1]. Comme t 7→ qt est strictement croissante, il est évident que∑

a∈{1,2,··· ,d} , ia≤i(q
jσ(a)−qja) ≥ 0 pour tout i ∈ Z, ce qui démontre le lemme.

Au cours de la démonstration ci-dessus on a aussi obtenu le complément suivant :

Complément au lemme 5.3.1. — L’élément (
∏k

a=1 t
q

jσ(a)−ia

ia
)/(
∏k

a=1 t
qja−ia

ia
)

est divisible par ∏
a∈{1,··· ,k−1} tel que σ({1,··· ,a}) 6={1,··· ,a}

ia+1−1∏
i=ia

(tqi /ti+1)(q
ja+1−qja )/qi+1

dans la Fq-algèbre Fq[M[q−1]] .̂

Lemme 5.3.2. — Soient j, k ∈ Z avec j ≤ k et I une partie de Z de cardinal
k − j + 1 . Alors det(TI,[j,k])/

∏
diag

(TI,[j,k]) est une unité dans AInt.

Démonstration. — On rappelle la formule :

Moore(X1, · · · , Xk) =
k∏

i=1

∏
α1,··· ,αi−1∈Fq

(α1X1 + α2X2 + · · ·+ αi−1Xi−1 +Xi).

Or, si I = {ij , ij+1, · · · , ik} avec ij < ij+1 < · · · < ik,

det(TI,[j,k]) =
(

Moore(tq
−ij

ij
, tq

−ij+1

ij+1
, · · · , tq

−ik

ik
)
)qj

.
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On en déduit

det(TI,[j,k])∏
diag

(TI,[j,k])
=
( k∏

i=j

∏
αj ,··· ,αi−1∈Fq

((αjt
q−ij

ij
+ αj+1t

q−ij+1

ij+1
+ · · ·+ tq

−ii

ii
)/tq

−ii

ii
)
)qj

.

Or on a vu que chaque expression (αjt
q−ij

ij
+ αj+1t

q−ij+1

ij+1
+ · · · + tq

−ii

ii
)/tq

−ii

ii
est

une unité dans AInt. Donc le lemme est démontré.

Lemme 5.3.3. — Soient i ∈ Z et I1, I2, J1, J2 des parties finies de [−∞, i −
1] telles que I1 et J1 aient même cardinal, ainsi que I2 et J2. Pour raccourcir
l’expression qui suit, on note Hα(i, k) (avec α = 1 ou 2) le couple (Iα ∪ [i, k], Jα ∪
[i, k]). Alors

det(TH1(i,k)) det(TH2(i,k+1))− det(TH1(i,k+1)) det(TH2(i,k))∏
diag

(T[i,k],[i,k])
∏
diag

(T[i,k+1],[i,k+1])

est entier et tend vers 0 dans Fq[M[q−1]]̂ quand k tend vers +∞ dans {i, i+1, · · · }.

Démonstration. — Il résulte trivialement du lemme 5.3.1 que l’expression ci-
dessus est entière. Nous allons utiliser les estimées du complément au lemme 5.3.1
pour montrer qu’elle tend vers 0 quand k tend vers +∞. Soit n ∈ N et b ∈ Z/dZ.
Nous devons montrer que pour k assez grand,

det(TH1(i,k)) det(TH2(i,k+1))− det(TH1(i,k+1)) det(TH2(i,k))∏
diag

(T[i,k],[i,k])
∏
diag

(T[i,k+1],[i,k+1])

est divisible par (tqb/tb+1)n dans Fq[M[q−1]] .̂ Pour α, β ∈ {1, 2} notons Sn,k
α,β l’en-

semble des bijections σ : Iα ∪ [i, k + β − 1] → Jα ∪ [i, k + β − 1] telles que le
nombre de j ∈ [i, k− 1] congrus à b modulo d, et tels que σ(Iα ∪ [i, j]) 6= Jα ∪ [i, j]
soit inférieur ou égal à nq/(q − 1). Il résulte des estimées de la démonstration du
lemme 5.3.1 que, pour tout α, β ∈ {1, 2},

det(TIα∪[i,k+β−1],Jα∪[i,k+β−1])/
∏
diag

(T[i,k+β−1],[i,k+β−1])

est égal modulo l’idéal de Fq[M[q−1]]̂ engendré par (tqb/tb+1)n à( ∑
σ∈Sn,k

α,β

sgn(σ)
∏

j∈Iα∪[i,k+β−1]

tq
σ(j)−qj

j

)
/
∏
diag

(T[i,k+β−1],[i,k+β−1]).

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, pour k assez grand en fonction de
n, ( ∑

σ∈Sn,k
1,1

sgn(σ)
∏

j∈I1∪[i,k]

tq
σ(j)−qj

j

)( ∑
σ∈Sn,k

2,2

sgn(σ)
∏

j∈I2∪[i,k+1]

tq
σ(j)−qj

j

)
=

( ∑
σ∈Sn,k

1,2

sgn(σ)
∏

j∈I1∪[i,k+1]

tq
σ(j)−qj

j

)( ∑
σ∈Sn,k

2,1

sgn(σ)
∏

j∈I2∪[i,k]

tq
σ(j)−qj

j

)
.
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Ceci résulte de l’existence d’une bijection Sn,k
1,1 × S

n,k
2,2 → Sn,k

1,2 × S
n,k
2,1 telle que les

termes se correspondent deux à deux. On la construit de la façon suivante : étant
donnés σ1,1 ∈ Sn,k

1,1 et σ2,2 ∈ Sn,k
2,2 , on considère le plus petit j ∈ [i, k− 1] congru à

b modulo d, et tel que σ1,1(I1 ∪ [i, j]) = J1 ∪ [i, j] et σ2,2(I2 ∪ [i, j]) = J2 ∪ [i, j].
Un tel j existe car k est assez grand en fonction de n. On pose alors

σ1,2|I1∪[i,j] = σ1,1|I1∪[i,j] ,
σ1,2|[j+1,k+1] = σ2,2|[j+1,k+1] ,
σ2,1|I2∪[i,j] = σ2,2|I2∪[i,j] ,
σ2,1|[j+1,k] = σ1,1|[j+1,k] ,

ce qui fournit la bijection voulue.

On démontre de manière analogue le lemme suivant :

Lemme 5.3.4. — Soient i ∈ Z et I1, I2, J1, J2 des parties finies de [i + 1,+∞]
telles que I1 et J1 aient même cardinal, ainsi que I2 et J2. Alors (en reprenant la
notation Hα du lemme précédent)

det(TH1(k,i)) det(TH2(k−1,i))− det(TH1(k−1,i)) det(TH2(k,i))∏
diag

(T[k,i],[k,i])
∏
diag

(T[k−1,i],[k−1,i])

est entier et tend vers 0 dans Fq[M[q−1]]̂ quand k tend vers −∞ dans {· · · , i −
1, i}.

5.3.2. Décomposition côté Lubin-Tate. — On continue à noter T = TLT . On note
aussi R et S au lieu de RLT et SLT . Pour a, b ∈ Z, avec a ≤ b, nous allons montrer
que T[a,b],[a,b] s’écrit (de manière unique bien sûr) comme un produit Sa,b(Ra,b)−1

où Sa,b est une matrice triangulaire inférieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ et
Ra,b est une matrice triangulaire supérieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux à 1. En conformité avec les notations
déjà introduites pour les coefficients de RLT et SLT , on écrit les matrices Ra,b et
Sa,b sous la forme

Ra,b =



1 · · · ra,b
a,i−1−a ra,b

a,i−a ra,b
a,i+1−a · · · ra,b

a,b−a

0
. . .

...
...

...
...

...
. . . 1 ra,b

i−1,1 ra,b
i−1,2 · · · ra,b

i−1,b−i+1
...

. . . 1 ra,b
i,1 · · · ra,b

i,b−i

...
. . . 1 · · · ra,b

i+1,b−i−1

...
. . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · 0 1


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Sa,b =



sa,b
a,0 0 · · · · · · · · · · · · 0
...

. . . . . .
...

sa,b
i−1,i−a−1 · · · sa,b

i−1,0

. . .
...

sa,b
i,i−a · · · sa,b

i,1 sa,b
i,0

. . .
...

sa,b
i+1,i+1−a · · · sa,b

i+1,2 sa,b
i+1,1 sa,b

i+1,0

. . .
...

...
...

...
...

. . . 0
sa,b

b,b−a · · · sa,b
b,b−i+1 sa,b

b,b−i sa,b
b,b−i−1 · · · sa,b

b,0



On pose R̃a,b = (Ra,b)−1 et S̃a,b = (Sa,b)−1 ; on indexe les coefficients r̃a,b
i,j et s̃a,b

i,j

des matrices R̃a,b et S̃a,b comme ceux de Ra,b et de Sa,b.

On rappelle que l’on note Ei = tP j−1e1 pour tout i ∈ Z.

Les relations T[a,b],[a,b]R
a,b = Sa,b et tT[a,b],[a,b]

tS̃a,b = tR̃a,b, que l’on souhaite
obtenir, impliquent les égalités

T[a,b],[a,b](Ei) + ra,b
i−1,1T[a,b],[a,b](Ei−1) + · · ·+ ra,b

a,i−aT[a,b],[a,b](Ea)
= sa,b

i,0Ei + sa,b
i+1,1Ei+1 + · · ·+ sa,b

b,b−iEb

et s̃a,b
i,0

tT[a,b],[a,b](Ěi) + s̃a,b
i,1

tT[a,b],[a,b](Ěi−1) + · · ·+ s̃a,b
i,i−a

tT[a,b],[a,b](Ěa)
= Ěi + r̃a,b

i,1 Ěi+1 + · · ·+ r̃a,b
i,b−iĚb .

En considérant successivement le produit extérieur de la première de ces deux
égalités

– à gauche, par
∧

k∈[a,i−1] T[a,b],[a,b](Ek) et à droite, par
∧

k∈[i,b]−{i+j}Ek

– à gauche, par
∧

k∈[a,i−1]−{i−j} T[a,b],[a,b](Ek) et à droite, par
∧

k∈[i,b]Ek

puis le produit extérieur de la deuxième

– à gauche, par
∧

k∈[a,i]−{i−j}
tT[a,b],[a,b](Ěk) et à droite, par

∧
k∈[i+1,b]−{i+j} Ěk

– à gauche, par
∧

k∈[a,i]−{i−j}
tT[a,b],[a,b](Ěk) et à droite, par

∧
k∈[i+1,b]−{i+j} Ěk

on obtient
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sa,b
i+j,j =

det(T[a,i−1]∪{i+j},[a,i])
det(T[a,i−1],[a,i−1])

ra,b
i−j,j = (−1)j+1

det(T[a,i−1],[a,i]−{i−j})
det(T[a,i−1],[a,i−1])

s̃a,b
i,j = (−1)j+1

det(T[a,i]−{i−j},[a,i−1])
det(T[a,i],[a,i])

.

et r̃a,b
i,j =

det(T[a,i],[a,i−1]∪{i+j})
det(T[a,i],[a,i])

Il résulte du lemme 5.3.2 que les dénominateurs de ces expressions sont le pro-
duit par une unité d’une puissance fractionnaire de t1 · · · td. On obtient donc des
matrices Ra,b et Sa,b appartenant à GLb−a+1(AInt[(t1 · · · td)−1]). La proposition
suivante entrâıne en particulier que Ra,b, Sa,b et (Ra,b)−1 sont en fait à coefficients
dans AInt.

Proposition 5.3.5. — Les quotients

sa,b
i+j,j

tq
−j

i+j

, s̃a,b
i,j

ti−j · · · ti
tq
−1

i−j+1 · · · t
q−1

i

,
ra,b
i−j,j

(ti−j · · · ti−1)q−1
et r̃a,b

i,j t
1−qj

i

appartiennent à AInt ; les deux premiers sont même dans A×Int.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes 5.3.1 et 5.3.2.

On remarque que ra,b
i−j,j , s

a,b
i+j,j , r̃

a,b
i,j et s̃a,b

i,j ne dépendent pas de b.

Il résulte du lemme 5.3.3 que ra,b
i−j,j , s

a,b
i+j,j , r̃

a,b
i,j et s̃a,b

i,j admettent une limite
dans AInt[(t1 · · · td)−1] quand a tend vers −∞. On pose alors

ri−j,j = lima→−∞ ra,b
i−j,j , si+j,j = lima→−∞ sa,b

i+j,j ,

r̃i,j = lima→∞ r̃a,b
i,j et s̃i,j = lima→−∞ s̃a,b

i,j

Remarque 5.3.6. — On aurait envie de poser

ri−j,j = (−1)j+1 det(T]−∞,i−1],]−∞,i]−{i−j})
det(T]−∞,i−1],]−∞,i−1])

.

On peut sans doute interpréter les déterminants infinis det(T]−∞,i−1],]−∞,i]−{i−j})
et det(T]−∞,i−1],]−∞,i−1]) comme des fonctions theta, c’est-à-dire comme des sec-
tions d’un certain fibré en droites (dépendant de i ∈ Z/dZ) sur la variété de
drapeaux affine D de la section 2 (voir [BL] , [Fal2] ou [PS]).
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Utilisant les coefficients ri−j,j , si+j,j , r̃i,j et s̃i,j on forme des matrices R, S, R̃
et S̃. On va maintenant vérifier que les égalités Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b = Idb−a+1,
Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Idb−a+1 et T[a,b],[a,b]R

a,b = Sa,b passent à la limite et
fournissent des égalités RR̃ = R̃R = Id∞, SS̃ = S̃S = Id∞ et TR = S.

En prolongeant Ra,b (resp. · · · ) par 0 on considère ces quatres matrices comme
des matrices de taille infinie, vérifiant les égalités Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b = Id[a,b],
Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] et TRa,b = Sa,b –on peut aussi remarquer qu’en
utilisant l’indépendance de b on forme des matrices Ra,+∞ (resp.· · · ) vérifiant
les égalités Ra,+∞R̃a,+∞ = R̃a,+∞Ra,+∞ = Id[a,+∞[, Sa,+∞S̃a,+∞ = S̃a,bSa,b =
Id[a,+∞[ et TRa,+∞ = Sa,+∞ ; on pourrait aussi appliquer à ces matrices le rai-
sonnement qui va suivre.

Lorsque a tend vers −∞ et b vers +∞ les matrices Ra,b , Sa,b, R̃a,b, S̃a,b et Id[a,b]

convergent repectivement vers R, S, R̃, S̃ et Id∞ pour la topologie de la conver-
gence simple des coefficients. Les deux premières égalités Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b =
Id[a,b] et Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] passent à la limite sans problème puisque
les coefficients d’un produit de matrices de taille infinie triangulaires supérieures
(resp. inférieures) sont en fait donnés par des sommes finies (de longueur ne
dépendant que de la distance de ce coefficient à la diagonale principale de la ma-
trice produit). Pour passer à la limite dans la troisième égalité, on remarque qu’il
résulte du fait que ra,b

i−j,j et ri−j,j sont tous deux divisibles par (ti−j · · · ti−1)q−1 (cf.
5.3.5) et a fortiori, par (t1 · · · td)(q−1)[j/d], que la i-ème colonne (ra,b

j,−j+i)j∈Z (avec
ra,b
i+j,0 = 1 et ra,b

i+j,−j = 0 pour j > 0) de la matrice Ra,b converge uniformément
vers la i-ème colonne (rj,−j+i)j∈Z de la matrice R. On a donc bien TR = S, par
la propriété de continuité du produit à gauche par T mentionnée au début de 5.3.

Lorsque a est assez négatif pour que ces expressions aient un sens, on vérifie
aisément que ra+d,b

i+d,j = ra+d,b
i+d,j , sa,b

i,j = sa+d,b
i+d,j , r̃a,b

i,j = r̃a+d,b
i+d,j et s̃a,b

i,j = s̃a+d,b
i+d,j . Il en

résulte que ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j ne dépendent que de i ∈ Z/dZ. On peut donc
déjà considérer R, S, R−1 et S−1 comme des éléments du AInt[(t1 · · · td)−1]-
module diag(AInt[(t1 · · · td)−1]d)[[ tP, tP−1]] ou, ce qui revient au même, comme
des matrices de taille finie d à coefficients dans le AInt[(t1 · · · td)−1]-module
AInt[(t1 · · · td)−1][[z, z−1]].

On munit AInt[(t1 · · · td)−1] de la norme additive (t1 · · · td)q−1-adique (13)

ν : AInt → Q ∪ {+∞}
et on utilise cette norme additive pour définir des AInt[(t1 · · · td)−1]-algèbres
H(]ν1, ν2[, AInt) comme dans le paragraphe 4.2. Il résulte alors de la proposition
5.3.5 que les matrices R, S, R−1 et S−1 ont elles aussi les propriétés énoncées dans

(13)définie comme la norme π-adique de 4.2 mais en remplaçant π par (t1 · · · td)q−1. En

fait, le morphisme de décomposition munit AInt d’une structure de
^

O-algèbre pour laquelle
π/(t1 · · · td)q−1 est une unité (voir quelques lignes après le signe de renvoi de cette note) si bien
qu’a posteriori cette norme est aussi la norme π-adique.
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la proposition 4.2.2 et qu’en particulier elles ont toutes les quatre leurs coefficients
dans la AInt[(t1 · · · td)−1]-algèbre H(] 1q , 1[, AInt).

Soit Φ = R−1 tPR, considérée pour l’instant comme une matrice à coefficients
dans H(] 1q , 1[, AInt). Il résulte de l’égalité T tP = τT que l’on a SΦ = τS et donc
aussi Φ = S−1 τS (on rappelle que les matrices S et T ont leurs coefficients dans
H(]0,+∞[, AInt)). En particulier, le développement

∑
j

tP j diag(φi,j)1≤i≤d de la
matrice Φ = S−1 τS = R−1 tPR ne fait intervenir que des termes de degré 0 et 1
et le terme de degré 0 est tP . Pour retrouver les notations de 2.2, on renomme xi

l’élément φi,0.
Il résulte de l’égalité SΦ = τS que xi n’est autre que sq−1

i,0 . En particulier,
le produit π = (−1)d−1x1 · · ·xd est le produit de (t1 · · · td)q−1 par une unité, ce
qui munit AInt d’une structure de

^
O-algèbre topologique. En remarquant que

les éléments xi, qui sont le produit de tq−1
i par une unité, sont topologiquement

nilpotents dans AInt on obtient donc déjà un point de
^
MLT à valeurs dans AInt.

Reprenant les notations de (3.2), on définit donc un morphisme

B̂LT ,∞ = (
^
O[[(xi)i∈Z/dZ]][(si,j)i∈Z/dZ,j∈N]/I ′Dr,∞)̂ → AInt,

où l’on note I ′Dr,∞ l’idéal engendré par π − (−1)dx1 · · ·xd et par les éléments
sq−1

i,0 −xi et sq
i,j −xi−jsi,j − si,j−1 (i ∈ Z/dZ, j ≥ 1), et où ̂ désigne la complétion

(x1, · · · , xd)-adique.

La
^
O-algèbre B̂LT ,∞ est plate puisqu’elle s’obtient à partir de la réunion d’une

tour d’algèbres finies localement libres sur la
^
O-algèbre plate

BLT ,B× =
^
O[[x1, · · · , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ)

en prenant la complétion pour la topologie (x1, · · · , xd)-adique. Les éléments xi,
qui divisent π, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans B̂LT ,∞. Le morphisme
évident B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞ est donc une injection et identifie B̂LT ,∞ au complété
π-adique de la sous-algèbre de ÂLT ,∞ engendrée par les si,j (les xi sont nilpotents
modulo π dans ÂLT ,∞).

Il reste à vérifier que ce morphisme s’étend à ÂLT ,∞ ⊃ B̂LT ,∞. Pour cela on
remarque que sq

i,0/si+1,0 est le produit de tqi /ti+1 et d’une unité de AInt (on

rappelle qu’on a plus généralement si+j,j/t
q−j

i+j ∈ A×Int), si bien que sq
i,0/si+1,0

appartient à AInt. Comme AInt est normal, le morphisme s’étend au normalisé et
on obtient finalement le morphisme continu de Fq-algèbres topologiques

(décomposition)∗ : ÂLT ,∞ → AInt

annoncé –bien entendu, ce morphisme est même un morphisme de
^
O-algèbres

topologiques, mais il n’y a pas grand mérite à cela car on a défini la structure de
^
O-algèbre sur AInt par transport de structures.
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On va finalement démontrer que les morphismes

ÂLT ,∞
(décomposition)∗

�
(produit)∗

AInt

sont des isomorphismes, inverses deux à deux.
On traite d’abord le cas du morphisme composé

CInt : AInt
(produit)∗→ ÂLT ,∞

(décomposition)∗→ AInt .

Les matrices infinies R et S que l’on vient de construire satisfont l’identité TLT =
SR−1 (où TLT est la matrice tautologique à valeurs dans AInt). Le morphisme
CInt est donc égal à l’identité sur les ti. La Fq-algèbre AInt est intègre et le
morphisme CInt est continu ; c’est donc l’identité.

On traite maintenant le cas du morphisme composé

CLT ,∞ : ÂLT ,∞
(décomposition)∗→ AInt

(produit)∗→ ÂLT ,∞ .

Un raisonnement analogue à celui qu’on a fait dans la proposition 4.2.1 (unicité
de la décomposition) démontre qu’en redécomposant le produit T = SR−1, on
réobtient les matrices R et S. Le morphisme B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞ obtenu en com-
posant CLT ,∞ avec l’injection évidente B̂LT ,∞ → ÂLT ,∞ est donc encore cette
injection évidente –en particulier le morphisme CLT ,∞ est donc l’identité sur les
si,j .

La
^
O-algèbre ÂLT ,∞ est plate, par définition (cf. 3.2). Les éléments xi, qui

divisent π, ne sont donc pas des diviseurs de zéro dans ÂLT ,∞ et le morphisme
CLT ,∞ est donc aussi l’identité sur les éléments xq

i /xi+1. Soit A′LT ,∞ la sous-
algèbre de ÂLT ,∞ engendrée par les si,j et par les xq

i /xi+1. On rappelle (3.2)
que ÂLT ,∞ s’obtient comme complétée d’une algèbre ALT ,∞, qui n’est autre que
la clôture intégrale de A′LT ,∞ dans A′LT ,∞. Le morphisme continu CLT ,∞, qui
prolonge l’injection évidente A′LT ,∞ → ÂLT ,∞ est donc l’identité, ce qui achève la
démonstration.

5.3.3. Décomposition côté Drinfeld. — Dans ce paragraphe on note T = TDr,
R = RDr et S = SDr et on les représente comme des matrices infinies sous la
forme annoncée au début de (5.3).

On rappelle que

T =



. . .
...

...
...

· · · ti−1 tq
−1

i tq
−2

i+1 · · ·
· · · tqi−1 ti tq

−1

i+1 · · ·
· · · tq

2

i−1 tqi ti+1 · · ·
...

...
...

. . .


(c’est donc la transposée de la matrice utilisée en 5.3.1).
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Pour a, b ∈ Z, avec a ≤ b, nous allons montrer que T[a,b],[a,b] s’écrit (de manière
unique bien sûr) comme un produit Sa,b(Ra,b)−1 où Sa,b est une matrice triangu-
laire supérieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ et Ra,b est une matrice triangulaire
inférieure à coefficients dans Fq[M[q−1]]̂ dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux à 1. En conformité avec les notations déjà introduites, on écrit les matrices
Ra,b et Sa,b sous la forme

Ra,b =



1 0 · · · · · · · · · · · · 0
...

. . . . . .
...

ra,b
a,i−a−1 · · · 1

. . .
...

ra,b
a,i−a · · · ra,b

i−1,1 1
. . .

...

ra,b
a,i+1−a · · · ra,b

i−1,2 ra,b
i,1 1

. . .
...

...
...

...
...

. . . 0
ra,b
a,b−a · · · ra,b

i−1,b−i+1 ra,b
i,b−i ra,b

i+1,b−i−1 · · · 1



Sa,b =



sa,b
a,0 · · · sa,b

i−1,i−1−a sa,b
i,i−a sa,b

i+1,i+1−a · · · sa,b
b,b−a

0
. . .

...
...

...
...

...
. . . sa,b

i−1,0 sa,b
i,1 sa,b

i+1,2 · · · sa,b
b,b−i+1

...
. . . sa,b

i,0 sa,b
i+1,1 · · · sa,b

b,b−i

...
. . . sa,b

i+1,0 · · · sa,b
b,b−i−1

...
. . . . . .

...

0 · · · · · · · · · · · · 0 sa,b
b,0


On pose R̃a,b = (Ra,b)−1 et S̃a,b = (Sa,b)−1 ; on indexe les coefficients r̃a,b

i,j et s̃a,b
i,j

des matrices R̃a,b et S̃a,b comme ceux des matrices Ra,b et Sa,b.
On rappelle que l’on note E′j = P 1−je1 pour tout i ∈ Z.

Les relations T[a,b],[a,b]R
a,b = Sa,b et tT[a,b],[a,b]

tS̃a,b = tR̃a,b, que l’on souhaite
obtenir, impliquent les égalités

T[a,b],[a,b](E′i) + ra,b
i,1 T[a,b],[a,b](E′i+1) + · · ·+ ra,b

i,b−iT[a,b],[a,b](E′b)
= sa,b

i,0E
′
i + sa,b

i,1E
′
i−1 + · · ·+ sa,b

i,i−aE
′
a

et s̃a,b
i,0

tT[a,b],[a,b](Ě′i) + s̃a,b
i+1,1

tT[a,b],[a,b](Ě′i+1) + · · ·+ s̃a,b
b,b−i

tT[a,b],[a,b](Ě′b)
= Ě′i + r̃a,b

i−1,1Ě
′
i−1 + · · ·+ r̃a,b

a,i−aĚ
′
a .
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En considérant successivement le produit extérieur de la première de ces deux
égalités

– à gauche, par
∧

k∈[a,i]−{i−j}E
′
k et à droite, par

∧
k∈[i+1,b] T[a,b],[a,b](E′k)

– à gauche, par
∧

k∈[a,i]E
′
k et à droite, par

∧
k∈[i+1,b]−{i+j} T[a,b],[a,b](E′k)

puis le produit extérieur de la deuxième
– à gauche, par

∧
k∈[a,i−1] Ě

′
k et à droite, par

∧
k∈[i,b]−{i+j}

tT[a,b],[a,b](Ě′k)
– à gauche, par

∧
k∈[a,i−1]−{i−j} Ě

′
k et à droite, par

∧
k∈[i,b]

tT[a,b],[a,b](Ě′k)
on obtient

sa,b
i,j =

det(T{i−j}∪[i+1,b],[i,b])
det(T[i+1,b],[i+1,b])

ra,b
i,j = (−1)j+1

det(T[i+1,b],[i,b]−{i+j})
det(T[i+1,b],[i+1,b])

s̃a,b
i+j,j = (−1)j+1

det(T[i,b]−{i+j},[i+1,b])
det(T[i,b],[i,b])

et r̃a,b
i−j,j =

det(T[i,b],{i−j}∪[i+1,b])
det(T[i,b],[i,b])

Proposition 5.3.7. — Les quotients

ra,b
i,j

((tqi /ti+1)(t
q
i+1/ti+2) · · · (tqi+j−1/ti+j))

, r̃a,b
i−j,j

ti

tq
j

i−j

,
sa,b

i,j

tq
−j

i

et s̃a,b
i+j,j

ti · · · ti+j

tq
−1

i+1 · · · t
q−1

i+j

appartiennent à AInt ; les deux premiers sont même dans A×Int.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des formules ci-dessus et des
lemmes 5.3.1 et 5.3.2.

On remarque que ra,b
i,j , sa,b

i,j , r̃a,b
i−j,j et s̃a,b

i+j,j ne dépendent pas de a.
Il résulte du lemme 5.3.4 que ra,b

i,j , sa,b
i,j , r̃a,b

i−j,j et s̃a,b
i+j,j admettent une limite

dans AInt quand b tend vers +∞. On pose alors

ri,j = limb→+∞ ra,b
i,j , si,j = limb→+∞ sa,b

i,j ,

r̃i−j,j = limb→+∞ r̃a,b
i−j,j et sa,b

i+j,j = limb→+∞ s̃a,b
i+j,j .

Les quelques lignes qui vont suivre (jusqu’à la définition d’un point (Φ, R, S) de
lim←−n

^
MDr,n à valeurs dans la

^
O-algèbre AInt) sont parfaitement analogues à ce

qu’on a déjà fait du côté Lubin-Tate ; on a donc un peu abrégé la formulation des
arguments.

Utilisant les coefficients ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j on forme des matrices de taille infinie
R, S, R̃ et S̃. On prolonge les matrices Ra,b (resp. · · · ) par 0, ce qui permet de
les considérer comme des matrices infinies telles que Ra,bR̃a,b = R̃a,bRa,b = Id[a,b],
Sa,bS̃a,b = S̃a,bSa,b = Id[a,b] et TRa,b = Sa,b. Les deux premières égalités passent
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à la limite et on a donc R̃ = R−1 et S̃ = S−1. Les estimées (5.3.7) pour ra,b
i,j et

celles qui en découlent immédiatement pour ri,j entrâınent que la i-ème colonne
de la matrice Ra,b converge uniformément vers celle de la matrice R pour tout
i ∈ Z ; on a donc T = RS.

Les coefficients ri,j , si,j , r̃i,j et s̃i,j ne dépendent en fait que de i modulo d,
comme on le voit en utilisant l’identité ra,b

i,j = ra,b+d
i+d,j (resp. · · · ), ce qui permet

de considérer R, . . . , S−1 comme des matrices de taille d à coefficients dans le
AInt[(t1 · · · td)−1]-module AInt[(t1 · · · td)−1][[z, z−1]]. En utilisant la proposition
5.3.7, on vérifie que les matrices R, S, R−1 et S−1 ont en fait les propriétés énoncées
dans la proposition 4.2.2 –à cela près qu’il faut remplacer la norme additive π-
adique par la norme additive (t1 · · · td)q−1-adique de AInt. On vérifie alors en
utilisant l’identité τT = PT que Φ = R−1 τR est aussi égale à S−1P−1 τS dans
H(] 1q , 1[, AInt).

La matrice Φ s’écrit donc sous la forme Idd + P−1 diag(yi)1≤i≤d. On munit

AInt d’une structure de
^
O-algèbre topologique en posant π = (−1)dy1 · · · yd –ce

morphisme est continu car π/(t1 · · · td)q−1 est une unité de AInt ; rien ne garan-
tit pour l’instant que cette structure de

^
O-algèbre cöıncide avec celle définie de

manière analogue du côté Lubin-Tate. Comme la
^
O-algèbre AInt est normale, le

triplet (Φ, R, S) définit déjà un point de la limite projective complétée lim←−n

^
MDr,n

à valeurs dans la
^
O-algèbre AInt.

On va maintenant vérifier que ce point se factorise en fait à travers le sous-

schéma formel ouvert
^
M

0

Dr,∞,P−•Od = Spf ÂDr,∞.
Il résulte déjà de (5.3.7) que ri,j ∈ πAInt pour j ≥ d.
Par ailleurs pour α ∈ F×q , 1 ≤ j ≤ d−1 et i ∈ Z/dZ on a, pour a ≤ i et b = i+k

avec k ≥ j,

1− αra,b
i,j =

Moore(ti+1, · · · , tq
−j+1

i+j − αtqi , · · · , t
q−k+1

i+k )

Moore(ti+1, · · · , tq
−j+1

i+j , · · · , tq−k+1

i+k )
.

A une constante près dans F×q , ceci est égal à

∏
[α1,··· ,αk]∈Pk−1(Fq)

α1ti+1 + · · ·+ αj(t
q−j+1

i+j − αtqi ) + · · ·+ αkt
q−k+1

i+k

α1ti+1 + · · ·+ αjt
q−j+1

i+j + · · ·+ αkt
q−k+1

i+k

.

Or chaque terme est une unité dans AInt, car tqi n’apparâıt jamais en dernier.
Donc, pour tout α ∈ F×q , 1− αra,b

i,j est une unité de AInt. En passant à la limite,
on voit qu’il en va de même pour 1 − αri,j , ce qui achève la vérification du fait

que le point (Φ, R, S) appartient à
^
M

0

Dr,∞,P−•Od = Spf ÂDr,∞ –ou, de manière
équivalente, définit un morphisme continu AInt → ÂDr,∞.
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Enfin, les morphismes

ÂDr,∞
(décomposition)∗

�
(produit)∗

AInt

sont des isomorphismes, inverses deux à deux. La démonstration est exactement
du même type que du côté Lubin-Tate. Elle sera donc omise.

5.4. Déterminants et structure de
^
O-algèbre sur AInt. — On va vérifier

que les deux structures de
^
O-algèbre sur AInt provenant des deux morphismes de

décomposition cöıncident et donner une formule pour l’élément π ∈ AInt.
Pour cela, on va utiliser des morphismes déterminant analogues à celui de

[G, ch. IV]. Ces morphismes déterminant envoient les tours de Lubin Tate et
de Drinfeld en rang d vers les tours correspondantes en rang 1. On notera donc
Ad
LT , A

d
Dr, Â

d
LT ,∞, Â

d
Dr,∞ et Ad

Int les Fq-algèbres notées ALT , ADr, ÂLT ,∞, ÂDr,∞
et AInt jusqu’ à présent.

Les déterminants des matrices ΦX (2.2) et ΦY (2.3) sont respectivement
(−1)d−1(z − π) et 1− π/z et le déterminant de P est (−1)d−1z. Les déterminants
detR∗ (∗ = LT ou Dr) vérifient alors tous deux l’équation detR∗ = (1 −
π/z) τdetR∗ et sont donc tous deux égaux à (1 − π/z)−1(1 − πq/z)−1 · · · car ils
sont congrus à 1 modulo π. On obtient ainsi un morphisme det : A1

∗ → Ad
∗, qui

n’est autre que le morphisme structural
^
O → A∗ de la

^
O-algèbre A∗.

Ceci permet déjà de vérifier que les deux structures de
^
O-algèbre sur AInt

induites par les deux morphismes de décomposition cöıncident. En effet, detS∗
s’écrit comme un série entière en z alors que detR∗ s’écrit sous la forme 1+ z−1×
(série entière en z−1) ; on a ainsi évidemment detRLT = detRDr et les deux
structures de

^
O-algèbre sur AInt cöıncident donc.

Pour expliciter en termes intrinsèques la structure de
^
O-algèbre ainsi obtenue,

on pourrait utiliser (en rang 1) les formules de décomposition donnant R∗ en
fonction de S∗. Il est cependant plus commode d’utiliser celles donnant la matrice
S∗, qui sont en fait plus simples. On remarque que l’on a (−1)d−1(z − π) detS∗ =
τdetS∗ et (−1)d−1z detT∗ = τdetT∗. Choisissant une racine (q− 1)-ème µ de −1
dans

^
O, on obtient alors des morphismes déterminant

detµ : Spf Âd
∗,∞ → Spf Â1

∗,∞ et detµ : Spf Ad
Int → Spf A1

Int

(R∗, S∗) 7→ (detR∗, µdetS∗) T∗ 7→ µdetT∗

compatibles aux morphismes de décomposition Spf Ad
Int → Spf Âd

∗,∞ et
Spf A1

Int → Spf Â1
∗,∞. En particulier, appliquant la décomposition du para-

graphe 5.3 à detT∗ =
∑

j∈Z t
q−j

((−1)d−1z)j , on trouve detS∗ = s0 + s1z + · · ·
avec sq−1

0 = π.
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Explicitement, la structure de
^
O-algèbre sur AInt est la suivante :

π = lim
k 7→+∞

(−1)d−1

(
Dk+1(t)
Dk(t)

)q−1

, où

Dk(t) = det


t tq · · · tq

k

tq
−1 . . . . . .

...
...

. . . . . . tq

tq
−k · · · tq

−1
t


On peut aussi caractériser π comme l’unique solution de valuation t-adique
q − 1 de l’équation

∑
j∈Z t

q−j

((−1)d−1z)j = 0 dans A1
Int. En effet, la série∑

j∈Z t
q−j

((−1)d−1z)j converge sur le disque ouvert épointé de rayon 1 ; la série
detR−1

∗ = (1 − π/z)(1 − πq/z) converge aussi sur ce disque ouvert épointé
(et même au-delà. . .) et a des zéros en z = π, πq, πq2 · · · alors que la série
detS∗ = µ−1(s0 + s1z + · · · ) converge sur le disque ouvert de rayon 1 et a des
zéros en z = πq−1

, πq−2 · · · Il suffit alors de se rappeler que la valuation π-adique
de t est 1/(q − 1) ; la valuation t-adique de π est donc q − 1.

Remarque 5.4.1. — La structure de Fq-algèbre de AInt est assez simple mais sa

structure de
^
O-algèbre est plus compliquée, comme la formule ci-dessus le montre.

On peut rapprocher cela de la situation pour les espaces de modules avec struc-
tures de niveau

^
MLT ,n (ou de ceux considérés dans la remarque 2.2.3). L’algèbre

de fonctions du Fq-schéma formel affine
^
MLT ,n (ou, plus précisément, de sa com-

posante connexe {ht ρ = 0}) est une Fq-algèbre de séries formelles, puisque
^
M

ht=0

LT ,n

est pro-artinienne et régulière [D1], mais l’élément π est là aussi donné par une
formule un peu compliquée, faisant d’ailleurs elle aussi intervenir des déterminants
de Moore comme ceux que l’on a rencontrés dans le paragraphe 5.1.

5.5. Démonstration de 4.1.1.2. — On va se placer dans AInt et considérer
les éléments xq

i /xi+1 et yi comme des éléments de AInt. On rappelle qu’on a
xi = (sLTi,0 )q−1 et yi = (sDr

i,0 )q/sDr
i+1,0. On rappelle aussi que sLTi,0 /ti et sDr

i,0 /ti sont
des unités de AInt (voir les propositions 5.2.2 et 5.2.4 et utiliser le fait que les
morphismes de produit 5.2 sont des isomorphismes). L’élément sLTi,0 /s

Dr
i,0 est alors

une unité et on a

xq
i /xi+1 = (sLTi,0 /s

Dr
i,0 )q(q−1)(sLTi+1,0/s

Dr
i+1,0)

1−qyq−1
i ,

ce qui démontre la deuxième partie du théorème 4.1.1 et achève par conséquent la
démonstration du théorème 1.5.3.
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