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Résumé. Nous montrons qu'un groupe localement compact n’ayant pas la
propriété (T) posséde des fonctions conditionnellement de type négatif dont
la croissance est au moins linéaire.

Je remercie Georges Skandalis et Yves de Cornulier pour des discussions
trés utiles, et Pierre Julg pour m’avoir signalé [FH74].

Si G est un groupe localement compact on appelle longueur sur G une
fonction continue ¢ de G dans R, telle que £(1) = 0, £(g7!) = {(g) et
(g192) < €(g1) + £(g2) pour g, g1, g2 dans G.

Théoréme 1 Soit G un groupe discret, et { une longueur sur ce groupe.
Pour tout entier n € N on note G,, = {g € G,{(g) < n}. Supposons que G,
est fini et que pour tout entier n € N, tout élément de G,, est le produit de
n éléments de Gy (donc { est propre). Supposons que G n’a pas la propriété
(T) de Kazhdan. Alors il existe un espace de Hilbert H muni d’une action
affine, isométrique de G et un point v € H, tel que, en notant

a, = sup ||gv — vy,
g9€Gn

on a ay > 0 et pour tout entier n € N, a,, > \/Tﬁal.

Comme f(g) = ||gv — v||% est une fonction conditionnellement de type
négatif sur G, on traduit aisément cet énoncé en termes de fonctions condi-
tionnellement de type négatif.

Si on note 7,(v) le rayon de la plus petite boule contenant {gv, g € G},
on a r,(v) < a, < 2r,(v). Quitte & passer a la limite sur les fonctions
conditionnellement de type négatif (aprés les avoir normalisées pour que a; =
1), et gréace a la construction GNS, on voit qu'il suffit de montrer le lemme
suivant.



Lemme 2 Soit G un groupe localement compact, et { une longueur propre
sur ce groupe. Pour tout entier n € N on note G,, = {g € G,{(g9) < n}.
Supposons que pour tout entier n € N, tout élément de G, est le produit
de n éléments de G1. Soit H un espace de Hilbert muni d’une action affine,
isométrique, continue et sans point five de G. Soient N un entier et € > 0.
Alors il existe v € H, tel que en notant r,(v) le rayon de la plus petite boule
contenant {gv, g € G}, on a pour tout entier n € {1, ..., N},

ra(v) > /(1 — €)nr(v)

(et done, en notant a,(v) = sup,cq, [|gv — v|a, an(v) > n(l—e)

s—a1(v)).

Nous démontrons ce lemme par ’absurde. Supposons que la conclusion est
fausse. Nous allons montrer que pour tout v € H, il existe v € H tel que
r1(v) < V1 —eri(v) et d(v,v") < 2Nri(v). Cela améne une contradiction
car, partant d'un point wy € H, on construit, par récurrence sur n, une suite
(wn)nen de points de H en posant v = w,, et en choisissant pour w,; un v’
comme ci-dessus : on a alors 71 (w,) < (1 — €)"/?r (wy) et

d(wp, Wpy1) < 2N(1 — e)”/zrl(wo),

donc la suite (w,, ) en est de Cauchy et sa limite est fixe par G, ce qui contredit
I’hypothése que 'action de G sur H est sans point fixe.

Il reste donc & montrer, sous 'hypothése que la conclusion du lemme est
fausse, que pour tout v € H, il existe v' € H tel que

r(v) < V1 —eri(v) et d(v,v") < 2Nr(v).

Soit v € H. Tl existe n € {0, ..., N—1} tel que rp,y 1 (v)> =7, (v)? < (1—€)ry(v)2.
Notons B, (v) la plus petite boule (de rayon r,(v)) contenant {gv,g € G},
et notons ¢, (v) son centre. On a {gv, g € G} C By41(v) donc

len(v) = cnsi (W)l < Tnaa(0)? = ra(v)? < (1= €)ri(v)*

par un argument facile (lemme 4.7.1 de [Cor06]). De méme pour tout h € Gj,
h({gv,g € G,,}) C By41(v) donc

1A(en()) = ensr (V) < Tuga () = 7a(v)* < (1 = €)ri(v)?

par le méme argument. On en déduit 71(c,(v))* < (1—€)ry(v)% Or la distance
entre v et ¢, (v) est inférieure ou égale a 2nr;(v) < 2Nri(v). On peut prendre
v = ¢, (v), donc le lemme est démontré.



On peut améliorer un peu la conclusion du théoréme en remarquant que
l'on a ag, < 2r,(v), car ag, est le diameétre de ’ensemble {gv,g € G,},
puisque tout élément de G, est le produit de deux éléments de G,. On
en déduit a, > \/TECZQ. Dans le lemme précédent on peut de la méme fagon

. . . \/n(l—e
renforcer la conclusion par I'inégalité a,(v) > ¥—; )ag(v).
Pour les groupes localement compacts on ne peut pas faire une extraction
diagonale comme dans 'argument précédent. Néanmoins on a le théoréeme

suivant.

Théoréme 3 Soit G un groupe localement compact, et £ une longueur propre
sur ce groupe. Pour tout entier n € N on note G, = {g € G,{(g9) < n}.
Supposons que pour tout entier n € N, tout élément de G,, est le produit de n
éléments de G1. Supposons que G n’a pas la propriété (T) de Kazhdan. Alors
il existe un espace de Hilbert H muni d’une action affine, isométrique et
continue de G et un point v € H, tel que, en notant a, = sup,cq, |lgv —v| u,
on a a; > 0 et pour tout entier n € N, a,, > (*/TE —2)ay.

Soit x une fonction continue positive a support dans G /o, d’intégrale 1.
En appliquant le lemme 2, et la remarque qui le suit, 8 N = i et e = 1/i
on obtient pour tout ¢ € N* un espace de Hilbert affine H;, muni d’une
action isométrique et continue de G, et un point v; de H;, tels que, en po-
sant f;(g) = [lgv; — v]|?, on ait supg, v/ fi = 1 et pour tout n € {1,...,i},

Supg, Vi > —”n(;l/z) Posons v; = fG X(g)guvidg (cette intégrale a un sens

car x est d’intégrale 1) et posons fi(g) = |lg0; — @]|%. Ces fonctions sont
conditionnellement de type négatif, et equicontinues sur tout compact de G,
donc par Ascoli on peut en extraire une sous-suite f;;, qui converge unifor-

mément sur tout compact de GG vers une fonction f, qui est aussi continue et
conditionnellement de type négatif. Pour ¢ € G, on a

\/ filg) = X (h1)x(h2)(ghivi — hovi)dhidhs|| < sup V=1,

G1/2xGy/o

car ||ghiv; — houi|| = ||hy ghivi — v et £(hy'ghi) < 2. Par des inégalités
triangulaires évidentes on a pour n < 1,

sup fZZSup\/E—Q

NG

sup fglet sup fZ——
e G 2

3



Yves de Cornulier m’a fait remarquer que d’aprés [VK82| (voir aussi le
petit texte “A lemma about conditionally negative definite functions” qui
constitue le paragraphe 7.5 de la thése de Cornulier [Cor05]), la suite des
fi posséde une valeur d’adhérence pour la topologie duale de 'espace des
fonctions f telles que |f|fy soit intégrable (ot fy est une certaine fonction
mesurable strictement positive sur GG, bornée sur tout compact) et cette va-
leur d’adhérence est une fonction continue conditionnellement de type négatif
mais dont la valeur en 0 n’est pas forcément égale a 0 (elle est seulement po-
sitive ou nulle). Cela donne un autre argument, avec une inégalité similaire
mais un peu meilleure.

Le théoréme 3 est en un sens optimal car nous allons montrer que pour
le groupe PGLy(Q,) toute fonction continue conditionnellement de type
négatif est de croissance au plus linéaire en la longueur. On rappelle que
G = PGLy(Q,) agit isométriquement sur un arbre X de telle sorte que
K = PGLy(Z,) soit le stabilisateur d’'un sommet z. Soit ¢ la longueur
l(g) = d(x,gz). On sait que ¢ est une fonction conditionnellement de type
négatif.

Proposition 4 Soit f une fonction continue conditionnellement de type né-
gatif sur G = PGLy(Q,). Alors Zé()g_il admet une limite quand ((g) tend vers
[infina.

D’abord on peut supposer f biinvariante par K, quitte & modifier \/f par
une fonction bornée (car toute action isométrique affine et continue de G
sur un espace de Hilbert admet un point fixe par K). Notons C 1’ensemble
des fonctions sphériques continues de type positif de G, c’est-a-dire 1'en-
semble des coefficients de matrices de vecteurs K-invariants de norme 1 des
représentations unitaires continues irréductibles de G. Pour ¢ € C on note
fe = Supg;% et on note f; la limite des f. quand ¢ tend vers 1 : c’est
une fonction continue conditionnellement de type négatif propre. On munit
alors C de la topologie de la convergence sur les compacts (c’est la topologie
de Fell si 'on identifie C a la partie sphérique du dual unitaire de G). Alors
si f est une fonction conditionnellement de type négatif K-biinvariante, il
existe une mesure positive v sur C telle que f = fc fedv(c). En effet pour
tout ¢ € R, et = fc cdvy(c) pour une certaine mesure positive v, sur C, et

f = limy 1_?#. La limite de &)

quand ¢(g) tend vers 'infini existe et

Yg)+1
est non-nulle (on a une formule explicite pour f;) et SUDPcec gecr % < +00,
donc E(J; (fﬁl admet une limite quand ¢(g) tend vers I'infini, égale au produit

de la limite pour f; et du poids de {1} dans la mesure v.



La proposition est vraie aussi avec SO(n, 1) (avec la fonction longueur
¢ associée a la distance hyperbolique sur lespace symétrique) au lieu de
PGL5(Q,) : la démonstration est la méme (voir [FH74| pages 207 et 208).

Yves de Cornulier m’a fait remarquer qu’un de ses résultats permet d’ob-
tenir un groupe discret de type fini, n’ayant pas la propriété (T), dont les
fonctions conditionnellement de type négatif croissent au plus linéairement
en la longueur ce qui montre que le théoréme 1 est en un sens optimal. En
effet d’apres les théorémes 4.3.1 et 4.7.6 de Cornulier [Cor06], si I" est un
réseau irréductible dans SO(4,1) x SO(3,2), le morphisme d’image dense
[' = SO(4,1) est une “résolution affine”, c’est-a-dire que pour toute action
affine isométrique de I' sur un espace de Hilbert H, il existe un sous-espace
affine I'-invariant tel que ’action de I' sur ce sous-espace se prolonge une ac-
tion continue de SO(4, 1). Par conséquent si ¢ est la fonction longueur sur I'

provenant de la fonction longueur sur SO(4,1), et si f est une fonction condi-

f(9)
£(g)+1
tend vers l'infini (et donc a fortiori f croit au plus linéairement par rapport

a la longueur des mots de T').
Enfin remarquons que le théoréme 1 permet de retrouver un résultat de

Shalom [Sha00].

tionnellement de type négatif sur I', alors admet une limite quand ¢(g)

Corollaire 5 (Shalom) Soit I' un groupe de type fini ayant la propriété (T).
Alors il existe un groupe de présentation finie I ayant la propriété (T) tel
que I' soit un quotient de I".

En effet il existe des groupes de présentation finie I'; pour i € N, avec des
morphismes surjectifs I'; — I';;; tels que I soit la limite inductive des I';.
On choisit un systéme de générateurs de I'y puis on munit chaque I'; de la
fonction longueur associée a I'image de ce systéme de générateurs. Si aucun
des I'; n’a la propriété (T), chacun posséde une fonction conditionnellement
de type négatif f; telle que sup,), fi = 1 et supq, fi > n/4, pour tout
n € N*. Par extraction diagonale il existe une sous-suite #; telle que les f;;
convergent vers une fonction f sur I'. Cette fonction est conditionnellement
de type négatif et vérifie aussi sup(r), f/ = 1 et sup), [ > n/4 pour tout
n € N*, et ceci contredit ’hypothése selon laquelle I" a la propriété (T).
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