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CHAPITRE 1

Travaux autour de la conjecture de Baum-Connes

La KK-théorie de Kasparov [Kas88] et la conjecture de Baum-Connes [BCH94]
seront les thèmes dominants de ce chapitre. Il serait beaucoup trop long d’entamer des
rappels sur ces sujets et sur la KK-théorie banachique [Laf02]. Nous renvoyons à [Ska91]
pour une introduction générale à la KK-théorie et à [Ska99, Laf01] et [1] pour des
introductions bien adaptées à la suite.

Pour tout groupe localement compact G et pour toute C∗-algèbre A munie d’une
action continue de G, et pour j ∈ Z/2Z on a un diagramme commutatif

Ktop
j (G,A)

µG,A

L1→ Kj(L
1(G,A))

ց µG,Ared ↓ i∗
Kj(C

∗
red(G,A))

où i : L1(G,A)→ C∗red(G,A) est l’inclusion naturelle. Rappelons simplement queKtop
j (G,A)

est définie à l’aide de la KK-théorie de Kasparov mais que lorsque A = C c’est la K-
homologie de l’espace classifiant pour les actions propres de G. On note Cc(G,A) l’algèbre
des fonctions continues à support compact sur G à valeurs dans A munie du produit de
convolution (f1.f2)(g) =

∫
g1∈G f1(g1)g1(f2(g

−1
1 g))dg1 où dg1 est une mesure de Haar sur

G. On définit L1(G,A) comme la complétion de Cc(G,A) pour la norme
∫
||f(g)||Adg et

C∗red(G,A) comme la complétion pour la norme d’opérateur sur le A-module hilbertien
L2(G,A). On rappelle que les algèbres de Banach complexes ont des groupes de K-théorie
Kj pour j ∈ Z/2Z.

La conjecture de Baum-Connes (resp. la conjecture de Bost) affirme que µG,Ared (resp.
µG,AL1 ) est toujours un isomorphisme de groupes abéliens.

Une complétion A(G) de Cc(G) est dite inconditionnelle si ‖f‖ ne dépend que g 7→
|f(g)|. Si A est comme ci-dessus on définit alorsA(G,A) comme la complétion de Cc(G,A)

pour la norme
∥∥g 7→ ‖f(g)‖A

∥∥
A(G)

. On peut définir une application d’assemblage µG,AA :

Ktop
j (G,A) → Kj(A(G,A)). Si l’identité de Cc(G) s’étend en un morphisme A(G) →

C∗red(G), il en va de même à coefficients, c’est-à-dire que l’identité de Cc(G,A) s’étend
en un morphisme A(G,A)→ C∗red(G,A) et on a un diagramme commutatif comme celui
ci-dessus en remplaçant L1(G,A) par C∗red(G,A).

Depuis ma thèse j’ai continué à réfléchir à la conjecture de Baum-Connes, mais il
est apparu qu’il serait très difficile d’en démontrer de nouveaux cas. D’abord Nigel Hig-
son, Georges Skandalis et moi-même avons trouvé des contre-exemples à la conjecture de
Baum-Connes sous sa forme la plus générale (par exemple la surjectivité de l’application
de Baum-Connes à coefficients pour tous les groupes discrets de type fini). Cependant
il reste plausible que la conjecture soit vraie à coefficients quelconques pour les groupes
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réductifs sur les corps locaux ou pour les groupes hyperboliques. Dans le cas des groupes
hyperboliques j’ai montré la conjecture à coefficients commutatifs par une méthode un
peu ad hoc. En fait la conjecture à coefficients pour les groupes hyperboliques doit pou-
voir être démontrée : l’injectivité est connue par [KS94, KS03] et j’ai une méthode pour
montrer la surjectivité mais la rédaction serait vraiment très technique.

Au contraire les méthodes existantes ne suffisent pas pour montrer la conjecture de
Baum-Connes à coefficients arbitraires pour les groupes simples sur les corps locaux de
rang déployé ≥ 2. Ce résultat négatif a cependant permis de dégager un renforcement de
la propriété (T), que possèdent ces groupes, mais que les groupes hyperboliques et tous
les groupes simples sur les corps locaux de rang déployé 1 ne possèdent pas, si bien que
cette propriété (T) renforcée fait vraiment la différence entre le rang 1 et le rang ≥ 2.
Elle a aussi des applications au problème du plongement des graphes expanseurs dans des
espaces de Banach.

1. Exhaustion des séries discrètes des groupes semi-simples réels connexes

comme conséquence de la conjecture de Baum-Connes

Ce travail constitue la deuxième partie de [1]. Il montre que la conjecture de Baum-
Connes sans coefficients pour les groupes de Lie semi-simples réels connexes de centre
fini, qui a été prouvée dans [Laf02] par des méthodes de K-théorie permet de retrou-
ver la classification des représentations de séries discrètes pour ces groupes, qui est due
à [HC65], ainsi que leur réalisation à l’aide de l’opérateur de Dirac, obtenue par Partha-
sarathy [Par72] et par Atiyah et Schmid [AS77]. En fait, dès 1980, Connes et Mosco-
vici [CM82] ont remarqué que la conjecture de Connes-Kasparov (i.e. la conjecture de
Baum-Connes sans coefficients pour les groupes réductifs réels) implique “essentiellement”
la construction et l’exhaustion des séries discrètes.

Dans toute la suite de ce paragraphe, G est un groupe semi-simple réel connexe de
centre fini. Soit K un sous-groupe compact maximal et p un supplémentaire de k dans g,
fixé par l’action adjointe de K. On munit p d’une métrique K-invariante et on note K̃ le
revêtement d’ordre 2 de K provenant de la suite exacte 1→ Z/2→ Spin(p)→ SO(p)→
1. On a donc la suite exacte

1→ Z/2→ K̃ → K → 1.

On note R(K̃)− le sous-Z-module de l’anneau des représentations de R(K̃) engendré par
les représentations (V, σ) de K̃ telles que σ(−1) = −Id. On note S la représentation
spinorielle de K̃, qui est de ce type. Si dim(G/K) est pair S est Z/2-gradué. On note
i = dim(G/K) [2].

Soit (V, σ) une représentation de K̃ telle que σ(−1) = −Id, si bien que V ⊗ S est
un représentation de K. Soit EV le C∗red(G)-module hilbertien (Z/2Z-gradué si i = 0 [2])
formé des éléments K-invariants de V ∗⊗S∗⊗C∗red(G), où K agit par translations à gauche
sur C∗red(G). Soit DV l’opérateur C∗red(G)-linéaire non borné sur EV égal à

∑
j 1⊗c(pj)⊗

→
pj ,

où (pj) est une base orthonormale de p,
→
pj désigne le champ de vecteurs invariant à droite

sur G associé à pj, et c(pj) est la multiplication de Clifford par pj . Soit TV = DV√
1+D2

V

.

Alors on définit [dV ] ∈ Ki(C
∗
red(G)) comme la classe de (EV , TV ) ∈ E(C, C∗red(G)).

6



En d’autres termes EV est le complété de l’espace des sections continues à support
compact du fibré sur K\G associé à la représentation V ∗ ⊗ S∗ de K, pour la norme
‖w‖ = supf∈L2(G),‖f‖

L2(G)=1 ‖w ∗ f‖L2((V ∗⊗S∗)×KG), et DV est l’opérateur de Dirac, tordu
par V ∗.

La conjecture de Connes-Kasparov pour G, qui est aussi la conjecture de Baum-Connes
sans coefficients pour G, a été montrée par des méthodes de K-théorie dans [Laf02].
Conjecture de Connes-Kasparov. Le morphisme de groupes abéliens µGred : R(K̃)− →
Ki(C

∗
red(G)) défini par [V ] 7→ [dV ] est un isomomorphisme, et Ki+1(C

∗
red(G)) = 0.

Soit H une représentation de série discrète de G, c’est-à-dire une représentation irrédu-
cible unitaire qui a une masse positive pour la mesure de Plancherel. Ceci est équivalent au
fait que pour tout (ou pour un) x ∈ H , ‖x‖ = 1, le coefficient de matrice cx(g) = 〈x, π(g)x〉
est de carré intégrable. Alors ‖cx‖2L2(G) est indépendant de x, et son inverse s’appelle le
degré formel de H , qui est noté dH et qui est aussi la masse de H pour la mesure de
Plancherel. Nous utilisons le résultat suivant : toutes les séries discrètes de G sont iso-
lées dans le dual tempéré. Plus précisément un argument de développement asymptotique
montre que les coefficients de matrice appartiennent à l’algèbre de Schwartz ([HC65], II,
corollary 1 page 77), et donc ils appartiennent à C∗red(G) (et pas seulement à l’algèbre de
Von Neumann de G).

Alors pour x ∈ H , ‖x‖ = 1, p : g 7→ dHcx(g) est un idempotent dans C∗red(G), tel
que l’image de p dans L2(G) par la représentation régulière gauche soit isomorphe à H∗

comme représentation de G à droite. La classe de p dans K0(C
∗
red(G)) ne dépend pas de

H et sera notée [H ].
A l’aide de l’opérateur dual-Dirac de Kasparov, on obtient dans [1] la conséquence

suivante de la conjecture de Connes-Kasparov pour G.

Corollaire 1.1. Les séries discrètes de G sont en bijection avec un sous-ensemble de
l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréducibles (V, σ) de K̃ vérifiant
σ(−1) = −Id. De plus si une série discrète H correspond à (V, σ), on a [H ] = ±[dV ] dans
K0(C

∗
red(G)), V = ±(H⊗S∗) comme combinaison formelle de représentations irréductibles

de K, et H apparaît dans le noyau de l’opérateur de Dirac tordu DV .

Si rangG 6= rangK, S∗ est 0 dans R(K) (Barbasch and Moscovici [BM83] (1.2.5)
page 156) d’où l’on déduit que G n’a pas de série discrète.

Sinon on note T un tore maximal de K, qui est aussi un tore maximal de G, on fixe
une chambre de Weyl pour G, et on choisit la chambre de Weyl pour K qui la contient.
On note ρK la demi-somme des racines positives de kC. Alors un calcul de trace dans
K0(C

∗
red(G)) présenté dans [1] montre que les représentations irréductibles V de K̃ (telles

que σ(−1) = −Id) qui correspondent à des séries discrètes sont exactement celles dont le
plus haut poids µ est tel que µ + ρK soit régulier pour gC (c’est-à-dire ne se trouve pas
sur un mur).

2. Contre-exemples à la conjecture de Baum-Connes sous sa forme la plus

générale

Dans un travail en commun avec Nigel Higson et Georges Skandalis [2], nous proposons
des contre-exemples à
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– l’injectivité et la surjectivité de l’application de Baum-Connes (sans coefficients)
pour les groupoïdes séparés,

– l’injectivité et la surjectivité de l’application de Baum-Connes pour certains feuille-
tages dont le groupoïde d’holonomie n’est pas séparé,

– la conjecture de Baum-Connes à coefficients pour les groupes discrets.
Pour simplifier nous expliquerons seulement le dernier cas. Ces contre-exemples sont

fondés sur le défaut de fonctorialité et le défaut d’exactitude du membre de droite de la
conjecture de Baum-Connes.

Soit u : G → H un morphisme de groupes localement compacts, et B une H-C∗-
algèbre, qui est donc munie aussi d’une structure de G-C∗-algèbre. Alors dans le dia-
gramme suivant, la flèche en pointillés n’existe pas en général :

Ktop
i (G,B) −→ Ktop

i (H,B)

↓ µG,Bred ↓ µH,Bred

Ki(C
∗
red(G,B)) 99K Ki(C

∗
red(H,B))

D’autre part si G est un groupe localement compact et 0 → I → A → A/I → 0 est
une suite exacte de G-C∗-algèbres, la suite C∗red(G, I)→ C∗red(G,A)→ C∗red(G,A/I) n’est
pas forcément exacte au milieu, et même la suite des groupes de K-théorie associée peut
ne pas être exacte au milieu, si bien que le diagramme commutatif

Ktop
0 (G, I) → Ktop

0 (G,A) → Ktop
0 (G,A/I)

↓ µG,Ired ↓ µG,Ared ↓ µG,A/Ired

K0(C
∗
red(G, I)) → K0(C

∗
red(G,A)) → K0(C

∗
red(G,A/I))

possède une ligne du haut exacte au milieu alors que le ligne du bas ne l’est pas (et donc
si B est le cône du morphisme de I dans le cône de A→ A/I, Ktop

0 (G,B) = 0 alors que
K0(C

∗
red(G,B)) 6= 0).

Il est important de noter que la conjecture de Bost est parfaitement fonctorielle et
respecte l’exactitude, et qu’aucun contre-exemple à cette conjecture n’est connu.

Les groupes discrets qui fournissent ces contre-exemples sont des groupes aléatoires
construits par Gromov [Gro00, Gro03, Oll06, Oll04, Oll05, AD08]. Plus précisément
Gromov montre l’existence d’un groupe discret de type fini Γ égal à lim

→
Γn, où les Γn sont

des groupes hyperboliques et Γ1 → Γ2 → ... sont des morphismes surjectifs, tel que le
graphe de Cayley de Γ contienne une suite d’expanseurs. On en déduit une suite exacte
0 → I → A → A/I → 0 de Γ-C∗-algèbres commutatives séparables (avec I = c0(N × Γ)
et A une sous-algèbre séparable de ℓ∞(N, c0(Γ))) telle que la suite

K0(C
∗
red(Γ, I))→ K0(C

∗
red(Γ, A))→ K0(C

∗
red(Γ, A/I))

ne soit pas exacte au milieu. On peut même montrer que µΓ,A
red n’est pas bijective.

Au contraire, comme les Γn sont hyperboliques, on s’attend à ce que pour tout n ∈ N,
µΓn,A

red soit bijective. Bien sûr K0 commute à la limite inductive, mais on ne peut pas
comparer C∗red(Γ, A) à la limite inductive des C∗red(Γn, A), puisque cette limite inductive
n’existe pas, les morphismes de transition n’étant pas définis. Si on remplace C∗red par L1

tout se remet à marcher : la conjecture de Bost à coefficients est vraie pour chaque Γn et
en passant à la limite elle est vraie pour Γ !
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3. K-théorie bivariante pour les algèbres de Banach, groupoïdes et

conjecture de Baum-Connes à coefficients commutatifs pour les groupes

hyperboliques

Pierre-Yves Le Gall [Gal99] a construit une théorie de Kasparov équivariante par
rapport à des actions de groupoïdes. Le but de [4] (suivi d’un appendice de Hervé Oyono-
Oyono) est d’étendre cette théorie (sans le produit de Kasparov) à la catégorie des algèbres
de Banach, de même que nous l’avons fait dans [Laf02] pour la théorie de Kasparov
équivariante par rapport aux actions de groupes.

On appelle champ (d’espaces ou d’algèbres de Banach) un champ continu dont les
sections continues ont une norme semi-continue supérieurement.

Soit G un groupoïde topologique, muni des applications source s et but r (pour “ran-
ge”). On appelle G-algèbre de Banach A = (A, α) la donnée d’un champ A = (Ax)x∈G(0)

d’algèbres de Banach sur G(0) et d’un champ d’isomorphismes d’agèbres de Banach (préser-
vant la norme) α = (αg)g∈G : s∗A→ r∗A tel que pour tous x ∈ G(0), g ∈ G, (g1, g2) ∈ G(2)

on ait αx = IdAx
, αg−1 = α−1

g et αg1g2 = αg1 ◦ αg2 . Soit λ un système de Haar sur G.
Si A est une G-algèbre de Banach, on note Cc(G, r∗A) l’espace des sections continues à

support compact de r∗A sur G et on munit cet espace de la structure d’algèbre suivante :
pour f1, f2 ∈ Cc(G, r∗A), (f1 ∗ f2)(g) =

∫
Gr(g) f1(g1)αg1(f2(g

−1
1 g))dλr(g)(g1).

Si A et B sont deux G-algèbres de Banach, et ℓ une longueur sur G, on introduit un
groupe abélien KKban

G,ℓ (A,B) qui, lorsque G est un groupe, est celui défini dans [Laf02].
Soit A(G) est une complétion inconditionnelle de Cc(G), c’est-à-dire une norme d’al-

gèbres sur Cc(G) telle que ‖f‖A(G) ne dépend que de la fonction g 7→ |f(g)| sur G. Le

complété de Cc(G, r∗A) pour la norme ‖f‖ =
∥∥∥g 7→ eℓ(g)‖f(g)‖Ar(g)

∥∥∥
A(G)

est une algèbre

de Banach, notée Aℓ(G, A).
Nous construisons un morphisme de descente

KKban
G,ℓ (A,B)→ KKban(Aℓ(G, A),A(G, B)).

Pour la conjecture de Baum-Connes pour les groupoïdes on renvoie à [Tu99, Tu99a].
Rappelons simplement qu’on a une application de Baum-Connes

µG,Bred : Ktop
∗ (G, B)→ K∗(C

∗
red(G, B)).

Pour toute complétion inconditionnelle A(G) on peut définir

µG,BA : Ktop
∗ (G, B)→ K∗(A(G, B)).

Lorsque A(G) est une sous-algèbre (dense) de C∗red(G), l’identité de Cc(G, B) s’étend
en un morphisme iB : A(G, B)→ C∗red(G, B) et on a µG,Bred = iB∗ ◦ µG,BA .

Nous nous intéressons à la surjectivité de µG,Bred dans des cas où l’injectivité est démon-
trée par l’existence d’un élément γ.

Théorème 1.2. Supposons qu’il existe une G-C∗-algèbre propre A, et

η ∈ KKG(C0(G(0)), A) et d ∈ KKG(A,C0(G(0)))

tels que

γ = η ⊗A d ∈ KKG(C0(G(0)), C0(G(0)))
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vérifie la condition suivante : il existe une suite (ℓi)i∈N∗ de longueurs sur G qui converge
uniformément vers 0 sur tout compact de G et telle que, pour tout i ∈ N∗, ι(γ) = 1
dans KKban

G,ℓi(C0(G(0)), C0(G(0))). Alors pour toute complétion inconditionnelle A(G) et

pour toute G-C∗-algèbre B, µG,BA est une surjection.

Supposons maintenant que G est
– Γ ⋉X où Γ est un groupe hyperbolique et X un espace localement compact,
– ou un groupoïde étale G Morita équivalent au groupoïde de Poincaré d’un feuille-

tage à base compacte muni d’une métrique riemannienne longitudinale à courbure
sectionnelle strictement négative.

Alors on peut montrer l’existence d’une complétion inconditionnelle A(G) qui est une
sous-algèbre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C∗red(G). D’autre part
G satisfait les hypothèses du théorème 1.2.

Corollaire 1.3. La conjecture de Baum-Connes à coefficients commutatifs est vraie
pour les groupes hyperboliques et pour les groupoïdes de Poincaré des feuilletages à base
compacte qui peuvent être munis d’une métrique riemannienne longitudinale à courbure
sectionnelle strictement négative.

Cette méthode ne permet pas d’établir la conjecture à coefficients commutatifs pour
le produit de deux groupes hyperboliques. En effet on peut construire une action d’un
produit de deux groupes hyperboliques sur un espace localement compact, telle que le
groupoïde G associé ne possède pas de complétion inconditionnelle A(G) qui soit une
sous-algèbre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C∗red(G).

4. Une remarque sur les fonctions de type négatif

Le but de [3] est de montrer qu’un groupe localement compact n’ayant pas la propriété
(T) possède des fonctions conditionnellement de type négatif dont la croissance est au
moins linéaire.

Théorème 1.4. Soit G un groupe localement compact, et ℓ une longueur propre sur
ce groupe. Pour tout n ∈ N on note Gn = {g ∈ G, ℓ(g) ≤ n}. Supposons que pour tout
n ∈ N, tout élément de Gn est le produit de n éléments de G1 (si G est discret, la propreté
de ℓ équivaut donc à la finitude de G1). Supposons que G n’a pas la propriété (T) de
Kazhdan. Alors il existe un espace de Hilbert H muni d’une action affine, isométrique et
continue de G et un point v ∈ H, tel que, en notant an = supg∈Gn

‖gv− v‖H, on a a1 > 0

et pour tout entier n ∈ N, an ≥ (
√
n

2
− 2)a1.

Ce théorème est en un sens optimal, car pour les groupes suivants, qui n’ont pas la
propriété (T ), toute fonction continue conditionnellement de type négatif est de croissance
au plus linéaire en la longueur : PGL2(Qp), SO(n, 1) pour tout n ≥ 2 et tout réseau
irréductible dans SO(4, 1)× SO(3, 2).

Enfin le théorème 1.4 permet de retrouver facilement un résultat de Shalom [Sha00].

Corollaire 1.5. (Shalom) Soit Γ un groupe discret de type fini ayant la propriété
(T). Alors il existe un groupe de présentation finie Γ′ ayant la propriété (T) tel que Γ soit
un quotient de Γ′.
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5. Conditions nécessaires pour montrer la conjecture de Baum-Connes par

les méthodes connues

Soit G un groupe localement compact possédant un élément γ et A une G-C∗-algèbre.
Nous cherchons des conditions nécessaires pour montrer la surjectivité de

µG,Ared : Ktop
∗ (G,A)→ K∗(C

∗
red(G,A))

à l’aide de la KK-théorie banachique et d’un argument de stabilité par calcul fonctionnel
holomorphe.

Rappelons que l’existence de l’élément γ assure que cette application est injective.
Les conditions nécessaires que nous allons expliciter ne s’appliquent pas aux autres

méthodes qui pourraient exister pour montrer la surjectivité, comme les idées de Jean-
Benoît Bost sur le principe d’Oka.

La méthode pour laquelle nous cherchons des conditions nécessaires est la suivante :
trouver une sous-algèbre B de C∗red(G,A) contenant Cc(G,A) et stable par calcul fonc-
tionnel holomorphe dans C∗red(G,A) (voir [Bos90] pour cette notion), et montrer γ = 1
dans KKban(B, C∗red(G,A)). Nous demandons en fait que B soit stable par calcul fonction-
nel holomorphe dans C∗red(G,A) en un sens un peu affaibli, c’est-à-dire que tout élément
de Cc(G,A) a le même rayon spectral dans B et C∗red(G,A) (et la même chose pour les
éléments de Mn(Cc(G,A))) car cela suffit pour impliquer K∗(B) = K∗(C

∗
red(G,A)). En

revanche nous voulons que cela ait lieu pour des raisons évidentes, c’est-à-dire qu’il existe
une longueur ℓ sur G, et une fonction P : N → R à croissance sous-exponentielle, telles
que

sup
f∈Cc(G,A) supporté dans la boule de rayon n

‖f‖B
‖f‖C∗red(G,A)

≤ P (n).

Pour montrer γ = 1 dans KKban(B, C∗red(G,A)), on doit construire une homotopie
entre γ et 1 dans KKban

G (C,C) (ou pour tout s > 0, trouver une constante C et construire
une homotopie dans KKban

G,sℓ+C(C,C)) et montrer (ce qui est évidemment le plus difficile)
que cette homotopie se descend en une homotopie dans KKban(B, C∗red(G,A)). Bien sûr on
ne s’attend pas à avoir un morphisme KKban

G (C,C)→ KKban(B, C∗red(G,A)) (on n’a pas
supposé B de la forme A(G,A) où A est une bonne complétion car avec cette restriction la
condition de stabilité par calcul fonctionnel holomorphe serait impossible à réaliser dans
la plupart des cas). C’est seulement pour cette homotopie particulière que l’on espère
une descente, et on cherche une condition nécessaire pour qu’elle existe. Ecrivons cette
homotopie de 1 à γ sous la forme (Et, πt, Tt)t∈[0,1], où Et = (E<, E>) est une C-paire
Z/2Z-graduée sur laquelle G agit par la représentation πt. Une condition nécessaire pour
la descente est que, pour tout t ∈ [0, 1] on puisse construire un B-C∗red(G,A)-bimodule
(E<t , E>t ) comme complétion de (Cc(G,A⊗E<

t ), Cc(G,A⊗E>
t )). Supposons G discret et A

unitaire pour simplifier. Pour x ∈ E>
t , ξ ∈ E<

t , f ∈ Cc(G,A), 〈δ1⊗1A⊗ξ, f(δ1⊗1A⊗x)〉 =
Schurcξ,x

(f) où cξ,x est le coefficient de matrice cξ,x(g) = 〈ξ, π(g)x〉 et où, pour toute
fonction fonction c : G → C, Schurc : Cc(G,A) → Cc(G,A) est le produit de Schur,
qui à g 7→ f(g) associe g 7→ c(g)f(g). Une condition nécessaire pour l’existence d’un tel
B-C∗red(G,A)-bimodule est donc que pour tout coefficient de matrice c, Schurc s’étende en
une application continue de B dans C∗red(G,A) et que pour tous ξ ∈ E<

t , x ∈ E>
t , on ait

∥∥Schurcξ,x

∥∥
L(B,C∗red(G,A))

≤ ‖ξ‖E<
t
‖x‖E>

t
.
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Choisissons pour tout m ∈ N∗ des vecteurs ξm ∈ E<
1/m et xm ∈ E>

1/m de norme 1 tel
que cm = cξm,xm

tende vers la fonction 1 uniformément sur les parties compactes de G
(on peut choisir de tels vecteurs car (E<

0 , E
>
0 ) contient la représentation triviale). Il est

assez raisonnable de supposer que chaque fonction cm tend vers 0 à l’infini (parce que en
t = 1 l’homotopie doit atteindre γ, et en pratique les coeffients de matrices pour (E<

1 , E
>
1 )

tendent vers 0 à l’infini).
Une condition nécessaire est donc l’existence d’une suite de fonctions cm ∈ C0(G)

tendant vers la fonction 1 (uniformément sur les parties compactes de G) telle que pour
tout m ∈ N∗,

∥∥Schurcm
∥∥
L(B,C∗red(G,A))

≤ 1.

En mettant ensemble les deux conditions ci-dessus, on trouve la condition nécessaire
suivante, qui ne fait plus intervenir B.

Condition nécessaire. Il existe une fonction P : N → R+ à croissance sous-
exponentielle, et une suite de fonctions cm ∈ C0(G) tendant vers la fonction 1 (uni-
formément sur les parties compactes de G) telles que pour tout n ∈ N,

sup
m∈N∗,f∈Cc(G,A) supporté dans la boule de rayon n

‖Schurcm(f)‖C∗red(G,A)

‖f‖C∗red(G,A)

≤ P (n).(1)

Cette condition nécessaire est satisfaite pour tous les groupes pour lesquels la conjec-
ture de Baum-Connes à coefficients est démontrée. D’abord si G est a-T -menable, c’est-
à-dire s’il agit de façon affine, isométrique et propre sur un espace Hilbert H , on choisit
x ∈ H , on introduit la fonction conditionnellement de type négatif Ψ : g 7→ ‖g(x)− x‖2H
et en prenant cm(g) = exp(Ψ(g)

m
) et P = 1, l’inégalité (1) est satisfaite pour toute G-

C∗-algèbre A. Notons que dans ce cas cm est un coefficient de matrice de la représen-
tation unitaire qui apparaît au point 1

m
de l’homotopie de 1 à γ construite par Hig-

son et Kasparov [HK01]. Rappelons que, si c est un coefficient de matrice entre deux
vecteurs de norme 1 dans un espace de Hilbert muni d’une représentation unitaire,
Schurc : C∗red(G,A) → C∗red(G,A) est de norme ≤ 1 (c’est ce qui permet la descente
de Kasparov, et cela résulte du fait que le produit tensoriel d’une représentation uni-
taire de G par le A-module hilbertien L2(G,A) est isomorphe à une somme de copies de
L2(G,A)).

Cette condition nécessaire est satisfaite aussi pour les groupes hyperboliques (pour
lesquels j’espère montrer la conjecture de Baum-Connes) : on fixe un système fini de
générateurs, et en notant Bm la boule de rayon m pour la longueur des mots, et cm la
fonction caractéristique de Bm, il existe un polynôme P tel que l’inégalité (1) est satisfaite
pour toute G-C∗-algèbre A.

Hélas si G est un groupe presque simple sur un corps local, dont l’algèbre de Lie
contient sl3, il n’existe pas de suite de fonction cm telle que l’inégalité (1) soit satisfaite
pour toute G-C∗-algèbre A (on demande en plus que cm soit bi-invariant par un compact
maximal : on est autorisé à le faire car ci-dessus on pouvait choisir les vecteurs xm et
ξm invariants par un compact maximal). Cela est démontré dans [5] (avec A = C0(G/K)
où K est un compact maximal de G) comme une étape intermédiaire de la preuve que
ces groupes satisfont la propriété (T ) renforcée [5] : dans le cas archimédien cela apparaît
clairement, dans le cas non archimédien cela est un peu caché dans la preuve.

Lorsque A = C, la condition ci-dessus est évidemment satisfaite pour les groupes ayant
la propriété (RD), mais j’ignore si elle est vérifiée par un réseau Γ d’un groupe réductif G
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sur un corps local F , pour lesquels la propriété (RD) n’est pas connue, ou est fausse, comme
par exemple pour SL3(Z). J’ignore même la réponse si on prend pour cm la restriction à
Γ d’une suite de fonctions sphériques sur G(F ) tendant vers la fonction constante égale à
1, ou bien, dans le cas non archimédien, la suite des fonctions caractéristiques des boules
de rayon m associées à la longueur γ 7→ d(x0, γx0) sur Γ, où x0 est un point de l’immeuble
de G(F ), et d la distance des murs sur l’immeuble.

6. Propriété (T ) renforcée et application aux plongements des expanseurs

Le travail [5] est issu des questions soulevées au paragraphe précédent.
En 1999, après une discussion avec Pierre Julg, Nigel Higson et moi-même avons établi

que, pour démontrer la conjecture de Baum-Connes avec des coefficients arbitraires pour
G = SL3(R) ou SL3(Qp), il suffisait de trouver ℓ une longueur sur G, et pour tout s > 0
de trouver C > 0 et une homotopie entre γ et 1 dans un groupe défini comme KKG(C,C),
mais en autorisant des representations π de G dans des espaces de Hilbert, qui ne soient
pas nécessairement unitaires mais satisfassent ‖π(g)‖L(H) ≤ Cesℓ(g) pour tout g ∈ G.

Malheurement , G = SL3(R) et SL3(Qp) ont la propriété (T) renforcée : pour toute
longueur ℓ sur G, il existe s > 0 tel que pour tout C > 0 la representation triviale de G
est isolée parmi les représentations π de G dans des espaces de Hilbert satisfaisant

‖π(g)‖L(H) ≤ Cesℓ(g) pour tout g ∈ G.
Remarque. Sp(n, 1) et les groupes hyperboliques n’ont pas la propriété (T) renforcée.

Pour un groupe hyperbolique il est même possible d’approcher la représentation triviale
par des représentations π dans des espaces de Hilbert avec croissance polynomiale (i.e.
‖π(g)‖ ≤ P (ℓ(g)) où P est un polynôme).

Pour Sp(n, 1) cela a été utilisé par Pierre Julg pour monter la conjecture de Baum-
Connes à coefficients. Pour les groupes hyperboliques j’ai une preuve partiellement écrite
mais les détails sont très techniques.

Par conséquent la propriété (T) renforcée marque la différence entre
– rang 1, courbure < 0, cas où la conjecture de Baum-Connes à coefficients est dé-

montré ou peut l’être avec les techniques actuelles,
– rang ≥ 2, courbure ≤ 0, cas où la conjecture de Baum-Connes à coefficients est hors

d’atteinte pour le moment (sauf peut-être avec les idées de Jean-Benoît Bost sur le
principe d’Oka).

Dans le cas non archimédien, la propriété (T) s’étend aux représentations dans certains
espaces de Banach.

Pour simplifier nous donnons l’énoncé pour SL3 et pour des corps locaux non archi-
médiens de caractéristique 2.

Soit r ≥ 1 et F un corps local non archimédien dont le corps résiduel a pour cardinal
2r. Soit ℓ une longueur sur G = SL3(F ).

Pour ǫ, s, C ∈ R∗+ on introduit Cs,Cr,ǫ la classe des représentations π de G
– dans des espaces de Banach réels E qui ne contiennent pas (1 + ǫ)-isométriquement
ℓr+1
1

– et telles que pour tout g ∈ G, ‖π(g)‖L(E) ≤ Cesℓ(g)

On dit qu’un espace de Banach E contient (1+ ǫ)-isométriquement ℓr+1
1 s’il existe une

application linéaire i : ℓr+1
1 → E telle que ‖x‖ ≤ ‖i(x)‖ ≤ (1 + ǫ)‖x‖ pour tout x ∈ ℓr+1

1 .
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Remarque. Un espace de Banach uniformément convexe ne contient pas (1 + ǫ)-
isométriquement ℓ21, où ǫ dépend du module d’uniforme convexité. Un espace de Banach
B-convexe est un espace de Banach E tel qu’il existe r et ǫ > 0 pour lesquels E ne contient
pas (1 + ǫ)-isométriquement ℓr+1

1 .

Théorème 1.6. Soit r ≥ 1 et F un corps local non archimédien dont le corps résiduel
a pour cardinal 2r. Soit ℓ une longueur sur G = SL3(F ). Pour tout ǫ > 0, il existe s > 0
tel que pour tout C > 0 la représentation triviale de G est isolée parmi des représentations
de la classe Cs,Cr,ǫ , c’est-à-dire, pour être précis, la complétion A de Cc(G) pour la norme

‖f‖A = sup
(E,π) dans la classe Cs,C

r,ǫ

‖π(f)‖L(E) (en notant π(f) =

∫

G

f(g)π(g)dg)

contient un idempotent auto-adjoint p tel que pour toute représentation (E, π) dans Cs,Cr,ǫ ,

l’image de π(p) est le sous-espace fermé EG formé des vecteurs G-invariants dans E.

Corollaire 1.7. Soit Γ un réseau dans dans G. On fixe un système fini de généra-
teurs de Γ. Soit Γn une suite de sous-groupes d’indice fini de Γ telle que ♯Γ/Γn tende vers
l’infini quand n→∞. Alors les graphes Γ/Γn ne se plongent pas uniformément dans les
espaces de Banach, qui, pour un certain ǫ > 0, ne contiennent pas (1+ǫ)-isométriquement
ℓr+1
1 .

Notons que ce corollaire n’est pas une conséquence du fait que les graphes Γ/Γn forment
une suite d’expanseurs. Par exemple on ne sait pas si les suites de graphes de Ramanujan
construits à l’aide d’algèbres de quaternions se plongent uniformément dans des espaces
de Banach uniformément convexes (bien sûr on pense que non).
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CHAPITRE 2

Caractéristique p

Je vais présenter ici trois travaux, réalisés entre 2003 et 2006, bien que leur rédaction
soit plus récente. Les deux premiers sont le fruit d’une collaboration avec Alain Genestier.

Le point de départ est le résultat suivant de Drinfeld, qui permet de traduire en termes
d’algèbre (semi)-linéaire les analogues en caractéristique p des schémas en groupes finis
et plats et des groupes p-divisibles.

Proposition 2.1. (Drinfeld [Dri87] paragraphe 2, SGA 3 V IIA 7.4, [Gen96] cha-
pitre 1). Soit S un schéma sur Fq et r ∈ N. On note Fr le morphisme de S dans lui-même
qui à une section locale x du faisceau structural associe xq. Alors il y a une équivalence
de catégories entre

– les OS-modules localement libresM de rang r munis d’un morphisme φM : Fr∗(M)→
M ,

– les schémas en groupe finis et plats G, de présentation finie, d’ordre qr, munis d’une
action de Fq qui induit sur le cotangent de G l’action de Fq provenant du fait que S
est un schéma sur Fq, et dont le Verschiebung est nul.

Dans la suite on notera G = Gr(M,φM). La correspondance entre (M,φM) et G est la
suivante. Si on note M∗ et M∗,(q) les schémas en groupes qui sont les espaces totaux de M∗

et Fr∗(M)∗, le transposé de φM et le Frobenius relatif de M∗ sur S sont des morphismes de
schémas en groupes de M∗ vers M∗,(q) et alors G = Ker(tφM−Frob : M∗ →M∗,(q)). Dans
l’autre sens M est le faisceau des homomorphismes de schémas en groupes commutatifs
avec action de Fq de G dans Ga (muni d’une action de OS qui vient de l’action de
OS sur Ga par homothéties, et d’un morphisme Fr∗(M) → M qui vient du morphisme
x 7→ xq de Ga dans lui-même au-dessus de S). Drinfeld montre en complément que
Lie∗(G) = Coker(φM), où Lie∗(G) désigne l’image inverse de Ω1

G/S par la section nulle.
Soit O un anneau de valuation discrète localement compact d’égales caractéristiques

p > 0. On identifie son corps résiduel à Fq et on note K son corps des fractions. On fixe
une uniformisante π de O, ce qui induit des identifications O ≃ Fq[[π]] , K ≃ Fq((π)).

Soit S un schéma formel adique sur SpfO (OS est donc complet pour une topolo-
gie adique relativement à un faisceau d’idéaux qui contient π ; pour nous complet sous-
entendra toujours séparé). Soit O⊗̂OS le faisceau sur S qui, à un ouvert affine SpfB
associe le complété O⊗̂B de O ⊗Fq

B vis-à-vis de la topologie π ⊗ 1-adique. On notera
toujours z au lieu de π ⊗ 1, en gardant la notation π pour 1⊗ π (z et π sont donc deux
sections partout définies du faisceau O⊗̂OS). L’isomorphisme O = Fq[[π]] induit par le
choix de l’uniformisante π fournit une identification O⊗̂B = B[[z]].

Soit σ l’endomorphisme 1 ⊗ Fr de O⊗̂OS qui est l’identité sur z et agit par b 7→ bq

sur les sections locales de OS. Pour tout faisceau M de O⊗̂OS-modules, on note τM =
M ⊗Ob⊗OS ,σ

O⊗̂OS. Si x est une section de M , on note τx la section x⊗ 1 de τM .
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Définition 2.2. Un chtouca local minuscule de rang r sur S est une paire (M,φM)
formée d’un faisceau M de O⊗̂OS-modules qui est localement libre de rang r pour la
topologie de Zariski de S, et d’un morphisme φM : τM → M tel qu’il existe ψ : M → τM
vérifiant φM ◦ ψ = (z − π) et ψ ◦ φM = (z − π).

Soit (M,φM) un chtouca local minuscule sur S. Pour tout entier n ∈ N∗ on pose Gn =
Gr(M/znM,φM mod zn). Alors (Gn) est une suite de schémas en groupe finis et plats
de présentation finie, munis d’une action de O, avec des inclusions Gn → Gn+m, donnant
lieu aux suites exactes habituelles. L’existence de ψ dans la définition d’un chtouca local
minuscule assure que l’action de O sur Lie∗(Gn) est linéaire (c’est-à-dire provient du fait
que S est un schéma formel sur SpfO). On dit que (Gn) est un O-module π-divisible.
Comme cette notion est un peu longue à définir, nous énonçons l’équivalence pour la
sous-catégorie des O-modules formels π-divisibles. On appelle O-module formel sur S un
groupe formel lisse X muni d’une action de O telle que l’action tangente de O sur LieX
coïncide avec celle provenant des structures de O-algèbre de OS et de OS-module de LieX.

Proposition 2.3. ([Gen96], ch. I, prop. 2.2.3 et 2.2.6) On a une équivalence entre
la catégorie des O-modules formels X sur S tels que π ∈ O agisse par une isogénie
(notée X(π)), et la catégorie des chtoucas locaux (M,φM) sur S tels que l’endomorphisme
semi-linéaire de M/zM induit par φM soit, localement pour la topologie de Zariski sur S,
topologiquement nilpotent.

On dit que (M,φM) est le module de coordonnées de X, car M = HomFq
(X, Ĝa,S), où

Fq agit sur Ĝa,S de la manière évidente. L’action de O provient de l’action de O sur X
et l’action de OS vient de l’action de OS sur Ĝa,S par homothéties. De plus l’isogénie de
Frobenius τ : Ĝa,S → Ĝa,S induit une application IdO ⊗ FrOS

-linéaire φM : τM → M . La
hauteur normalisée de X est le rang de M comme O⊗̂OS-module et la dimension de X
est le rang de Coker (φ) comme OS-module.

Dans [7], nous introduisons la notion plus générale de chtouca local, qui n’a pas d’ana-
logue exact en inégales caractéristiques. C’est une version locale des chtoucas de Drin-
feld [Dri77].

Définition 2.4. Un chtouca local de rang r sur S est une paire (M,φM) formée
d’un faisceau M de O⊗̂OS-modules qui est localement libre de rang r pour la topologie de
Zariski de S, et d’un isomorphisme

φM : τM [
1

z − π ]→M [
1

z − π ]

tel que, pour certains entiers s, t ∈ Z, on ait

(z − π)tM ⊂ φM(τM) ⊂ (z − π)sM.

On dira que M = (M,φM) est d’amplitude ⊂ [s, t] si la condition ci-dessus est vérifiée.
Un morphisme de chtoucas locaux (M,φM) → (M ′, φM ′) sur S est un morphisme de

faisceaux de O⊗̂OS-modules M →M ′, tel que φM ′◦τf = f ◦φM . La catégorie des chtoucas
locaux sur S est O-linéaire.

Une isogénie est un morphisme f : (M,φM)→ (M ′, φM ′) tel qu’il existe un morphisme
g : (M,φM) → (M ′, φM ′) et une fonction localement constante e : S → N pour lesquels
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g ◦ f = ze et f ◦ g = ze. La catégorie des chtoucas locaux à isogénie près s’obtient à partir
de la catégorie des chtoucas locaux en inversant les isogénies et les isomorphismes dans
cette catégorie sont appelés des quasi-isogénies.

Un chtouca local est minuscule s’il est d’amplitude ⊂ [0, 1].
Nous allons maintenant expliquer une variante du lemme de rigidité de Drinfeld (lemme

3 de l’appendice de [Dri76]), qui servira dans les deux paragraphes suivants.
On fixe un corps parfait k contenant Fq et on suppose que S est le spectre d’une

algèbre B sur O⊗̂Fq
k = k[[z]], complète pour la topologie π-adique et sans π-torsion.

Soit (D, φD) un chtouca local à isogénie près sur k. Il jouera le rôle de F -isocristal pour
rigidifier le chtouca local M , comme dans [RZ].

Soit (M,φM) un chtouca local sur B et ρ une quasi-isogénie entre la restriction de
(M,φM) à B/πB et l’image inverse de (D, φD) à B/πB par le morphisme k → B/πB qui
vient de la structure de O⊗̂Fq

k-algèbre sur B.

Soit K ̂̂⊗ B le complété de O⊗̂B[1
z
] pour la topologie π-adique de B.

Pour b ∈ B on note v(b) = sup{k ∈ N, b ∈ πkB} ∈ N ∪ {+∞} : ce n’est pas une
valuation, mais on a v(b+ b′) ≥ min(v(b), v(b′)) et v(bb′) ≥ v(b) + v(b′) pour b, b′ ∈ B et
v(b) = +∞ si et seulement si b = 0. Alors

K ̂̂⊗ B = {
∑

n∈Z

bnz
n, bn ∈ B, v(b−n) tend vers +∞ quand n tend vers +∞}.

On définit une sous-O⊗̂B[1
z
]-algèbre de K ̂̂⊗ B en posant

C(B) = {
∑

n∈Z

bnz
n, bn ∈ B,

v(b−n)

n
tend vers +∞ quand n tend vers +∞}.

Les éléments de C(B) donnent des fonctions sur la variété rigide SpmB[ 1
π
]×SpmK {0 <

|z| < 1}.
On introduit α = (1− π

z
)(1− πq

z
)(1− πq2

z
)... ∈ C(B). Comme α = 1 modulo π, α est

une unité dans K ̂̂⊗ B, donc α n’est pas diviseur de 0 dans C(B).

Lemme 2.5. Il existe un unique morphisme R de C(B)[ 1
α
]-modules congru à ρ modulo

π de M ⊗Ob⊗B C(B)[ 1
α
] vers D ⊗k((z)) C(B)[ 1

α
] vérifiant

R(φM ⊗ 1) = (φD ⊗ 1)τR.

De plus c’est un isomorphisme de C(B)[ 1
α
]-modules.

En effet on relève ρ en r0 ∈ HomOb⊗B[ 1
z
](M [1

z
], D ⊗k((z)) O⊗̂B[1

z
]) et on pose

R = lim
n 7→+∞

φD...
τn−1

φD
τn

r0
τn−1

φ−1
N ...φ−1

N

(où la limite est prise pour la topologie π-adique).

1. Isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld en égales

caractéristiques

Le travail [6] a pour but de donner une preuve plus explicite, mais limitée au cas
d’égales caractéristiques, du théorème de Faltings affirmant l’isomorphisme des tours de
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Lubin-Tate et de Drinfeld [Fal02]. Il fait partie d’un livre en commun avec Laurent
Fargues [Far08].

On garde les notations O, K, π, q, p.
On fixe un entier d ≥ 1 et on note D l’unique K-algèbre à division centrale simple (à

isomorphisme non unique près) d’invariant 1/d et OD l’ordre maximal de D. Si l’on note
Kd l’extension non ramifiée de degré d de K, Od son anneau d’entiers et τ ∈ Gal(Kd/K)
l’automophisme induisant (λ 7→ λq) sur le corps résiduel, les algèbres D et OD s’écrivent
simplement comme des algèbres de polynômes non commutatifs Kd[Π] (resp. Od[Π]) en
une indéterminée Π vérifiant les relations Πd = π et Πa = τ(a)Π , ∀a ∈ Kd.

On note B ⊂ Md(O) l’ordre d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo
π et

Pπ =





0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

π 0 · · · 0 0




∈ B ,

de sorte que l’on a B = {
∑

i∈N
diag(λi,0, · · · , λi,d−1)P

i
π, λi,j ∈ Fq}.

On note
⌣
K ⊃ Kd le complété de l’extension maximale non ramifiée de K,

⌣O son
anneau d’entiers et on note encore τ l’automorphisme de Frobenius de

⌣
K.

On note Nilp
⌣O la catégorie des

⌣O-schémas sur lesquels l’image de π est localement
(pour la topologie de Zariski) nilpotente. Les

⌣O-schémas formels seront considérés comme
des ind-objets de Nilp

⌣O.

Définition 2.6. Soit S un O-schéma tel que l’image de π soit localement topologi-
quement nilpotente.

– 1) Un OD-module formel est un O-module formel muni d’une action O-linéaire de
OD.

– 2) Un OD-module formel X est dit spécial lorsque l’action tangente de Od sur LieX
fait de LieX un Od ⊗O OS-module inversible.

Les O-modules formels X de dimension 1 et hauteur d sur Fq sont tous isomorphes.
On pose

X = Ĝa,Fq
en tant que groupe formel et X(π) = τd.

La O-algèbre des endomorphismes de X est OD, dont l’action est définie par

X(λ) = λ (λ ∈ Fqd) et X(Π) = τ .

Le OD-module formel
Y =

⊕

i∈Z/dZ

X(Πi • Π−i)

(où X(Πi •Π−i) désigne le OD module formel obtenu en tordant l’action de OD sur X par
l’automorphisme Πi •Π−i de OD) est spécial. L’isogénie rOd = diag(1, τ, · · · , τd−1) : Xd →
Y identifie EndOD

(Y) ⊗O K à EndOD
(Xd) ⊗O K = Md(K) et pour cette identification,

EndOD
Y ⊂ Md(K) est l’ordre d’Iwahori tB des matrices triangulaires inférieures modulo

π.
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On considère le foncteur
⌣MLT qui à S ∈ Nilp

⌣O associe l’ensemble des classes d’iso-
morphie de couples (X, ρ), où

– X est un O-module formel sur S de dimension 1 et hauteur d
– ρ : XS0 99K XS0 est une quasi-isogénie.
L’espace de modules avec structures de niveau « de type Iwahori »

⌣MLT ,B× = {(X, ρ), H1 ⊂ · · · ⊂ Hd−1 ⊂ X(π)}
où (X, ρ) est comme dans la définition de l’espace de Lubin-Tate

⌣MLT et Hi est un sous-
schéma en groupes (avec action de Fq) de X[π], fini et plat d’ordre qi, est ind-représenté
par ∐

h∈Z

Spf(
⌣O[[x1, · · · , xd]]/(x1 · · ·xd − (−1)dπ))

(dans la suite on considérera toujours (xi)i∈{1,··· ,d} comme une suite périodique (xi)i∈Z/dZ)
et les objets universels sont X = Ĝa comme groupe formel avec action de Fq et X(π) =
(τ − xd) · · · (τ − x1), Hi = Ker[(τ − xi) · · · (τ − x1)], et la quasi-isogénie ρ est déterminée
par la condition ρ ≡ τh modulo (x1 · · · , xd).

Traduisons ceci en termes de modules de coordonnées. Notons P = Pπ ⊗ 1.

Théorème 2.7. Le module de coordonnées (MX , FX) du O-module formel universel

X sur
⌣MLT ,B× est

– MX = Od⊗̂O⌣M
LT ,B×

– FX = ΦX ◦ τ
où l’on note ΦX la matrice diag(x1, · · · , xd) + tP et τ = IdO⊗̂FrO⌣

M
LT ,B×

. La matrice RX

associée à la quasi-isogénie ρ comme dans le lemme 2.5 est

RX = limn→∞
tP n+h τn−1

Φ−1
X · · ·Φ−1

X = tP h
∑

j≥0

diag(r1,j , · · · , rd,j) tP−j

où ri,0 = 1 et où la limite définissant ri,j converge pour la topologie (x1, · · · , xd)-adique.
Donc RX est à coefficients dans K ̂̂⊗O⌣M

LT ,B×
et satisfait l’équation RXΦX = tP τRX .

On considère le foncteur
⌣MDr qui à S ∈ Nilp

⌣O associe l’ensemble des classes d’iso-
morphie de couples (Y, ρ), où

– Y est un OD-module formel spécial sur S de hauteur d2

– ρ : YS0 99K YS0 est une quasi-isogénie compatible à l’action de OD.
D’après Drinfeld [Dri76] Le foncteur

⌣MDr est (ind)-représentable par un
⌣O-schéma formel

(voir aussi [Gen96] en égales caractéristiques).
A l’aide de structures de niveau de Drinfeld on obtient pour tout n ∈ N un foncteur

⌣MLT ,n, qui est (ind-)représenté par un
⌣O-schéma formel fini et plat

⌣MLT ,n au-dessus de
⌣MLT . La tour (

⌣MLT ,n)n est munie d’une action (à gauche) du groupe GLd(K)×D×, où
GLd(K) agit par « correspondances de Hecke » sur les structures de niveau alors que le
groupe D× agit sur la quasi-isogénie.

Sur la fibre générique au sens de Raynaud
⌣M

rig

Dr de
⌣MDr, Y [πn]rig est un schéma en

groupes (et même en OD-modules) fini et étale au-dessus de
⌣MDr qui est localement
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(pour la topologie étale) isomorphe à π−nOD/OD. Les structures de niveau d’échelon πn :

π−nOD/OD ∼→ Y [πn]rig définissent alors un revêtement fini étale galoisien
⌣M

rig

Dr,n de
⌣M

rig

Dr,

de groupe de Galois (OD/πnOD)×. La tour (
⌣M

rig

Dr,n)n est munie d’une action à gauche
de GLd(K) × D×, où GLd(K) agit sur les quasi-isogénies et D× agit sur la structure de
niveau.

On cherche un isomorphisme « lim←−n »
⌣M

rig

LT ,n = « lim←−n »
⌣M

rig

Dr,n où « lim←−» est une
sorte de limite projective (en un sens à préciser). On enverra un point x = (xm)m de
(
⌣MLT ,m)m sur un point y = (yn)n de (

⌣MDr,n)n, où yn sera défini à l’aide de séries dé-
pendant de tous les xm : en particulier, si x est à valeurs dans une extension L de K
(nécessairement infinie), y sera un point à valeurs dans le complété π-adique de L.

On construit donc des modèles entiers π-adiques des deux tours. Ces modèles entiers
correspondent à des recouvrements affinoïdes purs, indexés par l’ensemble I formés des
suites strictement croissantes (Λi)i∈Z de réseaux de Kd telles que Λi+d = π−1Λi, ∀i ∈ Z
et qu’il existe un entier h(Λ) tel que [Λi : Od] = i + h(Λ), ∀i ∈ Z. Cet ensemble I est
muni d’une action de Z par décalage des indices et le quotient s’identifie à l’ensemble des
chambres de l’immeuble de PGLd(K). De plus il est muni d’une action de (GLd(K) ×
D×)/K× où GLd(K) agit sur les réseaux, et D× par décalage des indices. Du côté Drinfeld

ces affinoïdes sont définis sur le “rez-de-chaussée”
⌣M

rig

Dr,0 (où ils définissent le modèle entier
⌣MDr,0 considéré précédemment) et donc le modèle entier

⌣MDr,∞ s’obtient à partir de
⌣MDr,0 par normalisation. Du côté Lubin-Tate, l’affinoïde indexé par Λ ∈ I est défini en
un niveau correspondant à l’intersection de GLd(OK) et des stabilisateurs des Λi. Dans
les deux cas on appelera domaine fondamental l’affinoïde correspondant à P−•Od (dont
le stabilisateur est B×).

Pour Λ ∈ I, on note
⌣MLT ,∞,Λ la limite projective complétée des schémas formels

⌣MLT ,n,Λ. Par recollement on obtient un schéma formel π-adique
⌣MLT ,∞,I. Ce schéma

formel peut être considéré comme une « π-adification » de la tour de Lubin-Tate.
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théorème 2.8. Il existe un isomorphisme (explicite) (GLd(K)×D×)/K×-équivariant

ϕ :
⌣MLT ,∞,I

∼−→ ⌣MDr,∞.

Nous allons expliquer notre construction de l’isomorphisme entre les domaines fonda-
mentaux.

Du côté Lubin-Tate le domaine fondamental en niveau Iwahori est l’ouvert affinoïde
⌣MLT ,B×,P−•Od de

⌣M
rig

LT ,B×, inclus dans la composante h = 0, et formé des (x1, · · · , xd)
tels que v(xqi/xi+1) ≥ 0 pour tout i ∈ Z/dZ (où v est la valuation).

Sur
⌣M

rig

LT ,n,P−•Od la structure de niveau est un morphisme π−nO/O → X[πn]. En
identifiant le Fq-dual de K/O à O par le résidu O ⊗ K/O → Fq, il correspond à un
morphisme Mσ : MX/z

nMX → (O/πnO) ⊗ OS compatible aux Frobenius FX sur la
source et τ sur le but. A la limite sur

⌣MLT ,∞,P−•Od =: SpfÂLT ,∞ on a une matrice
SLT =

∑
j≥0 diag(sLT1,j , · · · , sLTd,j ) tP j à coefficients dans O⊗̂ALT ,∞ telle que SLTΦX = τSLT
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c’est-à-dire (sLTi,j )q − xi−jsLTi,j = sLTi,j−1. La condition de structure de niveau à la Drinfeld
s’écrit (sLTi,0 )q−1 = xi pour tout i ∈ Z/dZ.

Ainsi sur le domaine fondamental
⌣MLT ,∞,P−•Od = SpfÂLT ,∞ on a

– une matrice RLT = Idd +
∑

j≥1 diag(rLT1,j , · · · , rLTd,j ) tP−j, à coefficients dans K ̂̂⊗
ÂLT ,∞ (en fait les rLTi,j sont des fonctions sur

⌣MLT ,B×,P−•Od)
– une matrice SLT =

∑
j≥0 diag(sLT1,j , · · · , sLTd,j ) tP j à coefficients dans O⊗̂ALT ,∞,

– le produit TLT = SLTR
−1
LT qui est à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂLT ,∞ et vérifie TLT tP =

τTLT .
De même sur le domaine fondamental

⌣MDr,∞,P−•Od =: SpfADr,∞ on a

– une matrice RDr = Idd+
∑

j≥1 P
−j diag(rDr1,j , · · · , rDrd,j ) à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞

(en fait les rDri,j sont des fonctions sur
⌣MDr,P−•Od)

– une matrice SDr =
∑

j≥0 P
j diag(sDr1,j , · · · , sDrd,j) à coefficients dans O⊗̂ADr,∞ qui

exprime la structure de niveau

– le produit TDr = SDrR
−1
Dr qui est à coefficients dans K ̂̂⊗ ÂDr,∞ et vérifie PTDr =

τTDr.
En fait (en tout point de Berkovich des espaces ci-dessus) les matrices RLT et RDr

sont des fonctions inversibles sur le disque épointé rigide 0 < |z| < 1 privé des πq
i

pour
i ∈ N, les matrices SLT et SDr sont des fonctions inversibles sur le disque épointé rigide
0 < |z| < 1 privé des πq

i

pour i < 0 et les matrices TLT et TDr sont des fonctions inversibles
sur le disque épointé rigide 0 < |z| < 1 privé des πq

i

pour i ∈ Z.

Théorème 2.9. Il existe un unique isomorphisme de
⌣O-schémas formels

ϕP−•Od :
⌣MLT ,∞,P−•Od = SpfÂLT ,∞ → SpfÂDr,∞ =

⌣MDr,∞,P−•Od

tel que ϕ∗
P−•Od(TDr) = tTLT .

On introduit un Fq-schéma formel affine intermédiaire SpfAInt « classifiant » les ma-
trices TDr =

∑
j∈Z

P j diag(ti,j) vérifiant l’équation PTDr = τTDr et certaines conditions
supplémentaires.

La construction de l’isomorphisme ϕP−•Od : SpfÂLT ,∞ → SpfÂDr,∞ se réduit alors à
celle d’un diagramme

SpfÂLT ,∞
produit

⇄
décomposition

SpfAInt
décomposition

⇄
produit

SpfÂDr,∞.

tel que les composées de deux flèches superposées soient l’identité. On peut représenter
les matrices RLT , · · · comme des matrices triangulaires de taille infinie, dont les lignes et
les colonnes sont indexées par Z et dont les diagonales parallèles à la diagonale principale
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sont périodiques de période d. Par exemple RLT et SLT sont représentées par




. . .
...

...
...

· · · 1 ri−1,1 ri−1,2 · · ·
· · · 0 1 ri,1 · · ·
· · · 0 0 1 · · ·

...
...

...
. . .




et





. . .
...

...
...

· · · si−1,0 0 0 · · ·
· · · si,1 si,0 0 · · ·
· · · si+1,2 si+1,1 si+1,0 · · ·

...
...

...
. . .





Les morphismes de décomposition ci-dessus sont donc des décompositions de Birkhoff
pour des matrices infinies. Ce sont les limites de décompositions de Bruhat pour les
matrices finies extraites, elles-mêmes données par des formules de type Cramer.

L’équation PTDr = τTDr apparaît aussi en inégales caractéristiques. Si l’on considère
un point d’une des tours défini sur OCp

, l’analogue de la matrice T en inégales caractéris-
tiques est à coefficients dans B+

cris, et apparaît dans [Far08], II.10, sous le nom de matrice
X, reliant le module de Tate et le module de Dieudonné.

2. Théorie de Fontaine en égales caractéristiques

Nous allons utiliser le lemme 2.5 pour associer une structure de Hodge-Pink à un
chtouca local rigidifié sur une base affine π-adique et sans π-torsion. Les structures de
Hodge-Pink ont été introduites dans [Pin97]. Dans le cas minuscule une structure de
Hodge-Pink est simplement une structure de Hodge d’amplitude⊂ [0, 1]. Voici la définition
générale, où B, (M,φM), (D, φD), ρ sont comme dans le lemme 2.5.

Définition 2.10. On appelle structure de Hodge-Pink un (B[ 1
π
])[[z− π]]-module libre

V muni d’un isomorphisme

V ⊗(B[ 1
π

])[[z−π]] (B[
1

π
])((z − π)) ≃ D ⊗k((z)) (B[

1

π
])((z − π)).

On a un morphisme C(B) → (B[ 1
π
])[[z − π]] (si on voit C(B) comme un espace de

fonctions du disque épointé rigide 0 < |z| < 1 vers B, c’est la restriction à un voisinage
formel de π). Il s’étend en un morphisme C(B)[ 1

α
]→ (B[ 1

π
])((z − π)).

Définition 2.11. La structure de Hodge-Pink sur D associée à (M,φM) et à ρ est

V = τR(φ−1
M (M ⊗Ob⊗B (B[

1

π
])[[z − π]]))

= (φD ⊗ 1)−1(R(M ⊗Ob⊗B (B[
1

π
])[[z − π]])).

Nous montrons dans [7] que la structure de Hodge-Pink permet de reconstruire le
O⊗̂B[1

z
]-module M [1

z
], c’est-à-dire qu’elle détermine M à isogénie près. Il semble très

difficile dans cette généralité de déterminer quelles structures de Hodge-Pink sont as-
sociées à un chtouca local. Nous répondons à cette question dans le cas où B est un
anneau de valuation discrète complet, en montrant l’analogue en égales caractéristiques
du théorème “faiblement admissible implique admissible” de Colmez et Fontaine [CF00].
Hartl [Har05] a étendu ce résultat à certains anneaux de valuation non discrète en s’ap-
puyant sur [HP04] qui adapte à la situation d’égales caractéristiques les anneaux de
Fontaine et certains résultats de Kedlaya [Ked05].
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Au contraire notre point de vue est de n’introduire aucun anneau analogue aux an-
neaux de Fontaine, et aucun groupe de Galois et en particulier, si la base est le spectre
d’un anneau de valuation discrète, de ne pas recourir à une clôture algébrique de son corps
des fractions. Avec les notations du paragraphe 1, les anneaux analogues aux anneaux de
Fontaine contiennent les valeurs des coefficients des matrices S et T en un point de Ber-
kovich de l’une de deux tours et nous ne considérons ici que des anneaux qui contiennent
les valeurs des coefficients de la matrice R. Ce point de vue est mieux adapté à la théorie
entière.

Examinons le cas d’une base non nécessairement π-adique. On associe aux chtoucas
locaux rigidifiés sur un schéma formel des structures de Hodge-Pink sur sa fibre générique
au sens de Raynaud-Berthelot. En effet on peut recouvrir cette variété rigide analytique
par des spectres d’algèbres de Tate, dont les anneaux d’entiers sont des algèbres π-adiques
et sans π-torsion, de sorte qu’on est ramené au cas affine π-adique et sans π-torsion.
Dans le cas universel où la base est un espace de modules de chtoucas locaux rigidifiés,
la structure de Hodge-Pink associée au chtouca local universel définit une application
vers l’espace de modules des structures de Hodge-Pink, appelée application des périodes
(voir [RZ] chapitre 4 et [Har05]).

Supposons maintenant que la base est le spectre d’un anneau de valuation discrète
complet OL de corps résiduel k parfait. On note L le corps des fractions de OL. On
suppose OL muni d’une structure de O-algèbre de sorte que l’image de π dans OL soit un
élément non nul de l’idéal maximal de OL.

Soit D un chtouca local à isogénie près sur k. On note tN(D) l’unique k ∈ Z tel que le
déterminant de la matrice de ΦD dans une base de D sur k((z)) soit le produit de zk et
d’une unité. On note UD = τD ⊗k((z)) L[[z − π]]. On rappelle qu’une structure de Hodge-
Pink sur D est un L[[z−π]]-réseau VD dans UD⊗L[[z−π]]L((z−π)) = τD⊗k((z))L((z−π)).
On note tH(D) l’unique l ∈ Z tel que det(VD) = (z − π)−ldet(UD).

Définition 2.12. Une structure de Hodge-Pink V sur D est dite faiblement admissible
si tH(D) = tN (D) et pour tout sous-objet D′ de D (c’est-à-dire tout sous-k((z))-espace
vectoriel D′ tel que φD(τD′) = D′), en posant V ′ = V ∩ (τD′ ⊗k((z)) L((z − π))) on ait
tH(D′) ≤ tN (D′).

Le théorème “faiblement admissible implique admissible” est le suivant.

Théorème 2.13. Une structure de Hodge-Pink sur D provient d’un chtouca local sur
OL si et seulement si elle est faiblement admissible.

La preuve que nous donnons dans [7] est très voisine de la preuve d’un résultat en
théorie entière, dont nous allons maintenant donner l’énoncé.

Mentionnons que pour les chtoucas minuscules sur une base quelconque on possède
une théorie cristalline et le théorème de relèvement de Grothendieck [Gro70] comme pour
les groupes p-divisibles. Quand la base est le spectre d’un anneau de valuation discrète
OL comme précedemment, on a l’analogue des résultats démontrés par Breuil [Bre02] à
la suite de [Fal99]. Soit S = O⊗̂OL[[π

q

z
]].

Proposition 2.14. Soit V est une structure de Hodge-Pink faiblement admissible
“minuscule”, c’est-à-dire UD ⊂ VD ⊂ (z − π)−1UD. Il y a une bijection entre les chtoucas
locaux (minuscules) sur OL dans la classe d’isogénie déterminée par V et les S-module
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libres M, munis d’un isomorphisme

M⊗S S[
1

z
] ≃ τD ⊗k((z)) S[

1

z
],

et “fortement divisibles”, c’est-à-dire tels que

S.z−1 τ((φD ⊗ 1)(M∩ (z − π)VD)) =M.

Pour les chtoucas locaux non nécessairement minuscules, on a une théorie entière
semblable à celle qui existe en inégales caractéristiques si on impose une condition qui
se lit sur la structure de Hodge-Pink et qui fait penser à la transversalité de Griffiths.
Cette condition est automatique pour les chtoucas locaux minuscules. Elle prend plusieurs
formes, dont certaines gardent un sens en inégales caractéristiques, et y sont toujours
vérifiées.

3. Valeurs spéciales des fonctions L en caractéristique p

Le travail [8], réalisé en 2004 et rédigé récemment, interprète les valeurs spéciales
de fonctions L en caractéristique p à l’aide de groupes d’extensions dans la catégo-
rie des chtoucas, et d’un peu de théorie de Fontaine en égales caractéristiques. Il y a
une analogie avec la conjecture de Bloch-Kato [BK90], surtout avec le point de vue
de [Kat93, Fon92, FPR94], mais il n’y a pas d’équation fonctionnelle, la cohomologie
cohérente apparaît à la place de la cohomologie étale et la difficulté n’est pas du tout
la même ! L’élément zeta de Kato est introduit dans [Kat93] dans certains cas (en par-
ticulier comme générateur du déterminant de la cohomologie d’un faisceau ℓ-adique sur
un courbe lisse sur Fq). Dans notre situation l’élément zeta peut toujours être défini, et
les démonstrations sont très simples. Les valeurs spéciales sont transcendantes en géné-
ral, mais les démonstrations sont essentiellement algébriques, sans difficultés d’analyse.
On utilise la formule des traces d’Anderson [And00, BP04], qui est une variante de la
formule des points fixes de Woods-Hole. Le rapport avec d’autres travaux sur les valeurs
spéciales en caractéristique p, comme [AT90], n’est pas immédiat.

Les chtoucas sont plus généraux que les t-motifs d’Anderson [And86], et constituent
un bon cadre pour ce problème, car les calculs de groupes d’extension dans la catégorie
des chtoucas sont particulièrement aisés.

Soit X une courbe projective lisse sur Fq. On note Fr : X → X le morphisme x 7→ xq.
Soit C = SpecA une courbe affine lisse sur Fq. On note F le corps des fractions de A.
On suppose C et X géométriquement irréductibles pour simplifier. On appelle chtouca un

quadruplet (E , E ′, i, j), où E et E ′ des fibrés vectoriels sur C×X, et E i→ E ′ j← (Id×Fr)∗(E)
des morphismes qui sont des isomorphismes au point générique de C × X. On note τ
l’application qui à une section de E associe la section de (Id × Fr)∗(E) qui est son image
inverse. On note Z(det(i)) et Z(det(j)) les hypersurfaces de C × X, lieux des zéros de
det(i) et det(j).

Soit v ∈ |C|, et Av et Fv les complétés de A et F en v.
Soit (E , E ′, i, j) un chtouca tel que Z(det(i)) et Z(det(j)) ne contiennent pas {v}×X.

Soit U l’ouvert de X tel que

{v} × U = {v} ×X\
(
{v} ×X ∩

(
Z(det(i)) ∪ Z(det(j))

))
.
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Alors (E , E ′, i, j) définit une représentation galoisienne π1(U)→ GLr(Av) où r est le rang
de E . Donc pour tout point fermé x ∈ |U | on possède une classe de conjugaison dans
GLr(Av).

En fait nous demanderons seulement que Z(det(i)) ne contienne pas {v}×X. A tout
x ∈ |X| tel que v × x n’appartienne pas à Z(det(i)) on peut associer une classe de
conjugaison dans Mr(Av), et le produit infini des polynômes caractéristiques duaux de
ces classes de conjugaison est la fonction L.

Voici la définition formelle des fonctions L. Pour x ∈ |X|, on note k(x) son corps
résiduel et dx son degré sur Fq. La restriction Ex de E à C × {x} est un A⊗ k(x)-module
libre. Pour x ∈ |X| tel que Z(det(i)) 6⊃ C × {x}, le facteur local de la fonction L de
(E , E ′, i, j) est par définition

L(x, (E , E ′, i, j), T ) = detF (1− T i−1jτ |Ex⊗AF )−1

= detF⊗Fqk(x)
(1− T dx(i−1jτ)dx |Ex⊗AF )−1 ∈ 1 + T dxF [[T dx ]].

Soit S une partie finie de |X| telle que {v}×S contienne ({v}×X)∩Z(det(i)). On pose
LS(E , E ′, i, j), T ) =

∏
x∈|X|\S L(x, (E , E ′, i, j), T ) ∈ 1 + TF [[T ]]. On montre que l’image de

ce produit dans 1+TFv[[T ]] appartient à 1+TAv〈〈T 〉〉 , où Av〈〈T 〉〉 est l’algèbre de Tate.
Il existe r ∈ N et G ∈ 1+TAv〈〈T 〉〉 uniques tels que LS((E , E ′, i, j), T ) = (1−T )rG(T ) et
G(1) 6= 0. On dit que r est l’ordre d’annulation en 1 et G(1) ∈ Av\{0} la valeur spéciale,
notée L∗S((E , E ′, i, j), 1).

Supposons pour simplifier que Z(det(i)) ne contient aucun des {c} ×X pour c ∈ |C|.
Notons RΓ(X, (E , E ′, i, j)) le complexe de A-modules qui calcule les groupes d’extension
de (O,O, Id, Id) par (E , E ′, i, j) dans la catégorie des couples (F ,F ′, ĩ, j̃), où F et F ′ sont

des fibrés vectoriels sur C ×X, munis de morphismes F ĩ→ F ′ j̃← τF . On montre que ce
complexe est le cône du morphisme de complexes

RΓ(X, E) i−jτ→ RΓ(X, E ′).
On en déduit un isomorphisme de A-modules inversibles

det(RΓ(X, (E , E ′, i, j)))−1 ≃ det(RΓ(X, E))−1 ⊗ det(RΓ(X, E ′)) ≃ det(Coker i),

où le deuxième isomorphisme vient de la suite exacte 0→ E i→ E ′ → Coker i→ 0. Cette
identification peut être considérée comme l’analogue de l’élément zeta introduit par Kato
dans 3.2.2 (iv) et le paragraphe 3.5 de [Kat93] comme générateur du déterminant de la
cohomologie d’un faisceau ℓ-adique sur un courbe lisse sur Fq.

Pour w ∈ S on note Ow l’anneau des fonctions sur un voisinage formel de w dans X,
etMw etMw′ les Av⊗̂Ow-modules libres obtenus par restriction de E et E ′. Le complexe

Cw = (Mw
i−jτ→ M′

w)

calcule les groupes d’extension dans une catégorie de chtoucas locaux. Grâce à la théo-
rie de Fontaine en égales caractéristiques, sous une hypothèse supplémentaire, on a une
suite exacte tout à fait analogue à la suite exacte habituelle 0 → H0 → D → D ⊕
(HdR/Fil0HdR) → H1

f → 0 (cf [BK90] corollaire 3.8.4) mais où HdR/Fil0HdR est rem-
placé par Coker i. La raison en est que les structures de Hodge doivent être remplacées
par des structures de Hodge-Pink (voir [7]) et que Coker i joue le même rôle dans les
calculs de groupes d’extensions de structures de Hodge-Pink que HdR/Fil0HdR pour les
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structures de Hodge. On en déduit une identification det(
⊕

w Cw)−1 = det(Coker i)⊗AAv,
qui existe encore sans cette hypothèse supplémentaire.

Le cône de
RΓ(X, (E , E ′, i, j))⊗A Av →

⊕

w

Cw

calcule donc des groupes d’extensions à support compact sur X − S et sera noté

RΓS,v(X, (E , E ′, i, j)).
Ce qui précède fournit une identification

det(RΓS,v(X, (E , E ′, i, j)))−1 = Av,

donnée par un générateur zetaS,v.
Les groupes de cohomologie de RΓS,v(X, (E , E ′, i, j)) sont nuls sauf en degré 1 et 2 et

on a un morphisme de Av -modules de type fini

H1
S,v(X, (E , E ′, i, j))

α→ H2
S,v(X, (E , E ′, i, j)).

Le morphisme de Fv-espaces vectoriels α⊗1Fv
est analogue au morphisme d’accouplement

des hauteurs H1
f (M

∗(1))∗
R
→ H1

f (M)R de la “suite exacte fondamentale”, quand M est un
motif sur un corps de nombre.

On suppose que α⊗1Fv
est un isomorphisme (il n’y a pas de raison que ce soit toujours

vrai). Alors α⊗ 1Fv
fournit une autre identification

λ : det(RΓS,v(X, (E , E ′, i, j)))−1 ⊗Av
Fv → Fv.

Théorème 2.15. Sous l’hypothèse que α⊗ 1Fv
est un isomorphisme, l’ordre d’annu-

lation de LS((E , E ′, i, j), T ) en 1 est

dimH1
S,v(X, (E , E ′, i, j))⊗Av

Fv = dimH2
S,v(X, (E , E ′, i, j))⊗Av

Fv

et L∗S((E , E ′, i, j), 1) = λ(zetaS,v).
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CHAPITRE 3

Estimées p-adiques pour les valeurs propres de Hecke

Le petit travail [9] (réalisé en 2004 et rédigé récemment) avait pour origine la question
de la réduction modulo p de la correspondance de Langlands sur les corps de fonctions
de caractéristique p. En fait le problème est que la réduction modulo p de l’isomorphisme
de Satake ne fait plus intervenir l’anneau des représentations du groupe dual, mais un
anneau beaucoup plus dégénéré. En revanche l’étude des exposants de p intervenant dans
l’isomorphisme de Satake, qui sont explicités dans [Gro98], donne des estimées sur les
valuations p-adiques des valeurs propres d’opérateurs de Hecke pour les formes auto-
morphes cuspidales sur les corps de fonctions et pour les formes automorphes cuspidales
cohomologiques sur les corps de nombres.

Sur les corps de fonctions, on a des estimées pour les formes automorphes cuspidales
pour tous les groupes réductifs, mais pour GLn grâce à la correspondance de Langlands
établie par Laurent Lafforgue [LLaf02], on obtient la conséquence suivante :

Proposition 3.1. Soit U un ouvert de X, ℓ premier à p, et F un faisceau ℓ-adique
lisse irréductible de rang r sur U (à coefficients dans Qℓ) dont le déterminant est un
caractère d’ordre fini. Soit x ∈ |U |. D’après le (i) du théorème VII.6 (iv) de [LLaf02], les
valeurs propres α1, . . . , αr de Frobx sont dans Q. Soit p une place de Q au-dessus de p et
vp la valuation p-adique, normalisée de telle sorte que vp(q

deg(x)) = 1. Alors, en permutant
les indices pour que vp(α1) ≤ · · · ≤ vp(αr), on a pour tout i ∈ {0, . . . r},

i∑

j=1

vp(αj) ≥
i∑

j=1

2j − r − 1

2
= −i(r − i)

2
(2)

(ces inégalités étant bien sûr des égalités pour i = 0 et i = r).

On peut réexprimer ces inégalités en disant que le polygône de Newton (convexe)
des valuations p-adiques des valeurs propres de Frobx, dont les extrémités sont les points
(i,

∑i
j=1 vp(αj)) pour i = 0, . . . , r, est au-dessus du polygône convexe de pentes− r−1

2
, . . . , r−1

2
,

dont les extrémités sont les points (i,− i(r−i)
2

) pour i = 0, . . . , r.
Les estimées du corollaire 3.1 impliquent celles proposées par Deligne dans le (iv) de

la conjecture (1.2.10) page 155 de [Del80] et celles montrées par Laurent Lafforgue dans
le théorème VII.6 (iv) de [LLaf02].

Sur les corps de nombres on obtient des estimées qui correspondent exactement, par la
correspondance conjecturale entre formes automorphes algébriques et motifs, aux estimées
de Katz-Mazur [Ma72, Maz73]. En fait ces estimées étaient déjà connues (le cas d’un
système local trivial figure dans [Cl94]).
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CHAPITRE 4

Fonctorialité dans le programme de Langlands géomérique

Depuis 2005 je m’intéresse surtout au programme de Langlands géométrique. Je vais
présenter un article en commun avec Sergey Lysenko sur la correspondance theta géomé-
trique, et expliquer mon programme de recherches actuel.

Rappelons d’abord le problème dans le cadre “arithmétique” et sur les corps de fonc-
tions.

Soit X une courbe projective lisse sur Fq, et G un groupe réductif déployé sur Fq. On
rappelle que le groupe dual Ĝ est le groupe réductif défini sur Q dont les poids, racines,
copoids et coracines sont les copoids, coracines, poids et racines de G. Par exemple les
groupes déployés GLn, SO2n+1, Sp2n, SO2n ont pour duaux respectifs GLn, Sp2n, SO2n+1,
SO2n. On note BunG le champ classifiant les G-torseurs sur X (localement triviaux pour
la topologie étale). Soit ℓ un nombre premier distinct de p. En gros on espère associer à
toute représentation continue ρ : π1(X) → Ĝ(Qℓ) une fonction fρ sur BunG(Fq) qui est
propre pour les opérateurs de Hecke avec des valeurs propres déterminées par ρ et dont
le “premier coefficient de Fourier” vaut 1 (condition dite de normalisation de Whittaker)
et obtenir ainsi une base de toutes les fonctions sur BunG(Fq).

Soit H un autre groupe réductif déployé sur Fq et ι : Ĥ → Ĝ un morphisme. Pour toute
représentation continue ρ : π1(X)→ Ĥ(Qℓ) on a ι ◦ ρ : π1(X)→ Ĝ(Qℓ). On rappelle que
fρ et fι◦ρ sont des fonctions sur BunH(Fq) et BunG(Fq) respectivement. On cherche alors
une fonctionK sur BunH(Fq)×BunG(Fq) telle que

∫
BunH(Fq)

K(x, y)fρ(x)dx = fι◦ρ(y) pour

tout ρ : π1(X)→ Ĥ(Qℓ). De façon rigoureuse K doit être compatible avec les opérateurs
de Hecke et la normalisation de Whittaker, comme nous allons le rappeler dans un cadre
géométrique.

En effet on peut chercher un objet F dans la catégorie dérivée D(BunH × BunG,Qℓ)
des faisceaux ℓ-adiques sur BunG, muni d’une action de Frobenius dont la trace soit K
(on ne s’attend pas à ce que F soit pervers).

On fixe un corps algébriquement clos k de caractéristique p > 2 et on suppose que
X est une courbe projective lisse sur k. On garde ℓ un nombre premier différent de p.
Les groupes H et G sont supposés définis sur k. On se donne toujours ι : Ĥ → Ĝ. On
cherche F ∈ D(BunH ×BunG,Qℓ), compatible aux foncteurs de Hecke et à la normalisa-
tion de Whittaker, comme nous allons l’expliquer maintenant. Soit F : D(BunH ,Qℓ) →
D(BunG,Qℓ) le foncteur défini par F (K) = p2,!(F ⊗ p∗1(K)) pour K ∈ D(BunH ,Qℓ), où p1

et p2 sont les projections de BunH × BunG sur BunH et BunG.
Grâce à l’équivalence de Satake géométrique [MV08] pour toute représentation W de

Ĝ on a un foncteur de Hecke HG,W : D(BunG,Qℓ)→ D(BunG×X,Qℓ). Donnons l’exemple
des représentations minuscules de GLn. Pour G = GLn et i ∈ {1, . . . , n}, le foncteur
HGLn,ΛiSt (où St est la représentation standard du groupe dual Ĝ = GLn) est défini
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comme suit. On rappelle que Bunn = BunGLn
est le champ classifiant les fibrés vectoriels

de rang n sur X. Soit Hi
n le champ classifiant les quadruplets (x,M,M ′, β : M ′ →֒ M),

où x ∈ X et M ′,M ∈ Bunn sont tels que M ′ ⊂ M ⊂M ′(x) et que M/M ′ soit de longueur
i. On a un diagramme

Bunn
h←← Hi

n

supp×h→→ X × Bunn
M ← (x,M,M ′, β) 7→ (x,M ′)

et le foncteur HGLn,ΛiSt est défini par la formule

HGLn,ΛiSt(K) = (supp× h→)!h
←∗(K)⊗Qℓ(

(n− i)i
2

)[(n− i)i].

De même toute représentation W de Ĥ détermine un foncteur HH,W : D(BunH ,Qℓ)→
D(BunH ×X,Qℓ).

Soit ψ : Fp → Q
∗
ℓ un caractère non trivial, et Lψ le faisceau d’Artin-Schreier sur A1

associé à ψ. Le foncteur de Whittaker

WhitG : D(BunG,Qℓ)→ D(Speck,Qℓ)

est défini de la façon suivante (voir [Lys02]). Soient T ⊂ B ⊂ G un tore maximal et
un Borel dans G. On choisit un T -torseur FT muni, pour chaque racine simple α̌ de G,
d’un isomorphisme F α̌T ≃ Ω (en notant F α̌T le fibré en droites extension des scalaires de

FT par T
α̌→ Gm). Soit BunFT

N le champ classifiant les B-torseurs FB sur X muni d’un
isomorphisme FB ×B T ≃ FT . On a π : BunFT

N → BunG (qui à FB associe FB ×B G) et
ǫ : BunFT

N → A1 (qui à FB associe la somme sur les racines simples de l’extension de O
par Ω associée à FB, grâce à l’isomorphisme F α̌T ≃ Ω). Soit dN la dimension de BunFT

N

et dG la dimension de BunG. On note P 0
ψ = ǫ∗(Lψ)[dN ]. Alors pour K ∈ D(BunG,Qℓ), on

pose
WhitG(K) = RΓc(BunFT

N , P 0
ψ ⊗ π∗(K))[−dG].

On définit de même WhitH .
A tout Ĝ(Qℓ)-système local E sur X on espère associer AutE ∈ D(BunG,Qℓ) tel que

HG,W (AutE) ≃ AutE ⊠ E pour toute représentation W de Ĝ et WhitG(AutE) = Qℓ. On
cherche un foncteur F : D(BunH ,Qℓ) → D(BunG,Qℓ) tel que pour tout Ĥ(Qℓ)-système
local sur X on ait F (AutE) = Autι∗E où ι∗E est le Ĝ(Qℓ)-système local image de E par ι.
Voici l’énoncé du problème en termes non conjecturaux.

Problème Trouver F ∈ D(BunH ×BunG,Qℓ) tel que le foncteur F : D(BunH ,Qℓ)→
D(BunG,Qℓ) défini par F (K) = p2,!(F⊗p∗1(K)) pour K ∈ D(BunH ,Qℓ) satisfasse les deux
conditions

– pour toute représentation W de Ĝ, on a un isomorphisme de foncteurs F ◦HH,W |
Ĥ
≃

HG,W ◦ F ,
– on a un isomorphisme de foncteurs WhitG ◦ F = WhitH .

1. Correspondance theta géométrique

Dans le cas où
– H = SO2n, G = Sp2n et ι : Ĥ = SO2n → Ĝ = SO2n+1 est l’inclusion évidente
– H = Sp2n, G = SO2n+2 et ι : Ĥ = SO2n+1 → Ĝ = SO2n+2 est l’inclusion évidente
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la correspondance theta géométrique, construite par Sergey Lysenko dans [Lys06] donne
une solution au problème ci-dessus. Sergey Lysenko a montré la compatibilité aux opera-
teurs de Hecke dans [Lys08], en utilisant notre article commun [10]. Bien que le résultat
soit connu au niveau des fonctions la preuve géométrique est très difficile. Sergey Ly-
senko et moi-même montrons la compatibilité à la normalisation de Whittaker dans un
article en préparation [LL08]. Le résultat était aussi connu dans le cas des fonctions et
la géométrisation de la preuve n’est pas difficile.

Pour construire le faisceau theta, il est plus canonique de remplacer BunSp2m
par

BunSpΩ2m
qui désigne le champ classifiant les fibrés M de rang 2m sur X munis d’une

forme alternée non dégénérée Λ2M → Ω (le choix d’une racine carrée de Ω identifie ces

deux champs). On note ˜BunSpΩ2m
la µ2-gerbe au-dessus de BunSpΩ2m

qui classifie les couples
(M,A) avec M ∈ BunSpΩ2m

et A un fibré en droites sur X muni d’un isomorphisme
A2 ≃ det(RΓ(X,M)).

Le produit tensoriel fournit un morphisme BunSO2n
×BunSpΩ2n

→ BunSpΩ
4n2

qui se relève
en un morphisme

α : BunSO2n
× BunSpΩ2n

→ ˜BunSpΩ
4n2
.

De même on a un morphisme

α′ : BunSpΩ2n
× BunSO2n+2 → ˜BunSpΩ

4n(n+1)
.

Alors l’objet F de D(BunSO2n
× BunSpΩ2n

) ou de D(BunSpΩ2n
× BunSO2n+2) qui doit

réaliser la fonctorialité est (à un décalage près) α∗(Aut), respectivement α′∗(Aut), où

Aut ∈ D( ˜BunSpΩ2m
,Qℓ) est le faisceau theta construit par Sergey Lysenko dans [Lys06]

(et m = 2n2, respectivement m = 2n(n+1)). Il est important de noter que Aut est pervers
mais que α∗(Aut) et α′∗(Aut) ne le sont pas (même à un décalage près).

Le but de [10] est de construire une catégorie qui géométrise la représentation de Weil
du groupe métaplectique sur un corps local non-archimédien. Soit x ∈ X et M0 un fi-
bré vectoriel de rang 2m sur le disque formel Dx, voisinage formel de x dans X, muni

d’un forme alternée non dégénérée Λ2M0 → ΩDx
. Soit ˜BunSpΩ2m

x

le champ classifiant les

(M,A, τ) avec (M,A) ∈ ˜BunSpΩ2m
et τ un isomorphisme symplectique de la restriction de

M à Dx vers M0. Dans [10] nous construisons une catégorie abélienne CxWeil qui s’identi-
fie, pour tout choix d’un sous-fibré lagrangien L0 dans M0, à la catégorie des faisceaux
pervers sur L0(Fx) où Fx est le corps des fonctions sur le disque formel épointé D∗x (plus
précisément L0(Fx) est un ind-pro-espace vectoriel et cette catégorie est définie comme
une double limite et en fait nous construisons une catégorie un peu différente, mais nous
donnons tous les ingrédients pour construire CxWeil). Des foncteurs d’entrelacement cano-
niques montrent que cette catégorie CxWeil ne dépend pas du choix de L0 (ces opérateurs
apparaissent dans [Del82] et ont aussi été étudiés par Hadani et Gurevich [HG07] de
façon indépendante). A un problème de µ2-gerbe près CxWeil de dépend que de la restric-
tion de M0 au disque formel épointé et pour cette raison CxWeil est munie d’une action

d’une µ2-gerbe ˜Sp(M0)(Fx) sur le groupe de lacets Sp(M0)(Fx). On a un objet privilégié
Sp(M0)(Ox)-équivariant I0 ∈ CxWeil : si L0 est un lagrangien de M0 sur Dx, I0 s’identifie
au faisceau Qℓ (avec décalage pervers) sur L0(Ox) (en notant Ox l’anneau des fonctions
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sur Dx). On a aussi une catégorie dérivée DxWeil (qui s’identifie, pour L0 lagrangien de M0,
à D(L0(Fx),Qℓ)).

D’autre part nous construisons un foncteur ˜Sp(M0)(Fx)-équivariant Glob : DxWeil →
D( ˜BunSpΩ2m

x

,Qℓ). Soit (M,A, τ) ∈ ˜BunSpΩ2m

x

, L un sous-fibré lagrangien de M sur X,

L0 l’image par τ de la restriction de L à Dx, K ∈ DxWeil = D(L0(Fx),Qℓ). Alors la
restriction au point (M,A, τ) de Glob(K) est en gros RΓc(H

0(X \ {x}, L), i∗(K)) où i
est l’inclusion de H0(X \ {x}, L) dans L0(Fx) (grâce à τ). Enfin nous montrons que dans

l’identification entre les objets de D( ˜BunSpΩ2m
,Qℓ) et les objets Sp(M0)(Ox)-équivariants

de D( ˜BunSpΩ2m

x

,Qℓ), le faisceau theta Aut correspond à Glob(I0).
Soit maintenant m = 4n2 ou m = 4n(n + 1). Pour montrer que la restriction à

BunH × BunG de Aut est compatible aux foncteurs de Hecke, il suffit de montrer un
énoncé similaire dans la catégorie DxWeil associée à M0 ⊗ V0, où M0 et V0 sont des fibrés
symplectiques et orthogonaux sur Dx. En fait Sergey Lysenko montre essentiellement que
la sous-catégorie des objets SO(V0)(Ox)× Sp(M0)(Ox)-équivariants de DxWeil est équiva-
lente à la catégorie des représentations de Ĥ avec les actions évidentes (et donc compatibles
entre elles) des catégories tannakiennes des foncteurs de Hecke pour H et pour G.

2. Programme de recherches actuel

Tout ce qui a été dit précédemment est encore vrai si on remplace le corps k par C et
les faisceaux ℓ-adiques par des D-modules et il semble plus aisé dans ce cadre d’obtenir
de nouveaux cas de fonctorialités (autres que la correspondance theta).

D’abord Beilinson et Drinfeld conjecturent pour tout groupe réductif G sur C une
équivalence de catégories αG entre les catégories dérivées de D-modules on BunG et de
O-modules sur SyslocĜ (champ classifiant les Ĝ-systèmes locaux sur X) et ils conjecturent

que WhitG est le composé D(D-mod(BunG))
αG→ D(SyslocĜ,O)

RΓ→ D(SpecC,O).
Soit H un autre groupe réductif et ι : Ĥ → Ĝ un morphisme. L’image directe

par le morphisme d’extension des scalaires ῑ : SyslocĤ → SyslocĜ est un foncteur ῑ∗ :
D(SyslocĤ ,O)→ D(SyslocĜ,O). Alors

α−1
G ◦ ῑ∗ ◦ αH : D(D-mod(BunH))→ D(D-mod(BunG))

est le foncteur F que l’on cherche. En fait les conjectures générales de Beilinson et Drinfeld
impliquent même l’existence de l’objet F ∈ D(D-mod(BunH×BunG)) que nous voudrions
construire.

On espère réaliser F ∈ D(D-mod(BunH × BunG)) comme l’homologie chirale d’une
algèbre vertex conforme V munie d’un morphisme Vκ1(h) ⊗ Vκ2(g) → V (où Vκ1(h) et
Vκ2(g) sont les algèbres vertex de Kac-Moody de h et g en certains niveaux entiers κ1

et κ2) qui s’intègre en une action de H(O) × G(O), et est compatible avec la structure
conforme de V (voir [FBZ01, BD04] pour la théorie des algèbres vertex et l’homologie
chirale, qui est un foncteur dérivé des coinvariants, eux mêmes duaux des blocs conformes).

Cet espoir est réalisé dans les deux cas du paragraphe précédent, en prenant pour V
l’algèbre vertex de Weyl VWeyl associée à l’espace symplectique M0 ⊗ V0. En particulier
la catégorie des VWeyl-modules s’identifie à la catégorie des modules sur l’algèbre de Weyl
associée à l’espace de Tate symplectique M0⊗V0(Fx) et remplace donc la catégorie CxWeil du

32



paragraphe précédent. La raison est que pour tout sous-espace lagrangien L0 de M0⊗ V0,
l’algèbre de Weyl de M0 ⊗ V0(Fx) s’identifie à l’algèbre des opérateurs différentiels sur
L0(Fx). On voit que la quantification par déformation d’un espace symplectique (réalisée
par son algèbre de Weyl) est canonique alors que sa quantification géométrique dépend du
choix d’un lagrangien et que l’on doit utiliser les opérateurs d’entrelacements canoniques
pour montrer qu’elle est indépendante de ce choix.

Quand H et G sont arbitraires on s’attend à ce que V déforme l’espace des jets d’une
variété symplectique munie d’une action hamiltonienne de H×G, que l’on peut expliciter
(dans le cas de la correspondance theta, cette variété symplectique est M0⊗V0). Comme la
quantification par déformation est plus facile que la quantification géométrique, on espère
arriver plus facilement à de nouveaux cas de fonctorialité dans le cadre des D-modules.

Les compatibilités du foncteur F aux foncteurs de Hecke et à la normalisation de
Whittaker s’expriment par des conditions locales sur V .

Dans le cas où H = SO2n et G = Sp2n, on peut calculer que les niveaux κ1 et κ2 sont
critiques. On s’attend à ce que cela se produise lorsque l’image d’un SL2 principal de Ĥ
est un SL2 principal de Ĝ (car dans ce cas la fonctorialité doit être compatible aux opers
et à la quantification de Hitchin [BD97]).

En arithmétique, d’autres cas de fonctorialité sont obtenus en restreignant à des
paires duales dans SO2n ou des groupes exceptionnels les représentation minimales de
ces groupes. On espère pour ces paires duales construire V comme un quotient de l’al-
gèbre vertex de Kac-Moody du groupe (qui contient la paire duale) en un certain niveau
(cela marche pour SO8). Ce serait un analogue dans le cadre des groupes de lacets des
quotients des algèbres enveloppantes par les idéaux de Joseph (qui quantifient les orbites
coadjointes nilpotentes minimales).

Pour les séries d’Eisentein (avec H un tore maximal de G), le faisceau F que l’on
cherche n’est connu que pour SL2 (par la section 7 de [BG02] ou comme cas particulier
de la correspondance theta de SO2 vers SL2). En général F serait un tout petit peu
différent de la construction de [BG02]. La construction d’une algèbre vertex V dans ce
cas donnerait en même temps l’induction automorphe (dans le cadre des D-modules bien
sûr).

En effet l’homologie chirale donne de façon automatique, pour tout x ∈ X, un foncteur
Glob de la catégorie dérivée des V -modules vers la catégorie dérivée des D-modules sur
BunxH × BunxG (champs classifiant les H-torseurs et les G-torseurs sur X avec structures
de niveau complètes en x), même si H et G sont des schémas en groupes réductifs sur X
formes extérieures de groupes déployés. Cela est totalement différent de la situation en
arithmétique, où il est très difficile de montrer que des représentations sont automorphes
(par exemple on sait que la représentation minimale de PSO8 est automorphe quand
on la construit comme résidu de séries d’Eisentein [Kaz90] mais la construction par
quantification géométrique utilisée dans [KP02] ne semble pas permettre actuellement de
le montrer).
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