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Pour tout groupe localement compact G on note A(G) I'algébre de Fourier
de G, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions de la forme

S g — N, B, b, W € LX(G)

ol A est la représentation réguliére gauche. On munit A(G) du produit point
par point et de la norme

1 la) = g All2 @ 1B |2, | = Gn-

On note MA(G) C C(G) Vespace des multiplicateurs de A(G), muni de
la norme

| fllaraey = sup{ || fRlla), 1Rl a@ < 1}
= sup{||Schur(h) o @) < 1}

Cra(@): 11

ou Schurs(h) est g — f(g)h(g) (dans C}(G) le produit est la convolution,
c’est pourquoi on note le produit point par point Schur(h) au lieu de fh).

Enfin on note MyA(G) C C(G) l'espace des multiplicateurs complétement
bornés de A(G), muni de la norme

I fllaoae) = sup {lISchur(R)|lc= (@), 1hlles @) < 1}

B une G-C*-algebre
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Dans la suite on se trouvera toujours dans le cadre suivant : F' sera un
corps local (qui sera R ou bien un corps local non archimédien, c’est-a-dire
une extension finie de Q, ou de F,((7))), G sera égal a SLs(F') ou Sps(F),
K sera un sous-groupe compact maximal de G, B sera un sous-groupe de
Borel de G et N le radical unipotent de B (par exemple pour SL3, B sera
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et N le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures unipotentes). Dans toute la suite on fera
I’hypothése
(H) : si F est non archimédien et G = Spy(F'), la caractéristique résiduelle
p de F' est impaire.

Comme B est moyennable les normes ||.||a,a(5), ||-[lama) et ||.]laa) sur
C.(B) sont égales, et il en va de méme pour N. Pour toute fonction K-
biinvariante f € C.(G), on a

I fllasoacey = 1fllacaey = 1 flBllay = | fInllacv- (1)

En effet comme G = KB, les deux égalités résultent de la proposition 1.6
de [CHS89], et la derniére inégalité est évidente (on verra plus loin qu’elle peut
étre stricte).

Proposition 0.1. On ne peut pas approcher 1 (pour la topologie de la conver-
gence sur les compacts) par une suite de fonctions de C.(G) bornées unifor-
mément pour ||.|| v ac) -

Pour F' = R la proposition 0.1 est montrée dans [Haa86]. On renvoie aussi
a [Dor93] ou des résultas de |[Haa86] sont généralisés et aux articles [CH85,
CDSWO05, CH89] qui sont reliés a ce probléme.

Pour F' non archimédien, on montre la proposition 0.1 dans cet article.
On note que dans le cas ou G = SL3(F') la proposition 0.1 résulte aussi de
la propriété (T) renforcée |Laf08].

La méthode de la preuve de la proposition 0.1 pour F' = R dans [Haa86],
qui est aussi notre méthode dans cet article pour F' non archimédien, consiste
a se ramener a la proposition suivante.

Proposition 0.2. On ne peut pas approcher 1 (pour la topologie de la conver-
gence sur les compacts) par une suite f, de fonctions K-biinvariantes de
Ce(G) telles que || fo|n|lavy soit borné indépendamment de n.

Cette proposition est montrée dans [Haa86| pour F' = R et dans cet article
pour F' non archimédien.
Démonstration de la proposition 0.1 en admettant la proposition 0.2.
En moyennant a gauche et a droite par K on voit qu’il suffit de montrer qu’on



ne peut pas approcher 1 par une suite de fonctions K-biinvariantes de C.(G)
bornées uniformément pour ||.||a,a(c)- On applique alors (1). O

Remarque. La preuve de la propriété (T) renforcée [Laf08, Laf09] ne permet
pas de montrer la proposition 0.2. Ce qu’elle montre de facon naturelle est
la proposition analogue & 0.2 obtenue en remplacant N par B, comme on le
verra a la fin de 'introduction du paragraphe 1.

Pour F' =R, la preuve de la proposition 0.2 donnée dans [Haa86| repose
sur les deux lemmes suivants.

Lemme 0.3. (Haagerup) Soit f € C.(SL3(R)) une fonction biinvariante par
K = SO5(R). Alors

1 = O 72
‘ [0 o) ot < iyl
weR\0 0 1

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du lemme E de [Haa86],

qui est plus général car il concerne toutes les fonctions SO (R)-biinvariantes
sur SLy(R) x R2. O

Lemme 0.4. (Haagerup) Soit f € C.(Sps(R)) une fonction bitnvariante par
le sous-groupe compact mazimal K = Spy(R) N SO4(R). Alors

L.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du résultat analogue au
lemme E pour Spy, qui apparait dans [Haa86| a l'intérieur d’une démons-

tration et qui est plus général car il concerne toutes les fonctions SOz (R)-
biinvariantes sur SLy(R) x Sym?(R?). O]

2
T, _
(1+ =)™ 2da| < 4| flw acv).

_ o O O

0
x
1
0

o O O
OO = O

Pour les deux lemmes précédents on renvoie aussi & [Dor93].
On va réécrire les lemmes 0.3 et 0.4 sous une forme équivalente qui est
plus adaptée a la comparaison avec le cas non archimédien. Pour x € R7

et a €]1,00[ on a (é T) € SOy(R) (g a01) SO5(R) si et seulement si

x = a—a""etalors (14+2)1/2 = <90 Qon (14+2)~1/2dr = 2% =242,

Les lemmes 0.3 et 0.4 sont donc équivalents aux deux lemmes suivants.



Lemme 0.5. (Haagerup) Soit f € C.(SL3(R)) une fonction biinvariante par
K = SO5(R). Alors

a 0 O
d
/ flo1 o |X
a€]l,00( 00 -1 a

a

< 7l flnllavy-

Lemme 0.6. (Haagerup) Soit f € C.(Sps(R)) une fonction bitnvariante par
le sous-groupe compact mazimal K = Spy(R) N SO4(R). Alors

a 00 O
010 0 |da
/] [f 001 0] a Sﬂ—||]C|N||A(N).
a€|l,00
0 00 at

Le but de cet article est de montrer des résultats analogues aux lemmes 0.5
et 0.6 dans le cas ou F est non archimédien. On renvoie aux introductions
des paragraphes 1 et 2 pour I’énoncé de ces résultats, en donnant seulement
ici quelques commentaires.

Gréace au fait que les calculs sont plus simples dans le cas non archimédien,
on obtient en fait des estimées plus complétes. Il apparait une différence
surprenante entre le cas de S_L3 et celui de Spy :

— pour SLs, le lemme analogue au lemme 0.5 pour F' non archimé-
dien est essentiellement optimal car il existe une suite de fonctions
K-biinvariantes f,, € C.(G) telle que f,, soit égale & 1 sur la boule de
rayon n (pour une longueur naturelle sur G) et que || f|n || a(v) croisse
linéairement en n (donc a la méme vitesse que le membre de gauche
de l'inégalité du lemme 0.5) et les normes || f,|n|lav) et || fulBllas)
se comportent de fagon trés différentes car la propriété (T) renfor-
cée implique que pour une telle suite f,, ||fu|p|las) croit au moins
exponentiellement en n,

— pour Spy, on a un énoncé beaucoup plus fort que le résultat analogue
au lemme 0.6 pour F' non archimédien et en particulier pour toute
suite de fonctions K-biinvariantes f,, € C.(G) telle que f,, soit égale a
1 sur la boule de rayon n, la suite || f,|n]|a(v) croit au moins exponen-
tiellement (donc a le méme comportement qualitatif que || f,|5||a(B))-

On ne sait pas si des résultats analogues aux résultats complémentaires
qu’on a obtenus pour F' non archimédien sont vrais pour F' = R.

Les résultats de [Haa86| sont plus généraux que les lemmes 0.3 et 0.4 car
ils concernent toutes les fonctions SOo(R)-biinvariantes sur SLy(R) x R? et
SLy(R) x Sym?(IR?) et Dorofaeff [Dor93| a étendu ces résultats a SLy(R) x
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Sym™(R?) pour tout n. On ne sait pas si I'analogue non-archimédien de ces
résultats est vrai.

Les résultats de cet article figuraient dans le texte non publié [Lafl0b],
datant de 2010. Depuis, Benben Liao a obtenu des améliorations importantes
des démonstrations du second paragraphe consacré a Sp,, avec de meilleures
estimées (de plus il les a considérées dans une situation discrétisée qui est
bien plus intéressante du point de vue de la conjecture de Baum-Connes). Ces
arguments constituent la preuve de la proposition 3.2 de [Lial4|, a laquelle
nous nous référerons donc pour les démonstrations dans le cas de Spy.

Je remercie Claire Anantharaman pour m’avoir fourni le preprint non
publié de Haagerup. Je remercie Jean-Philippe Anker, Maria Gomez, Benben
Liao, Mikael de la Salle et Georges Skandalis pour de nombreuses discussions.

1 Le casde SL3

Soit F' un corps local non archimédien, O son anneau d’entiers et 7 une
uniformisante de O. Soit F le corps résiduel de F'. On note ¢ le cardinal de
Soit A = {(4,7) € N?,4 — 5 = 0 modulo 3}. Pour (7,7) € A on note

. G+t 0 0

i+2j .

D(i,j)=m 3 0 74 0] ed
0 1

L’application qui & (7,7) € A associe K D(i,j)K induit une bijection entre
A et K\G/K. On note B le sous-groupe de Borel de G (formé des matrices
triangulaires supérieures). On introduit deux sous-groupes fermés de B :

1 =z =z
Nz{ 01y ,x,y,zeF}
0 0 1

™ x oz
et H:{ 0 ﬂ-j Y ,fL‘,y,ZGF,Z,j,keZ,l+]+k:0}
0 0 xF

Pour une matrice A = (ay;) on note || A|| = max(|a|). Alors pour A € G,

2i+j

A€ KD(i,j)K si et seulement si ||A|| =q 3

i+2j5

et [AT =g . (2)

L’analogue non archimédien du lemme 0.5 est ’énoncé suivant.



Lemme 1.1. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

1> F(DGL )| < 18]l ay- (3)

€N

D’aprés les arguments qui figurent a la fin de la preuve du théoréme 1 pour
SL3(R) dans [Haa86| (ou dans le paragraphe 12 de [Dor93|), le lemme 1.1
implique que I'on ne peut pas approcher 1 par des fonctions K-biinvariantes
[ € C.(G) telles que || f|n|lacv) reste bornée (I’argument consiste & mettre f
au carré et a appliquer le lemme de Fatou au membre de gauche de (3), mais
en fait il est encore plus simple d’appliquer le lemme 1.2 ci-dessous).

La démonstration du lemme 1.1 sera donnée dans le paragraphe 1.3. Elle
fournira en fait ’estimée un peu plus forte du lemme suivant.

Lemme 1.2. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

S il f(D(,0) — F(DG+ Lo+ 1)] < 12/ flnlla)-

1EN*

Le lemme suivant, dont la démonstration sera donnée dans le paragraphe
1.4, fournit, pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G), des estimées
sur la variation de (i,j) — f(D(i,7)) en fonction de || f|n]lan), qui sont
différentes de celles des lemmes 1.1 et 1.2.

Lemme 1.3. [l existe une constante C' telle que pour toute fonction K-
bitnvariante f € C.(G),

[F(D) = F(DG+ 2.5 = D))| < C¢F | fwllay) pour i< (4)
et |f(D(i.5) = f(D(i—1,j+2)| < Cq' || fInllaw) pour i>j. (5)

Le dessin ci-dessous illustre les estimées du lemme. On a dessiné la chambre
de Weyl, paramétrée par (i,j) € R%r et A est l'intersection du réseau entier
{(i,7) € Z*,i = j mod 3} avec la chambre de Weyl. La droite i = j est la
bissectrice de ’angle a 'origine. Le lemme permet de comparer les valeurs de
f en deux points voisins sur un segment comme xy ou xz mais ces estimées
deviennent banales quand on se rapproche de x. Géométriquement y et z
sont les pieds des perpendiculaires abaissées depuis = sur les droites 1 = 0 et
7 =0.



Les estimées du lemme 1.3 montrent que si 'on cherche une suite de
fonctions K-biinvariantes f, € C.(G) telle que f,(D(i,j)) = 1 pour i < n
et 7 < n et que || fu|n|lavy soit majoré par un polynoéme en n, pour tout
n la fonction (i,7) — f.(D(i,7)) doit étre & peu prés constante le long des
segments notés xy et xz sur la figure précédente. Le candidat le plus naturel
pour une telle suite de fonctions est xp,, ol B, est défini comme ci-dessous,
et caractérisé par le fait que xp,(D(i,j)) vaut 1 exactement quand (i, )
appartient au quadrilatére délimité par l'origine et zyz dans la figure ci-
dessus en prenant ’échelle telle que x = (n,n). Le lemme suivant montre que
ce candidat convient et qu’il existe donc une telle suite de fonctions f,.

Soit ¢ la longueur sur G' définie par

L 9: 91

E(k:D(i,j)k:’) — max (L2221,
3 3

pour k, k' € K et (i,5) € A. Autrement dit pour A € G, on a ¢‘™ =

max([|A||, |A7|). Pour n € N, soit B, = {g € G,{(g) < n}.

Lemme 1.4. Pour tout n € N, ||xB,|n|laov) < 2n+ 1.

Ce lemme montre que le lemme 1.1 est optimal (& la constante prés). En
effet pour f = xp,, le membre de gauche de (3) vaut n + 1 alors que le
membre de droite est < 13(2n + 1).

Remarque. On a déja dit que le choix de B,, est dicté par les estimées du
lemme 1.3. Par exemple le lemme 1.3 montre que si dans la définition de B,



on remplagait la longueur ¢ par la longueur kD(i, j)k' — i + j, I’énoncé du
lemme 1.4 ne serait plus vrai.

La propriété renforcée implique que ||xp, ||| a(s) croit exponentiellement
en n. En fait la propriété renforcée implique le lemme suivant, qui résulte
de [Laf08, Lafl0a|, mais dont nous rappellerons la démonstration sous une
forme qui rend plus facile la comparaison avec le résultat de Haagerup.

Lemme 1.5. [l existe une constante C' telle que pour toute fonction K-
bitnvariante f € C.(G),

[F(D.) = F(DG + 2.5 = D)| < Cq | flulla pour =1 (6)
et [F(DG. ) = (D= 1,5+ 2)| < Ca 3 |[flullagny pour i1 (T

~—

Comme H est un sous-groupe fermé de B on a bien str || f|gl|acm
1f|5lla)- En fait on a égalité, et |[f|ullacn = |Iflsllam = [Iflma)
| fllmoae) car H et B sont moyennables, G = KH = KB et d’apres la
proposition 1.6 de [CH89].

Le lemme permet de comparer les valeurs de f(D(i,j)) en deux points
voisins sur les segments yy’ et zz' de la figure ci-dessous (et pas seulement
sur les segments xy et zz comme dans le lemme 1.3), les estimées devenant
banales quand on se rapproche de y’ ou de 2. On voit que l'estimée du
lemme 1.5 reste non triviale pour ¢ = j alors que celle du lemme 1.3 devient
banale quand on s’approche de la bissectrice i = j.

A

1 =0

Comme dans [Laf08, Laf10a] on montre en zigzaguant le corollaire suivant.



Corollaire 1.6. [l existe une constante C telle que pour toute fonction K-
bitnvariante f € C.(G),

2i+j i+2j
9

|F(D@i, )| < Cq~ 5| flll aca.
0J

La figure ci-dessous illustre 'argument de zigzag en partant d’un point
arbitraire.

En appliquant le corollaire 1.6 & la fonction y g, du lemme 1.4 on voit que
\xB.|# | ac) et [ xB,|n|lacv) se comportent trés différemment quand n tend
vers l'infini puisque le premier croit exponentiellement et le second polyno-
mialement. En particulier xp, ne vérifierait pas les estimées du lemme 1.5
si on remplacait ||x g, |#|lac) par || xs,|nllawy- Donc il n’y a pas d’implica-
tion logique entre les estimées des lemmes 1.5 et 1.3. De méme il n’y pas
d’implication logique entre I'estimée du corollaire 1.6 et celle des lemmes 1.1
et 1.2, et 'estimée du corollaire 1.6 ne serait plus vraie si on le remplacait

| flellac par || fn|lagv)-

1.1 Rappels sur la transformation de Fourier

Pour z € F on note |z| = ¢" si x € 77"O* et |z| = 0 si x = 0. On munit
F' de la mesure de Haar telle que [, da =1. Pour A € Fona [, da= |\,
ce qui justifie la normalisation de |.| par |7| = ¢!

On fixe un caractére ¢ : F//O — C* non trivial sur 7 10/O.

La transformation de Fourier est l'isométrie

FLA(F) = LX(F), frs (fr—> /meF@z}(gx)f(x)dx).



On note que F(xo) = Xo, de sorte que o joue le méme role qu'une
gaussienne pour la transformation de Fourier réelle.

Plus généralement pour tout A € F* on a F(xxo0) = |A\|xa-10, ce que 'on
peut exprimer aussi en disant que F envoie |/\|_% X200, qui est de norme 1
dans L2(F), sur [\|2xa-10 (qui est également de norme 1 dans L2(F)).

Enfin F est essentiellement involutive, au sens ou F o F envoie f sur
x— f(—x).

1.2 Rappels sur la formule de Plancherel pour N

Dans tout ce texte on note H = L*(F). Pour tout A € F* on définit la
représentation irréductible py : N — U(H) telle que pour a,b,c € F, f € H

1 a c
pa |0 1 b)(f)
0 0 1
soit la fonction
xz— f(x + a)(bAz)(Ae).

On note C2°(N) l'espace des fonctions localement constantes a support com-
pact sur N et a valeurs complexes (une telle fonction ne prend donc qu’un
nombre fini de valeurs). Pour h € C2°(N) on a donc

() () (@) = / blabo)f(r -+ a)(bA)(e)dadbde

(’abus de notation h(a,b,c) sera systématique). On vérifie facilement que
pa(h) est un opérateur de rang fini.

On sait que les représentations unitaires du groupe moyennable N sont
les py, ainsi que des caractéres dans I’adhérence de p) quand A tend vers 0.
Pour h € C2°(N) on a donc

15

Coa®) = SUP [I2(R) [ 200 (8)

La formule de Plancherel pour N est donnée par le lemme suivant (qui
est bien connu).

Lemme 1.7. Pour h € C2°(N), on a

A2, = / AR 125dA (9)
e F*

ot ||.||ms est la norme de Hilbert-Schmidt, c’est-a-dire la norme dans H Q@ H*
et d\ est comme précédemment la mesure de Haar sur I telle que fo dix = 1.
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Démonstration. Soit h € C°(N) et A € F*. Alors py(h) est un opérateur
de rang fini donné par le noyau

K(z,y) = /b ; h(a,b, c)(bAx)(Ac)dbde on a =y — .

On a donc

IR s = / K (2, y)Pdady

z,yel

2
- / ‘ / h(a, b, ) (bAz)b(Ae)dbde| drda
r,a€F b,ceF

grace au changement de variable y = x + a. Donc

| e s
AEF™

2
— / |)\|’ / h(a, b,c)w(bAa;);Z)()\c)dbdc‘ drdad).
z,a€F I \€F* b,ce F

On applique maintenant le changement de variables £ = Azx. Comme dz =
|A|dz et comme {0} C F est de mesure nulle, on obtient

2
dzdad.

[ mwisn= [ | [ wengvenpodae
AEF™* zZ,a,\eF b,ceF

Or pour tout @ € F on a

2
/ ‘ / h(a, b, ) (bi)p(Ac)dbde| did\ = / yh(a, b, c)|2dbdc
T, EF b,ceF b,ceF

car la transformation de Fourier est une isométrie. O

Il résulte de la formule de Plancherel pour N que pour h € C2°(N) on a

Illsac) = [ = llar = [

NS

B0

En effet les trois premiéres normes sont égales parce que N est moyennable
et la derniére égalité a lieu car la troisiéme norme est la norme duale de (8)
par rapport a (9).
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1.3 Preuve des lemmes 1.1 et 1.2.

Pour tout n € N, on note

= (a7 ixwo(a)xwwo(b)) (07X mm0(0)) € C(N)

hy = (q’" imm(@%wm(@) (q*”xw—n—zﬂ—no(C)) € CX(N)

_ / "
et on pose h, = h, —h;.
Le lemme suivant nous servira a plusieurs reprises.

Lemme 1.8. Soit A = . Alors

o O
O = Q
— SO

|A]| = max(|al, b, [c]) et [|A7"[| = max(al, [b], |c - ab]).
De plus

A€ KD(i,5)K si et seulement si

2i+j i+2j

max(|a|, |b|a |C|) = qT et maX(|a|a |b|7 |C - Cl,b|) =q 3 .

Démonstration. La premiére assertion vient du fait que

1 —a ab—c
At=10 1 —b (10)
0 O 1
et la deuxiéme assertion résulte alors de (2). O

Sous-lemme 1.9. Pour tout n, h!, est supportée par NNKD(n+1,n+1)K
et h!” est supportée par NN KD(n+2,n+2)K.

Démonstration. Cela résulte du lemme 1.8. En effet pour a,b € 77O tels
que ab € 7 "O et pour ¢ dans 7" 1O* ou 7" 20* on a ||A| = |c| et
|A7Y| = || car |c — ab] = |c|. O

Les deux sous-lemmes suivants serviront a estimer la norme d’opérateur
de combinaisons des h,,.

Sous-lemme 1.10. Pour m € Z et A € 7 O*, on a

[ 400 (47N rrv0(6) = 47w st n0(0))de =0 (1)

12



sim¢e{n,n+1} et

<2 (12)

‘ /Fw(kc) (q_an*nflJrﬂfn@(c) — q_an*"*Zano(C))dc

sim € {n,n+ 1}. O

Sous-lemme 1.11. Pour tout n € N, m € {n,n+ 1} et A € 7O,

L(H)

[£ = (e ( / (o Z Xrs0(@) X ri0(0) ) [ (@ + @) (bAx)dadb ) ) |

<3.

Démonstration. Soit n € N, ¢ € {0,1}, m = n+ e et A € 7"O*. Pour
j €40,...,n} on note

a

T, f e (I - ( / - 0" Xri0(@) Xnniio(B) f (2 + a)zﬁ(b)w)dadb))

de sorte que l'inégalité du sous-lemme est

n
H ZTEJ
j=0

< 3. 13
L(H) ( )

On a
/ Xn-n+io(D)Y(bA)db = " Xan-io(Ax) = ¢ Xp-i-z0().
beF

T57jifl—><xl—></

acen—I0O

Donc
G im0 () f(z + a)da))'

L’idée de (13) est que les T, ; pour j = 0, ...,n sont les projections orthogo-
nales sur les espaces de fonctions sur 777°0/7770, et que ces espaces sont
a peu prés orthogonaux entre eux.

Soit o : F/O — F une section de la projection F' — F/O, telle que
o(0) = 0 (le choix de o n’a aucune importance). Pour i € Z,b € F/O et pour
¢ un caractére non trivial de O/7O = F (vu comme fonction sur O prolongée
par 0 a F') on introduit

fiep:x— g 2¢(r'z — o(b))
de sorte que cette fonction est a support dans 7—(b + O). Alors
(fié,b)iez,geF\{O},beF/o
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est une base orthonormale de H = L?*(F). On a par exemple, pour j € Z,
_i i o~ s
4 Xn10 =02 Y 4 (@Xns-t410 = Xn-it0) = ) a2 D [iseeo
=1 (=1 ¢ef\{o}
"

1Tt
car D ccpqoy Si+0c0 =4 2 (@Xa-i-t+10 = Xa-it0).
OnaT.;(fiep) =0saufsii>jetb=0,et

. . i = _izj4t
pour i > j, Toi(fico) =4 2Xr-io = Zq 2 Z fi+eg 0,
t=1 ¢’ef\{0}

pour i =j+1, T1;(fieo) = fico,

. . —i _izg—1+4¢
pour i > j+1, T1;(fico) =4 2Xni10 = Z qg 2 Z fi+14e80-
=1 ¢’efr\{o}

On en déduit

Dot

I
—_
+

: 1—q 1
<14(q—=1 (g  +q %+ .. =24¢2<3.
o = (=g +q ) - g z<

Sous-lemme 1.12. Pour toute suite (a,)nen G sSupport fini on a
| Zan .

Démonstration. Par (8) on a

Hzanh [l Cx (N) = SUP 12X Zan n HL

neN neN

< 12max|ay|.
neN

red )

Soit m € Z et A € ™ O*. D’aprés 'égalité (11) du sous-lemme 1.10 on a
Zan n am 1hm 1 +amhm)
neN

Enfin d’aprés l'inégalité (12) du sous-lemme 1.10 et le sous-lemme 1.11,
A1)l ry < 6 et floa(hum) £y < 6. U
Pour f,h € C*(N) on a

| [ < Wl

C:ed (N)

14



Soit f € C.(G) une fonction K-biinvariante. D’apreés le sous-lemme 1.9, pour
n €N,

/Nf|Nhn =(n+1)(f(D(n+1,n+1)) — f(D(n+2,n+2))). (15)

Il résulte du sous-lemme 1.12 et de (14) et (15) que pour toute suite
(@n)nen & support fini, et pour f comme ci-dessus, on a

|3+ D (F(D(n+ 1,0+ 1) = F(D(n+ 2,0 +2)))]

neN
< 12(maxe oo )/l Lo 1o

Démonstration du lemme 1.1. Soit f € C.(G) une fonction K-biinvariante.
Soit m assez grand pour que f(D(i,i)) = 0 pour i > m. On applique (16)
a la suite (a,) donnée par a, = 1 pour n < m et a, = 0 pour n > m. Par
ailleurs on a évidemment | f(D(0,0))] < || f|n]lacvy- O]
Démonstration du lemme 1.2. Pour n € N*; on applique (16) a la suite
(a;) donnée par

DG +1i41)) = f(D(i+ 2,1+ 2))

F(DG+ 1, 1))~ f(D(i+ 2,0 +2))
pour i <net f(D(i+1,i+1)) # f(D(i+2,i+2)), et a; = 0 sinon, puis on
fait tendre n vers ’infini. O

Q;

Remarque 1.13. On aurait pu déduire le lemme 1.1 du lemme 1.2. En fait
le lemme 1.2 est la meilleure estimée que l'on peut déduire de (16).

1.4 Démonstration du lemme 1.3.

L’estimée (5) se déduit de l'estimée (4) par 'automorphisme

00 1 00 1
G:A— |0 1 0]'AT10 1 0 (17)
100 100

de G qui préserve K et N. En effet 0(D(i,5)) = D(j,). Il suffit donc de
montrer (4). Comme |f(D(i,7))| < || fInllawv) il suffit de montrer (4) pour
i < j—6, ce que l'on fait maintenant. Soit donc (4, j) € A vérifiant i < j — 6.
On pose v = 27’% —1 €N, et on note o, 5 € N tels que « — 5 € {0,1} et
a+5:%—2. On a donc

f+l1<a+l<~vy+1l<y+2<a+p+2 (18)

On vérifie que pour a € 7=*710*, b € 7771 O*

15



— pour c € 777 1O* on a

€ KD(i,j)K

o O =
O~ Q2
>

— pour ¢ € 7 7720* on a

1 a c
01 b EKD(i+2,j—1)K
0 0 1

Cela résulte du lemme 1.8 car

T

et max(|al, [b], |c — ab]) = ¢"*** = ¢

max(|al, [b], |c]) = ¢

i+235
3

dans le cas ot ¢ € T 71O et

masx(Jal, Bl ef) = ¢7*2 = g5

et max(|al,|b|,|c — ab|) = ¢**P+? = qwmg&
dans le cas oil ¢ € 720",
Soit maintenant

h' = qiaiﬁi’YXw—a—lJﬂr—“O(CL)XW*B*lﬂr*ﬁO(b)XTr—W—lJrTr—WO (C)7

}//::q_a_ﬁ_WXﬁfa*1+ﬂ*aO(a)Xw*B*1+W*BO(b)XW*7*2+W*WO(C)

et h =h' — h”. D’aprés ce qui précede, h' est supporté par K D(i, j)K et h”
est supporté par K D(i+2, j—1)K. Donc pour toute fonction K-biinvariante
f € C.G), on a

QAfwhzﬂD@ﬂ%—ﬂD@—Lj+%)

D’aprés (14), et comme % =v—a—[—1,lelemme 1.3 est donc impliqué
par le lemme suivant.

Lemme 1.14. [l existe C' tel que pour «, 3,y € N wvérifiant max(c, ) <
vy<a+pB,ona

y—a—8

Al vy < Cq 2

Le sous-lemme suivant reprend le sous-lemme 1.10 avec des notations
différentes.

16



Sous-lemme 1.15. Pour m € Z et A € 7 O*, on a

/F Y(Ac) (q‘”xfw—wﬂo(c) — q‘”xrwﬂmo(c))dc =0
sim & {y,v+1} et

‘ /F Y(Ae) (q_WXﬂ*“/*l—Hr*“/O(C) — q”xﬁfzﬂfm(c))dc‘ <2

sim € {v,y+1}. O
On note
Ty: fes (:c o (q*a*ﬁ / fla+ a)zb(be)dadb))
aEr—a—lyg—aQ ber—P-147=B0O

Sous-lemme 1.16. I] existe C' tel que pour o, B, € N vérifiant max( ,B) <
v <a+ B, pourm e {y,y+ 1} et X € 7O, on a ||Tx||zen) < Cq2 =2

Démonstration. On vérifie facilement que 7} a la méme norme que l'opé-
rateur

Ty : f— <:L' > <q_a_/3 /67T s flx+ a)¢(b)\x)dadb>>

a

qui est aussi égal a

Ty : f— (m — (q_a /aen—ao flz+ a)xﬂefmo(x)da>>.

Comme 3 —m > — (y+1) > —a, on voit que cet opérateur est de rang 1,
égal a
—a— ﬁer L a
5 F N o) el
et sa norme est donc égale a ¢~ apim . meshrl .

Démonstration du lemme 1.14. Le lemme résulte de (8) et des sous-
lemmes 1.15 et 1.16. 0J

1.5 Démonstration du lemme 1.4

Le lemme 1.8 montre que

a
B, NN = ( 1 ,a€em "Oben "O,cenm O, (c—ab) € ﬂ‘"@}
0
1
0
0

c

b

1
a
1 ,aenm "Oben "O,abe "0, c € W"O}.
0

— SO

17



I lvllaon = [\ loaCx )
M= e w4
Soit A € F™*. Alors, pour f € H,

(el = ([

cen—nO

(a: — / flz+ aW(be)dadb).
aen—"O,ber—O,abem O

Ona [ _ _.,¥(Ac)de = q"Xxmo()). Do

w(/\c)dc)

mmmmmzw/ Al

AermO\{0}

Hfb—> <xl—>/ f(x+a)1p(b)\a:)dadb>‘ _dh (19)
er—nOben—O,aberm O HOH*

a

On va montrer que m > n et A € 7O* on a

. <q"(2n+1).

H F (x — / e f(x+a)¢(b/\x)dadb)‘ﬂ®w
(20)

a

On voit déja que (20) implique le lemme 1.4. En effet, grace a (19) et a
(20), et comme le volume de 7" O* est (1 — ¢ ')g™™, on a

x5, [Nllag) < " Z/ .. IAlg™(2n + 1)dA
Aeq™m

m>n

=Y (1—g g ™2n+1)=2n+1.

m>n

Il reste donc & montrer (20). Soit m > n et A € 7#"O*. Grace a la
décomposition en réunion disjointe

{(a,b) € (*"0)%,ab € "0} = (O x 7" O) U J(x 70" x 7" 0)
=1

18



et comme 77O* = 77O\ 77O, on a

(£ (2 / e @) (be)dadb) )

=Tox+ Z(TJI,\ - 1T7,)

J=1

o Tox: frs (g; o / f(x+a)1/)(b/\x)dadb>

acO0,benr—n0O

T i f e <x o / fla+ a)w(b)\x)dadb>
en—i0ber—ntiO

et T]{f/\:f»—><x»—>/
Comme [,_ ;0 ¥(0AT)db = ¢" 7/ Xpn-m-io(2) on a

Tor(f) =4q" <x — /aEO flx+ a)anfmo(x)da>
TiA(f) =q"" (x = /a e

ot Th(H=a" (e [

acn—It10O

Fla+ a)w(bkx)dadb).

en—Iitl0ber—nti©O

[ (@ + a)Xen-n-so(w)da)

[(@ + @)xernso(w)da).

L’opérateur Ty, est de rang ¢™ ™", et on peut le considérer comme égal a
TO,/\‘  =q"
HOH*
L’opérateur TJ’ ) est de rang ¢™", et on peut le considérer comme égal a
!
Tj

)

andEQ(ﬂ.n—mO/O) s donc ‘

— M

andEQ(ﬂ-nfmij/ﬂ-ij), donc ’ .
HRH*
m—n+1

L’opérateur TJ{’ \, est de rang ¢ , et on peut le considérer comme égal

— M

HOH*

3 qnflldéz(ﬂ.n—m—jo/ﬂ.—j-q-lo), donc T;’)\

On a donc

Tor+ ST, =T H < (2n +1)¢",
H 0,A JZ1( JA ],)\) o <(2n )q

et l'inégalité (20) en résulte. Ceci termine la preuve du lemme 1.4.

1.6 Démonstration du lemme 1.5

Pour montrer le lemme 1.5, on commence par un calcul dans N. Pour
n € N on définit

hn = ¢ "Xz-ro(a)Xo(b)Xx-10(c)t(—c) € CZ(N).
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Lemme 1.17. On a ||h,|

Cr (N) = g
Démonstration. On a chﬂ’_lO (—c)(Ae)de = g pour A € 14+ 7O et cette

(
intégrale vaut 0 sinon. Donc py(h,) = 0 pour A € 1+ 70O, et pour A € 1+ 70O
on a

(o)D) @) = | e+ a)(\ba)dadb

aen—"0,beO
—¢" [ fa+ ao(eda
aen— O

donc py(hy,) est Iopérateur ¢'=2|xo)(q™ % Xr—rol, qui est de norme ¢'~2. O

Démonstration du lemme 1.5. L’estimée (7) résulte de 'estimée (6) par

I'automorphisme (17), comme dans la preuve du lemme 1.3. On montre (6).
Soit (7,7) € A avec j > 1. On pose

o 73 0 0
D'(i,j)=x3 0 1 0 e

On a bien str KD'(i,j)K = KD(i, j) K. On considére
hij = hjeprz) € CF(H).

Autrement dit en notant

A= 10 1 b)) Dig) == L tb) el (2)
0 O 1 0 0 *(Z+])

on a

hi; =q™ e i W(—c)dadbde € C°(H).
) A C
a€n—I0,beO,cen—10

a,b,c

Il résulte du lemme 1.17 que

i glles, n < a2 (22)
On calcule
. 1 —a ab—c
(AZ ) =DG T o 1 —b
0 0 1
7 —7la w(ab—c)
_ 1425
0 0 it
Pour a € 770,b € O,c € 7710 on a ||A7 || = ¢°3" max(L|c]) et

comme j > 1on a H(AZJbC)_IH = ¢"5". Donc d’aprés (2),
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—siceOona A;jbc € KD(i,))K,
— sicen'O*ona AV € KD(i+2,j—1K.

a,b,c
Donc pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G), on a

/H flirhis = F(D(i.3)) — F(D(i +2,j — 1)) (24)

puisque fcerlo* ¥(c)de = —1. Enfin

‘/ flahij
H

Le lemme 1.5 résulte de (22), (24) et (25). O

< || flzllac Rl

Cr (H)- (25)

2 Le cas de Spy

Dans [Lial4|, Benben Liao a beaucoup amélioré les démonstrations et
certaines estimées qui figuraient dans le second paragraphe de l’ancienne
version de ce texte |LaflOb|. Nous nous contentons donc ici d’énoncer les
résultats et renvoyons a |Lial4| pour les démonstrations.

Soit F' un corps local non archimédien, O son anneau d’entiers et 7 une
uniformisante de O. Soit [F le corps résiduel de F. On note ¢ le cardinal de
FF. On suppose que ¢ est impair.

Soit G = Sps(F) et K = Spy(O). Plus précisément on note (e1, e, €3, €4)
la base canonique de F** et on munit F* de la forme symplectique w telle que
w(er,eq) =1, w(eg,e3) =1 et w(e;,e;) =0 pour i + j # 5.

Soit A = {(4,7) € N?,5 > j}. Pour (i,7) € A on note

= 0 0 0

o 0O 7«7 0 0
D(Z7J): 0 0 7Tj 0 EG

0 O 0 =

L’application qui a (i,j) € A associe K D(i,7)K induit une bijection entre A
et K\G/K.

On rappelle que pour une matrice A = (ay;) on note ||A|| = max(|ag]).
Alors pour A € G,

A€ KD(i,7j)K si et seulement si ||Al| = ¢" et ||A2A]| = ¢, (26)
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On note B le sous-groupe de Borel de G (formé des matrices triangulaires
supérieures) et

1 x =z w

N:{ 0Ly =—ay xyszF} (27)
0 01 _I 2y dy
0 0 O 1

son radical unipotent.
On a les deux lemmes suivants.

Lemme 2.1. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

|f(DG,5)) = f(DG+1,5 = 1))| <2¢°¢7 || fw]lacv
pour (i,7) € A vérifiant j > 3.

Lemme 2.2. Pour toute fonction K-biinvariante [ € C.(Q),

|£(DG,§)) = F(DG,j +1)| <24 7| fInllam)
pour (i,7) € A vérifiant i > j+ 1.

Ces lemmes se démontrent de la méme fagon que les inégalités (6) et (5)
de la proposition 3.2 de [Lial4|. Plus précisément on reprend exactement la
preuve la proposition 3.2 de [Lial4]

— en supprimant partout la partie entiére [.],

— en enlevant 'hypothése que F' est d’égales caractérisques (mais en

supposant toujours que sa caractéristique résiduelle est impaire).
Les preuves montrent que
— dans 'énoncé du lemme 2.1 on pourrait remplacer N par le sous-
groupe formé des matrices (27) telles que y = 0 si i + j est pair et
y € 7 'F, si i+ j est impair,
— dans l'énoncé du lemme 2.2 on pourrait remplacer N par le sous-
groupe formé des matrices (27) telles que xz = 0.

Les lemmes 2.1 et 2.2 permettent de comparer les valeurs de f(D(i, 7)) en
deux points voisins sur les segments yy’ et zz’ respectivement. Les estimées
deviennent banales quand on se rapproche de ¢’ ou de 2.
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La situation est donc comparable a celle du lemme 1.5 (et non a celle
du lemme 1.3, ce qui est étonnant puisqu’on utilise ici [|f|n|lav) au lieu
de ||f|Bllay). En zigzaguant on déduit des lemmes 2.1 et 2.2 le corollaire
suivant (qui est trés proche du théoréme 3.1 de |Lial4]).

Corollaire 2.3. ] existe une constante C' telle que pour toute fonction K-
biinvariante f € C.(G),

Z+J7%)

|f(D(i, )] < Cq~ s

| fInllacvy.-

Démonstration. La preuve est par zigzag, comme dans le corollaire 1.6
(avec ¢ = 3j comme “bissectrice”). O

Remarque 2.4. Jean-Philippe Anker m’a fait remarquer que les mouve-
ments se font suivant les coracines simples, aussi bien pour SLj3 que pour
Sps. On peut remarquer aussi que la bissectrice est, dans les deux cas, co-
linéaire a la somme des coracines positives. Je n’ai pas d’explication pour
cela.

Il est évident que le corollaire 2.3 implique I’existence d’une constante C'
telle que pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G) on ait

|37 H(DG,0)] < Clflnllaw,

i€EN

ce qui est 'analogue non archimédien du lemme 0.6. Cependant le corol-
laire 2.3 est beaucoup plus fort.
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