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Soit K un corps local non archimédien de caractéristique p, de corps
résiduel F,, et O son anneau d’entiers. On choisit une fois pour toutes une
uniformisante 7 de O, ce qui identifie O a F,[[r]] et K a F,((7)).

Soit S un schéma formel adique sur Spf O (Og est donc complet pour
une topologie adique relativement a un faisceau d’idéaux qui contient 7 ;
pour nous complet sous-entendra toujours séparé). Soit OR0g le faisceau
sur S qui associe & un ouvert affine Spf B le complété ORB de O ®r, B
vis-a-vis de la topologie m ® 1-adique. On notera toujours z au lieu de 7 ® 1,
en gardant la notation 7 pour 1 ® 7 (z et m sont donc deux sections partout
définies du faisceau O®0Og). L'isomorphisme O = F,[[x]] induit par le choix
de Puniformisante 7 fournit une identification ORB = Bl[#]].

Soit Fr 'endomorphisme de Og qui agit par b — b? sur les sections locales
de Og. Pour tout faisceau M de OROs-modules, on note

M =M ®oz0, 188 OD0s.
Si x est une section de M, on note "x la section x ® 1 de "M.

Définition 0.1 Un chtouca local de rang r sur S est une paire (M, ¢ppr)
formée d’un faisceau M de OR0Og-modules qui est localement ! libre de rang
r pour la topologie de Zariski sur S, et d’un isomorphisme

| = M[—

Z— T Z — T

(bMITM[

]

tel que, pour certains entiers s,t € Z, on ait
(z —7m)'M C ¢pp("M) C (2 — 7)° M.

Dans ce cas on dira que M = (M, ¢pr) est d’amplitude C |[s,1].

!Dans le cas particulier ott S est un schéma affine Spec B (muni de la topologie
triviale) le O®B-module M des sections globales n’est pas nécessairement localement
libre, contrairement a ce qui est affirmé dans [Gen96] (en effet pour f € B l'inclusion
(0&B)[(1® f)~'] € OB(B[f~!]) est en général stricte). Cette confusion y est cependant
sans conséquence : il suffit d’y remplacer systématiquement 1’expression “localement libre
pour la topologie de Zariski sur Spec ORB” par “localement libre pour la topologie de
Zariski sur Spf O®B”.



Remarquons que la condition (2 — 7)!M C ¢y ("M) équivaut a ¢,; (M) C
(2 — )" "M. Les chtoucas locaux d’amplitude C [s,t] forment un champ
pour la topologie de Zariski.

Un morphisme de chtoucas locaux (M, ¢pr) — (M, ¢pp) sur S est un
morphisme de faisceaux de OROg-modules f : M — M’ tel que ¢pp o f =
f o ¢ La catégorie des chtoucas locaux sur S est O-linéaire.

Une isogénie est un morphisme f : (M, ¢pr) — (M, dar) tel qu'il existe
un morphisme g : (M’ ¢p) — (M, ppr) et une fonction localement constante
e : S — N pour lesquels go f = 2° et fog = 2° La catégorie des chtoucas
locaux a isogénie pres s’obtient a partir de la catégorie des chtoucas locaux en
inversant les isogénies. On emploiera aussi le terme d’isochtouca local comme
synonyme de chtouca local a isogénie pres.

Lorsque (M, ¢y;) est un chtouca local sur S et S" — S est un morphisme
de Spf O-schémas formels, le changement de base (M, drr)s = (M ®pgoy
OR0s/, ¢pr @ 1) est un chtouca local sur S'.

On dit qu'un chtouca local est minuscule s’il est d’amplitude C [0, 1].
Plus concrétement on a la définition suivante.

Définition 0.2 Un chtouca local minuscule de rang v sur S est une paire
(M, ppr) formée d'un faisceau M de OR0Og-modules qui est localement libre
de rang r pour la topologie de Zariski sur S, et d’un morphisme ¢pr : "M — M
tel qu’il existe ¢ : M — "M wvérifiant ¢protp = (z —7) et Yo oy = (2 — 7).

Dans la situation de la définition précédente 1) est unique et sera noté
ar. D’autre part ¢p et ¢y sont injectifs. D’aprés le a) du lemme 1.1,
Y (M) /(2 — )™M est un sous-Og-module localement facteur direct du Og-
module localement libre de type fini "M /(z—m)"™M, et on verra que l'inclusion

Yy (M)/(z—7)M C "™M/(z — 7)™

joue le role de la filtration de Hodge (cf [And87] et le paragraphe 1.3 de [Gen96]).

On définit un morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux minus-
cules comme un morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux.

La catégorie des chtoucas locaux minuscules est une sous-catégorie pleine
de la catégorie des chtoucas locaux et elle est donc aussi O-linéaire.

Les chtoucas locaux minuscules fournissent I’analogue en égales caracté-
ristiques des groupes p-divisibles. Nous allons rappeler comment associer un
“module O-divisible” & un chtouca local minuscule, en commengant par le
résultat général suivant.

Proposition 0.3 (Drinfeld [Dri87] paragraphe 2, SGA 3V IIs 7.4, [Gen96]
chapitre 1). Soit S un schéma sur F, et r € N. On note o le morphisme de
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Frobenius de S dans lui-méme qui a une section locale x du faisceau structural
associe x4. Alors il y a une anti-équivalence de catégories entre

— les Og-modules localement libres M de rang r munis d’un morphisme
¢ 0" (M) — M,

— les schémas en groupe finis et plats G sur S, de présentation finie,
d’ordre q", munis d’une action de F, qui induit sur le cotangent de G
Uaction de F, provenant du fait que S est un schéma sur IF,, et dont le
Verschiebung est nul.

Rappelons, d’aprés Drinfeld, le foncteur de la premiére catégorie dans
la seconde. A (M, ¢y,) il associe le schéma en groupes sur S avec action
de F, noté Gr(M, ¢pr) et défini de la maniére suivante : si on note encore
M* et o*(M*) les schémas en groupes qui sont les espaces totaux de M* et
o*(M*) = o*(M)*, le transposé de ¢y et le Frobenius relatif oy-/s de M*
sur S sont des morphismes de schémas en groupes de M* vers o*(M*) et on
pose alors

GI'(M, QbM) = Ker(tng — OM*/S - M* — O'*<M*))

Drinfeld montre en complément que Lie*(Gr(M, ¢ar)) = Coker(¢n), ol
Lie*(Gr(M, ¢p)) désigne 'image inverse de Qér( M.gnp)/s Par la section nulle.
Drinfeld construit un quasi-inverse explicite : & G on associe le faisceau M
des homomorphismes de schémas en groupes commutatifs avec action de F,
de G dans G, (muni d’une action de Og qui vient de 'action de Og sur G,
par homothéties, et d’'un morphisme o*(M) — M qui vient du morphisme
de Frobenius x — x? de G, dans lui-méme au-dessus de 5).

Soit maintenant (M, ¢y) un chtouca local minuscule sur S. Pour tout
entier n € N* on pose G,, = Gr(M/z"M, ¢py mod 2z"). Alors (G,) est une
suite de schémas en groupe finis et plats de présentation finie, munis d’une
action de O, avec des inclusions G,, — G,,1,,,, donnant lieu aux suites exactes
habituelles. L’existence de ¢/ dans la définition 0.2 assure que ’action de O
sur Lie*(G,) est celle provenant du fait que S est un schéma formel sur
Spf O.

Passons maintenant en revue le contenu de cet article.

Le premier paragraphe est consacré a des préliminaires. Dans les para-
graphes 2 et 3 nous étudions les chtoucas locaux a isogénie prés sur une
base quelconque. Nous introduisons la notion de pseudo-isochtouca local, qui
est équivalente a celle de chtouca local & isogénie prés (aussi appelé isoch-
touca) lorsque la base est le spectre d’un anneau de valuation réelle complet
dans lequel 'image de 7 est non nulle et de valuation > 0. Si la base est
affine, m-adique et sans m-torsion, nous associons aux pseudo-isochtoucas lo-
caux rigidifiés des structures de Hodge-Pink sur sa fibre générique au sens de
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Raynaud (ces structures ont été introduites par Pink dans le cadre de 1'uni-
formisation des t-motifs, voir [Pin97]). Dans le cas minuscule une structure
de Hodge-Pink est simplement une structure de Hodge d’amplitude C [0, 1]
alors qu’en général elle induit seulement (sur les strates d’une stratification)
une structure de Hodge qui ne suffit pas en retour a la déterminer. Lorsque
la base est un schéma formel adique localement de type fini (au sens du pa-
ragraphe 0.2 de [Bert96]) on associe aux pseudo-isochtoucas locaux rigidifiés
des structures de Hodge-Pink sur la fibre générique au sens de Raynaud-
Berthelot de ce schéma formel : on peut recouvrir cette variété rigide analy-
tique par des spectres d’algébres de Tate, dont les anneaux d’entiers sont des
algébres m-adiques et sans 7-torsion, de sorte qu’on est en fait ramené au cas
affine m-adique et sans 7-torsion et on peut supposer de plus que les modules
considérés sont libres. Dans le cas universel ot la base est un espace de mo-
dules de chtoucas locaux rigidifiés, la structure de Hodge-Pink associée au
chtouca local universel définit une application de la fibre générique au sens de
Raynaud-Berthelot vers l'espace de modules des structures de Hodge-Pink,
appelée application des périodes (voir [RZ96] chapitre 4 et [Har05]).

Dans le paragraphe 4 nous cherchons quelles puissances divisées sont
adaptées pour une théorie entiére sur une base m-adique et sans m-torsion. La
réponse n’est satisfaisante que dans le cas minuscule ; dans les paragraphes
5 et 6 nous développons une telle théorie entiére pour les chtoucas locaux
minuscules sur une base m-adique. Le paragraphe 5 est consacré a la théo-
rie de Dieudonné cristalline des chtoucas minuscules. Nous y associons un
“cristal de Honda-Gross-Hopkins” a tout chtouca minuscule. Ces cristaux de
Honda-Gross-Hopkins sont définis en utilisant une notion de puissances di-
visées due & Honda et Gross-Hopkins, moins contraignante que la notion
plus habituelle due a Grothendieck et Berthelot. La construction originale de
Gross-Hopkins [HG94/, utilisant la notion de quasi-logarithme, ne permet de
traiter que le cas ol la base est sans w-torsion. L’analogue en égales carac-
téristiques de la construction de Messing [Mes72| nécessite quant a elle des
puissances divisées nilpotentes au sens de Grothendieck et Berthelot. Notre
construction léve donc ces deux limitations. A la fin du paragraphe 5 nous
la comparons a celle de Messing dans le cas particulier d’'un épaisissement &
puissances divisées nilpotentes au sens de Grothendieck et Berthelot (nous
ne 'avons pas comparée a celle de Mazur-Messing [MM74| qui évite la condi-
tion de nilpotence). Dans le paragraphe 6 nous démontrons un analogue du
théoréme de relévement de Grothendieck et Messing pour les épaississements
a puissances divisées nilpotentes au sens de Grothendieck et Berthelot.

Les paragraphes 7, 8, 10 et 11 sont consacrés au cas ou la base est le
spectre d’un anneau de valuation discréte complet dans lequel 'image de 7
est non nulle et de valuation > 0, et dont le corps résiduel est parfait. Les



paragraphes 7 et 8 montrent que sous cette hypotheése la catégorie des chtou-
cas locaux a isogénie prés est équivalente a celle des isochtoucas sur le corps
résiduel munis d’une structure de Hodge-Pink faiblement admissible. Ce ré-
sultat est un analogue en égales caractéristiques du théoréme “faiblement ad-
missible implique admissible” de Colmez et Fontaine [CF00]. Hartl [Har05|
a ¢tendu ce résultat a certains anneaux de valuation réelle non nécessaire-
ment discréte en adaptant en égales caractéristiques les démonstrations du
théoréme “faiblement admissible implique admissible” dues a Berger [Berg04|
et Kisin [Kis05], qui reposent sur les résultats de Kedlaya [Ked05|. Hartl a
donc besoin de [HP04| et du premier paragraphe de [Har05] ou sont éta-
blis en égales caractéristiques des résultats analogues a ceux de Kedlaya.
Notre démonstration est beaucoup plus élémentaire. Le paragraphe 9 donne
un contre-exemple pour un anneau de valuation rationnelle non discréte. Ce
contre-exemple a aussi été considéré par Hartl dans [Har08] mais nous le
voyons sous un angle différent.

Enfin dans le paragraphe 10 nous commencgons pour les chtoucas locaux
minuscules une théorie de Hodge entiére dans 'esprit de [Fal99, Bre02, Zin01|
(notre approche a ceci de commun avec celle de Zink que nous n’introduisons
pas de cloture algébrique du corps des fractions). Pour les chtoucas locaux non
minuscules le paragraphe 4 montre qu'une théorie entiére est problématique.
Cependant dans le paragraphe 11 nous obtenons des résultats analogues a
ceux de [Bre02, Kis05, Car06, Kis07, Liu08| pour des chtoucas locaux non
nécessairement minuscules, mais vérifiant une condition que nous appelons
“tranquillité” et qui rappelle la transversalité de Griffiths. Les chtoucas lo-
caux minuscules sont toujours tranquilles. La condition de tranquillité prend
plusieurs formes, dont certaines gardent un sens en inégales caractéristiques,
et elles y sont toujours vérifiées.

Dans tout cet article nous ne considérons que la situation de bonne ré-
duction. Plus précisément dans les paragraphes 7, 8, 10 et 11 les chtou-
cas locaux sont définis sur un anneau de valuation discréte et non simple-
ment sur son corps des fractions. Quelques réflexions sur le cas de mau-
vaise réduction nous ont convaincus que la situation en égales caractéris-
tiques était trés différente de celle qu’on rencontre en inégales caractéristiques
(voir [Dri89, Lafo8, Laf02, Gar03]).

Le point de vue adopté dans cet article est de n’introduire aucun anneau
analogue aux anneaux de Fontaine (de tels analogues sont décrits en détail
dans [Har09]), et en particulier, si la base est le spectre d'un anneau de
valuation discréte, de ne pas recourir a une cloture algébrique de son corps
des fractions. Ce point de vue est mieux adapté a la théorie entiére : le
lecteur pourra constater que la preuve du théoréme 7.3 “faiblement admissible
implique admissible”, présentée dans le paragraphe 8, est trés voisine de la



preuve des théorémes 10.3 et 11.9, qui sont nos résultats principaux en théorie
entiére. Ce point de vue permet aussi de considérer des bases trés générales : la
proposition 3.12 permet sur une base m-adique et sans 7-torsion quelconque
de retrouver un pseudo-isochtouca local rigidifi¢ modulo 7 & partir de sa
structure de Hodge-Pink. En revanche la méthode de Hartl (qui utilise des
anneaux analogues aux anneaux de Fontaine) montre le théoréme “faiblement
admissible implique admissible” pour tous les anneaux de valuation réelle
complets tels que pour aucun o € R’ I'image de la valuation ne contienne
tous les ap™™ avec n € N (voir le théoréme 2.5.3 de [Har05] pour la condition
précise), alors que notre démonstration ne marche que pour les anneaux de
valuation discréte.

Le lecteur intéressé seulement par la théorie rationnelle dans le cas des
anneaux de valuation discréte peut lire directement les paragraphes 7 et 8.

Nous remercions Laurent Berger, Christophe Breuil, Olivier Brinon, Xa-
vier Caruso, Pierre Colmez, Vladimir Drinfeld, Laurent Fargues, Urs Hartl,
Mark Kisin et Richard Pink pour des discussions trés utiles, et le referee pour
sa lecture attentive et ses remarques.

1 Reésultats préliminaires

Dans cet article tout anneau commutatif sera supposé unitaire et libre
signifiera toujours libre de type fini. Soit A un anneau commutatif. On note
A[[z]] 'anneau des séries formelles et A((x)) = A[[z]][1] Panneau des séries
de Laurent a coefficients dans A.

Le a) du lemme suivant a servi dans I'introduction.

Lemme 1.1 Soit r € N* un entier strictement positif.

a) Soit g € GL,(A((x))). Soient s,t € Z tels que g appartienne a x° M, (A[[z]])

et g=1 appartienne o x~*M,(A[[z]]). Alors 2t A[[z]]" C g(A[[z]]") C z*A[[x]]"

et g(Al[z]]") /' A[[z]]" est un sous-A-module facteur direct du A-module libre

w* Al[x]]" /2t All]]"

b) Soit s,t € Z et M un A[[z]]-module vérifiant x* A[[z]]" C M C x*Al[z]]" et
tel que M /2t A[[z]]" soit un sous-A-module facteur direct dans x* A[[x]]" /x* A[[x]]".
Alors, localement pour la topologie de Zariski de A, M est un Al[x]]-module
libre de rang r et il existe g € GL,(A((x))) tel que M = g(A[[z]]").

Ce lemme est bien connu (voir par exemple les propositions 3.1 et 3.2.1
de [KVO07]). Nous en donnons une démonstration pour la commodité du lec-
teur.

Démonstration. a) Choisissons un idempotent

p € Enda (™ Afla])"/«" All]]")
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dont I'image soit A[[z]]"/x*~*A[[z]]" : par exemple 'oubli des puissances stric-
tement négatives dans un développement en puissances de z. Alors gpg—*
est un idempotent de Ends(g(z5 *Al[x]]")/g(z'~*A[[z]]")) dont I'image est
g(All=]]")/g(x"* Afl]]"). Or on a

g Al[2]]") € 2" Al[2]]" € g(A[[2]]") € =" Al[z])" C g(=" " Al[2]]")

et gpg~! induit donc un idempotent de End 4 (z* A[[z]]" /2* A[[z]]") dont 'image
est g(A[[x]]") /" All]]"

b) Localement pour la topologie de Zariski de A, il existe un sous-A-module
libre Q@ C x* tA[[z]]" /2 A[[z]]" supplémentaire de M /z!A[[z]]". L’intersec-
tion de zQ et de (M /z'** A[[z]]") dans z* A[[z]]" /z! T A[[x]]" est un A-module
projectif de rang r, supplémentaire de x M dans M, donc localement M /xM
est un A-module libre de rang r et M est un A[[z]]-module libre de rang r.
U

Le a) de ce lemme va nous permettre de montrer l'existence locale de
relévements de chtoucas locaux minuscules. Le résultat analogue pour les
groupes p-divisibles est bien connu [I1185].

Lemme 1.2 Soit B une O-algebre compléte pour la topologie w-adique et
I un idéal fermé de B formé d’éléments topologiquement nilpotents. Alors
tout chtouca local minuscule (M, ¢pr) sur B/I se releve, localement pour la
topologie de Zariski de Spf (B/I), en un chtouca local minuscule (M, d3f) sur
B.

Démonstration. Localement on peut supposer que M est libre sur O&(B/T)
et on choisit une base de M. Grace au a) du lemme 1.1, localement on peut
supposer que (z — )¢y, (M)/(z — 7)™ est un sous-B/I-module libre de
™/(z — )™M et qu'il existe P,Q € GL,.(OR(B/I)) et D € M,(O®(B/I))
une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1 ou z—,
tels que ¢y = PDQ. On reléeve P et Q en P, Q € M,(O®B) et comme I est
formé d’éléments topologiquement nilpotents on a ﬁ, @ € GL.(O®B). On
note D € M,(O®B) la matrice égale & D obtenue en considérant 7 comme
un élément de B au lieu de B/I. Alors M = (O®B)" muni de ¢7 = PDQ
est un chtouca local minuscule sur B qui reléve (M, ¢py). O]

2 La catégorie des pseudo-isochtoucas locaux

Soit S un schéma formel sur Spf O (complet pour une topologie adique
relativement a un faisceau d’idéaux qui contient ). Soit O®OS[%] le fais-

ceau qui sur un ouvert affine Spf B (B étant une -algébre compléte pour

8



une topologie adique relativement a un idéal qui contient 7) vaut O®B [2].
L’isomorphisme O = F,[[x]] fournit 'égalité¢ ORB[L] = B((z)).

Définition 2.1 Soit s,t € Z. On appelle pseudo-isochtouca local de rang
r sur S et d’amplitude C [s,t] une paire (N, ¢y) formée dun OR0s[2]-
module N localement libre (pour la topologie de Zariski sur S) de rang r,
muni d’un isomorphisme de OR0g[L, -]-modules ¢n : N[ — N[
tel que (z — m)'N C ¢n("N) C (2 — m)*N et que la condition suivante soit
satisfaite :

(PIL) localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe un OR0g
module libre M de rang r muni d’un isomorphisme M ®pg 0. O@(’)S[%] =N

et une constante C, tels que pour tout n € N*, ¢n"on...7" by appartienne o

7z =)z — 1)z — 77 ) Hompge, (M, M)

et que (On"On..."" On)"' appartienne
7O =) = 1) (2 — 10" ) T Hompg e, (M, M).

Remarque. Dans cette définition la constante C' est bornée localement sur
S alors que s et ¢ sont constants. Cela est volontaire (on aurait pu définir
les chtoucas locaux et les pseudo-isochtoucas locaux en bornant seulement
localement I’amplitude mais ce genre d’objet ne parait pas trés naturel).

Un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux (N, ¢n) — (N, ¢nr) sur S
est un morphisme de faisceaux de O@Os[é]—modules f: N — N tel que
on o Tf = f o ¢y. La catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S est
K-linéaire.

Pour tout chtouca local M sur S, M ®pz0, ODOs[2] est un pseudo-

isochtouca local sur S. On obtient ainsi un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie des chtoucas locaux a isogénie prés sur S dans celle des pseudo-
isochtoucas locaux sur S.
Remarque. Si S a de la m-torsion et M est un chtouca local sur S, 'am-
plitude du pseudo-isochtouca local M ®¢z0, OR0s[L] (au sens de la défi-
nition 2.1) peut étre strictement plus petite que celle de M (au sens de la
définition 0.1).

Soit Op, un anneau de valuation réelle (non nécessairement discréte) com-
plet. On note m, son idéal maximal. On note L le corps des fractions de Q.
On suppose O, muni d’une structure de O-algébre de sorte que I'image de 7
dans Oy, soit un élément non nul de my, que 'on note encore 7.

Proposition 2.2 Le foncteur de la catégorie des chtoucas locauzr a isogé-
nie pres sur Qr, vers celle des pseudo-isochtoucas locauxr sur Op, est une
équivalence de catégories.



Démonstration. Seule 'essentielle surjectivité reste a démontrer. Soient
s,t € Z. 1l s’agit d’établir qu'un pseudo-isochtouca local N d’amplitude C
[s,t] est associé & un chtouca local M d’amplitude C [s,¢] (évidemment non
unique, mais unique a isogénie prés). Par le lemme 2.3 ci-dessous il suffit de
trouver un L[[z]]-réseau V dans le L((z))-espace vectoriel N ®oz0,1] L((2)),
qui soit préservé par ¢y Ros0L L 1] Idz((z)) (c’est-a-dire ¢n Dos0oL L 1]
Idz.)("V) = V). En effet si M est le OR0O-module libre associé a N et
V comme dans le lemme 2.3, on a ¢y ("M) C (2 — 7)°*M et ¢y} (M) C
(z —m)7t "M car (z — 7)°OR0L[2] N L[[2] = (2 — 7)*OR0;, (et de méme
avec —t).

Montrons maintenant Uexistence de V. Soit V; n’importe quel L[[z]]-
réseau de N ®pz0, (1] L((z)). D’apreés la condition (PIL) de la définition 2.1
il existe C' tel que pour tout n € N l'image de ™'V par ¢n"on...7" ¢n est
comprise entre 2V, et 2=¢V;. On pose alors

V= () ovon" on("M).
keNneNn>k

Il est clair que V' est un L[[z]]-réseau de N ®pgzp, 1] L((2)), préservé par
A1 1dre))- O

Il serait intéressant d’étendre ce résultat a des bases plus générales (la dé-
monstration du lemme 2.3 indique que des éclatements seraient nécessaires).

N ®O(§JOL[

1
z—T

Lemme 2.3 Soit O, un anneau de valuation (non nécessairement discréte),
de corps des fractions L (on ne suppose pas que Oy, est complet).

a) Soit N un Or((z))-module libre de rang v, V' un L[[z]]-module libre de
rang v et o : N ®o, () L((2)) = V @pj2 L((2)) un isomorphisme de L((z2))-
modules libres. Alors il existe un unique triplet (M, 3,7), oo M est un Op|[z]]-
module libre de rang v, B : M @0, (.5 Or((2)) — N est un isomorphisme de
Or((2))-modules libres, v : M ®o, 1. L|[z]] — V est un isomorphisme de
LI[[z]]-modules libres, et o (f®1) =7 ® 1.

b) Soient M et M’ des Op|[[z]]-modules libres, et

g € Homo, ((2)) (M ®o,|2) OL((2)), M' ®0, 12 Or((2)))
et hée HOII]LHZ”(M ®@L[[z” LHZH, M’ ®@L[[Z” L[[Z]])

tels que g® 1 et h® 1 coincident dans

Hom () (M ®o, 121 L((2)), M @0, 127 L((2)))-

Alors il existe un unique morphisme f : M — M’ tel que g = f® 1 et
h=f®l.
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Lorsque Oy, est de valuation discréte, ce lemme est une variation du résultat
selon lequel un fibré sur une surface réguliére moins un point se prolonge de
maniére unique en un fibré sur la surface (cf [Lan75]) et il résulte du fait que
tout module de type fini réflexif sur un anneau local régulier de dimension 2
est libre (lemme 6 de [Ser59)).

Démonstration. Partant d'un Oy [[z]]-module libre Mj de rang r, muni d'un
isomorphisme My ®o, (1. Or((2)) ~ N, il s’agit de le modifier au point géné-
rique du diviseur z = 0. On peut se limiter a traiter le cas d’une modification
élémentaire supérieure, c¢’est-a-dire que ’on suppose

Moy ®o, 1) L{[2]] €V C 27" My @0, 1) L[]

avec V/My ®o, 12 L[#]] un L-espace vectoriel de dimension 1 et on doit
montrer que 2z 'My NV est un Op[[z]]-module libre de rang r. D’abord
V/My®o, 11 L][#]] est une droite du L-espace vectoriel (de rang r) (z~'My/My)®o0,
L. 11 est évident que l'intersection de O} avec une droite de L" est un sous-
module libre de rang 1 facteur direct de O7 : il est engendré par un géné-
rateur de cette droite dont le minimum des valuations des coordonnées est
nul. Donc il existe une base ey, ..., e, du Oz-module libre 271 M /M, telle que
Ley = V/My®o, 112 Ll[2]]. Soit fi, .., fr une base du Of[[z]]-module libre M,
telle que 271 f; mod My = ¢; pour i = 1,...,r. Alors (271 fy, fo, ..., f») est une
base du Op[[z]]-module 27 My NV et celui-ci est donc libre de rang r. O

3 Structures de Hodge-Pink sur une base sans
torsion

Nous allons associer une structure de Hodge-Pink & un pseudo-isochtouca
local sur un O-schéma formel m-adique plat. Il suffira de mener & bien cette
construction dans le cas ou la base est affine et ol le pseudo-isochtouca local
est libre.

Soit B une O-algébre compléte pour la topologie m-adique et sans m-
torsion. On dit qu'un pseudo-isochtouca local sur B est libre s’il est libre
comme O@B[%]-module.

Soit A(B) le complété de O@B[%] pour la topologie m-adique (c’est-a-dire
la topologie relative a 'idéal OR7B[1] de ORB[2]). Nous commencons par
en donner une autre description.

Pour b € B on note v(b) = sup{k € N,b € 7*B} € NU {+00} : ce nest
pas une valuation, mais on a v(b+b") > min(v(b), v(b')) et v(bb') > v(b)+v (V)
pour b, € B et v(b) = 400 si et seulement si b = 0. On peut dire que v est
une sous-valuation, ou une norme additive.

11



Remarque. Le lecteur peut étre plus familier avec v/ : B — R, U {400}
défini par v/(b) = inf(a,,w va(u(d)), ott (A,va,u) parcourt tous les an-
neaux de valuation réelle (A,v4) munis d’'un morphisme u : B — A tel
que va(u(m)) = 1. On a v/ > v. D’aprés le théoréme 1 du paragraphe 6.2.4
de [BGR&4|, si B est topologiquement de type fini et réduite, v/ — v est borné
sur B\{0}. Nous n’utiliserons pas v/ dans ce paragraphe, car cela entrainerait
des complications techniques.

Dans la suite on utilisera aussi v : B[1] — Z U {+o0} définie par v(b) =
sup{k € Z,b € m*B}.

Alors

A(B) = {Z bp2", by, € B,v(b_,) tend vers + oo quand n tend vers + oo}

ne”L

et les ™" A(B) pour k € N forment une base de voisinages de 0 dans A(B).
Ensuite on pose

v(b_,)

n

C(B) ={) _bn2".b, € B,

nez

tend vers + oo quand n tend vers + oo}.

On a les inclusions O®B[] C C(B) C A(B).
Remarque. On a une inclusion ¢ : C(B) — C'(B) ou C'(B) est défini comme
C(B) mais avec v/ au lieu de v. On peut aussi voir C’(B) comme le sous-
anneau de A(B) formé des séries a coefficients dans B en la variable z et
son inverse, qui convergent absolument sur la variété rigide Spm B[%] X Spm K
{0 < |z] < 1}. Si B est topologiquement de type fini et réduite, ¢ est un
isomorphisme.
On introduit a = (1—%)(1—%)(1—#)... € C(B). Comme a = 1 modulo
7, v est une unité dans A(B), donc a n’est pas diviseur de 0 dans C(B).
Pour y = > _ybn2" € A(B), et pour w € R, on pose

w

Vna'l'f(y) — 1n£nw + y(bn> cRU {—OO} U {"’OO}
ne

Ce n’est pas une valuation sur A(B), mais pour y,y’ € A(B) on a
vy +y') > min(vy(y), vi(y) et v (yy') = v (y) + vy

et v1a1f(y) = 400 si et seulement si y = 0. Par exemple, (7o) = —0

w
pour w > ¢, et v2E(Tq 1) = 0 pour w < ¢*. On a

C(B) = {z € A(B),Vw € Ry, ™ (2) > —c0}. (1)

w
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On munit C(B) de la topologie telle que les parties

{z € 7*C(B), " () > k} = {z € C(B), v (z) > k et 10 (z) >k}
pour k € N et w € R, forment une base de voisinage de 0.

Remarque. L'inclusion C(B) — A(B) est continue. L'inclusion ¢ : C(B) —
C'(B) est continue si on munit C'(B) de la topologie de la convergence uni-
forme sur les couronnes {a < |z| < 1} pour a €]0, 1].

Lemme 3.1 Si (y,)nen est une suite d’éléments de C(B) telle que pour tout
w € Ry la suite v (y,, — yn11) tend vers + oo, alors la suite (y,) converge
dans C(B) vers une limite y et pour tout w € Ry, v"¥(y) = lim,, o v"¥(y,,).
U

Le lemme précédent énonce que toute suite de Cauchy converge, c’est-a-dire
que C(B) est complet.

On a un morphisme injectif ¢, : C(B) — (B[])[[z — 7]] qui envoie z sur
T+ (z —m).
Remarque. Si B est topologiquement de type fini et réduite, le morphisme
¢, est la composée de l'isomorphisme ¢ : C(B) — C'(B) et du morphisme
de restriction a un voisinage formel de 7 dans le disque épointé, de C'(B)
(considéré comme un espace de fonctions sur Spm B[] xgpm x {0 < [2] < 1})
vers (B[])[[z —7]].

On appelle topologie m-adique sur B [%} la topologie pour laquelle les 7% B,
k € N, forment une base de voisinages de 0.

Lemme 3.2 Pour tout k € N* le morphisme

1 1
C(B) = (BI=DI[z = 7ll/(z = m)" (BI-])[lz — 7]}
induit par ¢, est continu lorsque l'on munit l’espace d’arrivée, qui est un
B[%]-module libre de rang k, de la topologie m-adique. O

Le morphisme ¢, s’étend en un morphisme C(B)[1] — (B[L])((z — 7))
que ’on note encore c;.

Le a) de la proposition suivante est une variante du lemme de rigidité de
Drinfeld (lemme 3 de 'appendice de [Dri76| et lemme 1.1.3 de [Kat81]).

Proposition 3.3 Soient N et N’ des pseudo-isochtoucas locauz libres sur

B, et p un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux de la restriction de N a
B/7 wvers la restriction de N' a B/.
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a) Il existe un unique morphisme R de C(B)[X]-modules congru & p mo-
dulo m de N ®og 1 C(B)[%] vers N’ ®ozB[L] C(B)[1] vérifiant R(¢y ®@1) =
(én ® 1)"R.

b) Le morphisme R défini en a) est un morphisme de pseudo-isochtoucas
locaux de N vers N' si et seulement si R n’a pas de péle en z = 7, ¢’est-a-dire
si limage (par c;) de

Re H0m0®3[§}(Na N') ®ozB[L] C(B)[-]

, 1
dans HomoggB[%](N, N) QozB[L] (B[;])((Z —))

o 1
appartient & Hompg g1y (N, N') RogBL] (B[%])HZ — ]

Remarque. La construction de C(B) est compatible & la localisation. Donc
I’énoncé s’étend a tout schéma formel m-adique plat sur Spf O de la fagon
suivante : B +— C(B) est un préfaisceau et si on note Cg le faisceau associé on
construit R € H01rnot§)(,)s[%](]\f7 N') R®0z0s(1] Cs[1] (lexposant de a est borné
car il dépend seulement de 'amplitude).

Démonstration. Nous montrons d’abord a), sans utiliser la condition (PIL)
de la définition 2.1.

Pour l'unicité, on remarque que si R est un morphisme de A(B)-modules
de N @ozp1 A(B) vers N’®O®B[%1 A(B) vérifiant R(py ®@1) = (¢n @ 1)R,
et congru & 0 modulo 7, alors comme (¢y ® 1) est un isomorphisme de
™N Ros B[] A(B) dans N ®RozBL) A(B), R est congru a 0 modulo 7%, puis
modulo 7Tq2, ... et enfin R = 0.

L’existence de R est un énoncé local pour la topologie de Zariski sur
Spf B. On suppose donc que N et N’ sont des O@B[%]-modules libres, ce qui
permet

— de choisir des O®B-modules libres M et M’ et des isomorphismes

M[i] =N et M'[1] =N,

— de relever p en ry € Homo(@B[%}(N, N').

On pose alors R = limy o0 1 € Hompg p11(N, N') ® 0z 5117 A(B) o

-1 -1, _ _
T'n = ¢N/...Tn ¢N/TnToTn qul...ngl

1 1
EHOmo&’EB[%}(N’NI)[ g e

z—m Tz —me

=

Cette limite existe car r, 41 —7, = ¢N,...T"_IQSN,T"(qSN/TrO(bJ_Vl —r0> OO

appartient a 77 Hompg g1y (N, N') @ oz A(B).
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Soit C' une constante telle que ¢n € 279(z — m)"“Hompg z("M', M'),
oy € 27C(2 - ﬂ)_CHomQ®B(M, ™M) et 1y € z"“Hompg (M, M'). Comme
1" A(B)NO®B = 11" ORB on a

2 (- )20 (2 — 772 (g — 1) € 7 Hompg p(M, M)
donc aQC(rnH —Tn) € 7~ CUn+5) 7a" (Tnﬂa) ZCHOIHO@B(M, M)

qn+1

et donc  a*“(r,y1 — 1) € 27U 2" Homg p (M, M') @z p O@)B[[W

JI-

z

C

Il en résulte du lemme 3.1 que la suite o*“r,, converge dans

Hompg ) (N, N') ®ozp12) C(B)
et donc R appartient a

Homoé\@B[%] (N, N,) ®O(§)B[%] OZ_2CC(B).
Ceci termine la démonstration de a).
Pour montrer b) on utilise la condition (PIL) de la définition 2.1. Le

“seulement si” est trivial. La preuve de “si” s’étend jusqu’au lemme 3.7. Pour
tout n € N, on a un morphisme d’algebres c o : C(B) — (B[2])[[z — 77"]]
(induit par la restriction au voisinage formel de 79" dans le disque épointé
{0 < |z| < 1}), qui s’étend en un morphisme C(B)[1] — (B[L])((z — x1")).
Par hypothése R n’a pas de pole en z = 7 donc " R n’a pas de pole en
z = m" et comme ¢y’ et ¢n» n'ont pas de pole en z = 7., 77, R =
ng/...Tn_lng/TnRTn_lqb]_Vl...gb&l n’a pas de pole en z = 7", c’est-a-dire que

Iimage de R (par cpqn) dans Homepgpi(N, N') ®pzp1 (BE)((z — =7"))

appartient & Hompg g1 (N, N') ®ogp(1 (B[2])[[z — m"]]. Le lemme 3.4 ci-
dessous implique que R appartient a Hompgp1(N, N') ®pg g1 C(B).

Lemme 3.4 Soit z € C(B)[1], tel que pour tout n € N, Iimage de x dans
(B[E])((z —7")) appartienne a (B[L])[[z —x1"]]. Alors x appartient a C(B).
Remarque. L’énoncé analogue pour C'(B) est évident.

Démonstration du lemme 3.4. Le b) du lemme suivant renforce le lemme 3.4.

Lemme 3.5 a) Soit n € N. Si limage de x € C(B) dans (B[L])[[z — n7"]]

appartient o (z — 7" )(B[L])[[z — 77"]], alors x = (1 — %)y, avec y € C(B),

et pour tout w € Ry on a

i 2] : n naij naij 7rq"
vay) = vie(e) — min(0,¢" — w) = v (2) — Vi1 - ),
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b) Soit v € C(B) tel que pour tout n € N, limage de z dans

(B[2))[[z — ©7"]] appartienne a (z — 77" )(B[1])[[z — 77"]]. Alors x = oy avec

y € C(B) et pour tout w € Ry on a

Vnai'f(y) _ Vgaif@j) _ me(Oa P w) = ygai'f(x) — yﬁaif(a).

w
n=0

Démonstration. Montrons d’abord a). A priori y est dans A(B). Grace
a (1) l'appartenance de y a C(B) résulte de la formule pour v*(y), que
nous allons établir. D’abord l'inégalité v2(y) < pnaif(z) — ppaif(] — %)
est une propriété générale. Nous devons montrer l'inégalité inverse. Posons

=3,z bmz™. Lappartenance de z & (z — 77" )(B[2])[[z — 77"]] équivaut

a l'égalite

n 1
> by (7”)™ =0 dans B[=]. (2)
meZ T
On a alors y = (1 — %)flx, donc y =3 ., cm2™, avec
Cm = by + (T Vb1 + (77 )b + ... (3)

Gréce a (2) on a aussi
e = —(m7) by — (77) Pbpa — ... (4)
Dans le cas ott w < ¢", la formule (3) donne

mw ~+ v(cy,) > inf(mw + v(by,), mw + ¢" + v(bpy1), ...) >

inf(yga"'f(a:), y;aif(x) +q¢"—w,...)= Vgaff(:c).

Dans le cas ot w > ¢, la formule (4) donne
mw + v(cy,) > inf(mw — ¢" + v(bpm-1), mw — 2¢" + v(bpm—2), ...) >
inf(v2 (1) — ¢" 4+ w, v (2) — 2¢" + 2w, ...) = V2 (z) — ¢" + w.

Montrons maintenant le b). Grace a a), pour tout entier n € N on peut

n—1
éerire © = (1 — Z)...(1 — ©—)y, avec y, € C(B), et pour tout w € Ry,
yga"'f(yn) > viaif(p). On a y, = (1 — I Vpp1 dONC Yo — Yot = — T Ypi1
et vRalf(y — 9y, 1) > ¢ — w + (). Donc par le lemme 3.1 la suite (y,,)

converge dans C(B) et on note y sa limite. Soit w € Ry. D’aprés a) et le
lemme 3.1 on a

n—1
Vet (y,) = v (@) = 3 min(0,¢™ — w) et v2(y) = lim V2 (y,),
m=0

n—oo
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mait(y). Le lemme 3.5 est démontré et donc le lemme 3.4
I’est également. N

Le lemme 3.5 permet d’¢tendre v, de C(B) a C(B)[1]. Cela fait 'objet
de la définition suivante.

d’ot la formule pour v

Définition 3.6 On définit v, : C(B)[2] — R U {400} en posant, pour © €
a~lC(B), vy(x) = v"¥(alx) — tv™¥(a) (grace au lemme 3.5, le résultat ne
dépend pas de t).

On note que la restriction de 13" a C(B)[1] C A(B) n’est pas égale a v,

(car elle prend souvent la valeur — 0o) d’ou 'adjectif “naif”.

Dans la suite on utilisera souvent la convention suivante : si M et M’ sont

des O®B-modules libres, S € Homygz(M, M) ®pzp C(B)[L] et w € Ry,
Vy(S) = min, j v,(s;5) ot les s;; sont les coefficients de S dans des bases de
M et M’ sur OB (il est clair que v, (S) ne dépend pas du choix de ces
bases).
Suite de la démonstration de la proposition 3.3. On sait maintenant
que R appartient a HomO®B[a(N, N') ®RozB(L C(B). On rappelle qu'on a
choisi des O®B modules libres M et M’ munis d’isomorphismes M[1] = N
et M'[1] = N'. D’aprés la condition (PIL) de la définition 2.1, il existe une
constante C', telle que pour tout n € N*, ¢N/T¢N/...Tn71¢N/ appartienne a

2 —7) =) O (2 — 1) CHomgg g (M, M)
et que (pn"dn..."" ‘¢n)~! appartienne a
O —m) =) C (2 — 77 CHompg p(M, M)
Soit » € N. On a
2z — 7). (2 —a? )R
= <zc(z —m)Y.(z - an_l)ngﬁN/Tng/...Tn_lngN/)
"R (zc(z — ). (2wl C Tnflgzﬁ]_\,l..fgzﬁ]_\,lgzﬁ]_\,l)

On a donc v (22°(z — 7)%¢...(z — 77 ) °R) > v,("'R) > ¢"11(R). Le
lemme 3.5 implique alors

v (R) > ¢"tn(R) = 20(¢" +¢" '+ ...+ 1).

Il existe donc une constante C’ € R telle que pour tout n € N on ait v (R) >
C’q". Le lemme suivant montre que R a ses coefficients dans O®B[1], ce qui
achéve la démonstration de la proposition 3.3. (]
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Lemme 3.7 Soit v € C(B). On suppose qu’il existe C' € R tel que vy (z) >
C'q"™ pour tout n € N. Alors x appartient a (’)@B[%].

Démonstration. On écrit v = ), x,2™. Soit m € Z. Pour tout n € N
on a donc v(z,,) > C'q" — mq", dou z,, = 0 si C" > m. On a donc z €
2~ =¢1O®B en notant [] la partie entiére. O

Dans toute la suite de ce paragraphe on fixe un corps parfait k contenant
F, et on suppose que la base S est un schéma m-adique plat sur Spf ORk.
On notera Sy le fermé de S d’idéal 7 (comme S est m-adique c’est en fait un
schéma sur k).

Soit (D, ¢p) un isochtouca local sur k. Il jouera le role de F-isocristal, ou

de module de Dieudonné rationnel pour rigidifier le pseudo-isochtouca local
N, comme dans [RZ96].

Définition 3.8 Soit (N, ¢n) un pseudo-isochtouca local sur S. On appelle
rigidification modulo T un isomorphisme p entre la restriction de (N, ¢n) a
So et limage inverse de (D, ¢p) a Sp.

Alors a un pseudo-isochtouca local rigidifié ((N, ¢y),p) on va associer une
structure de Hodge-Pink sur la fibre générique S, de S au sens de Raynaud.

Définition 3.9 Soit S une variété rigide analytique sur SpmK . Soient s, t €
Z. Une structure de Hodge-Pink sur D définie sur S d’amplitude C [s,t] est
un Ogl|z — 7]]-module V' localement libre muni d’un isomorphisme

V @0z Os((z — 7)) = "D ®p((z)) Os((z — 7))
et tel qu’en posant Up =D ®y(»)) Os|[z — 7] on ait
(z—7m)*UpCV C(z—m) "Up.

Le morphisme k((z)) — Ogl|[z—]] utilisé dans la définition précédente envoie
k dans Os et z sur m + (z — ).

Remarque. Dans la définition précédente Og[[z — 7] est un faisceau mais
n’est pas quasi-cohérent et Og((z — 7)) n’est qu’un préfaisceau. Voici, grace
au lemme 1.1, une version équivalente plus terre-a-terre de la définition :
une structure de Hodge-Pink d’amplitude C [s,] est un sous-Og-module
localement facteur direct et stable par multiplication par z — 7 dans le Og-
module libre de type fini (z — 7)'Up/(z — m)*Up.

Pour construire la structure de Hodge-Pink associée & un pseudo-isochtouca
on suppose d’abord que la base est affine et que le pseudo-isochtouca est libre.
Soient donc B une O®k-algebre compléte pour la topologie m-adique et sans
m-torsion, et (N, ¢y ) un pseudo-isochtouca local libre sur B.
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Lemme 3.10 [l existe un unique morphisme R de C(B)[é] modules congru
a p modulo m de N ®pzp1 C(B)[1] vers D @2y C(B)[2] vérifiant

R(py ©1) = (¢p © 1)'R

De plus ¢’est un isomorphisme de C(B)[x]-modules.

Démonstration. L’'unicité de R se démontre comme dans a) de la propo-
sition 3.3, en remplagant ¢/ par ¢p. L'existence se démontre aussi comme
dans a) de la proposition 3.3 grace au fait que la condition (PIL) de la dé-
finition 2.1 (qui n’est pas vérifiée par ¢p) n’y était pas utilisée. Cependant
nous reprenons l'argument pour la commodité du lecteur.
Par hypothése N est un (’)@B[i]—module libre, ce qui permet
~ de choisir un O®B-module libre M avec un isomorphisme M[2] = N,
ainsi qu'un k[[z]]-réseau A de D,
— derelever p € HomO@)B/WB[%](N®O®B[%]O®B/7TB[%], D®y((») OB /nB[2])
en rg € HOIHO®B[ ](N, D Qk((2)) O@BE])
On pose alors

1
R= hr+n rn dans Homog gy (N, D ®x(2)) )y ORB[- ])®@®B[;] A(B)
ot ry, = ¢p..7 o ™ ¢N...¢N

1 1 1
= HomOQA@B[ }(N D®k O®B[ D[Z—ﬂ"“" Z_ﬂ_qn—l]'

Cette limite existe car 7,1 — 7, = qu...Tn_lcbDTn(ngTrggb]_Vl — 7“0> Tn_lc;S]_Vl...gb]}l
appartient a 77" Hompg (1 (N, D ©x(()) ODB[L]) ®pzpy2 B! A(B).

Soit C' une constante telle que qb]_v € 2% —7)” Hom(,)@B(M ™),
¢D < Z_CHOInk[[Z”(TA, A) et g € 27 HOIDO®B(M A ®k ([2]] O(X)B) Alors

(Pps1 —7n) € 279 (2 )70 (2 — 77 7" Hompg 5 (M, A @4y OB B)

donc o (rp4q — Tn) € 2~ C0nt4) 7a” (TnHa)CHomO@B(M, A Qg2 O&®B)

et donc

qn+1

n ~ ~ m
aC(rpp1—rn) € 2~ CCH T Homg s (M, A®y (1) ODB) ©0g5 ODB]| Il

z

Le lemme 3.1 montre que la suite a“r,, converge dans C(B). Donc R appar-
tient & Hompg 1 (N, D ®p(2) O®B[2)) ®Roz8[1) a~9C(B). Ceci termine la
démonstration de lexistence de R. ’
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De la méme fagon, on choisit un relévement 75 € Hompgp1)(D ®k((2))
O®B[],N) de p~, on pose R’ = lim, . o On T ONT T G 67! et on
montre que R’ appartient a Homeg g1 (D®k((z))O®B[%L N)®ozp1C(B) [1].

Une adaptation de 'argument d’unicité de R montre que R'R = 1 et RR' =1,
donc R est un isomorphisme. 0

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D. Le
morphisme ¢, : C(B) — (B[2])[[z—]] s’étend en des morphismes C(B)[=] —
(B[2))[[z —7]] et C(B)[X] — (B[])((z—)). Par conséquent R s’¢tend en un
isomorphisme de (B[2])((z — 7))-modules de N R0 B[] (B[2]))((z — 7)) vers
D ®x((2) (B[£])((z — 7)) et "R ’¢tend en un isomorphisme de (B[1])[[z —7]]-
modules de N @og 1) (BED[[= — ) vers "D ycoy (BI2])[= — 7.
Définition 3.11 La structure de Hodge-Pink V' associée au pseudo-isochtouca
local libre (N, ¢n) sur B et a lisomorphisme p entre les pseudo-isochtoucas

locaux
. 1 . 1
(N @ogpy) OB(B/mB)[],on @ 1) et (D @(z)) OD(B/B)[ -], ¢p @ 1)

sur B/mB est le (B[L])[[z—7]]-sous-module (localement libre pour la topologie
de Zariski sur Spf B) de ™D @2y (B[2])((z — m)) défini par

V = R (N Sozsry (BIEDI: - )

= (60 ® 1) (R(N @ospz) (B[l — x]).

La construction précédente se faisceautise et permet d’associer a tout
pseudo-isochtouca (N, ¢y) muni d’une rigidification p par (D, ¢p) sur un
schéma formel 7-adique plat S au-dessus de Spf ORk une structure de Hodge-
Pink sur D définie sur la fibre générique Sy de S au sens de Raynaud.

On revient a la situation de la définition 3.11. La proposition 3.12 ci-
dessous (qui est une forme plus explicite du b) de la proposition 3.3) montre
que V détermine de maniére unique R(N) C D Qj(»)) C(B)[2], et par consé-
quent détermine le couple ((N, ¢n), p) & un unique isomorphisme preés.

Soit N I'ensemble des z € D ®r((z)) C(B)[£], tels que

~ pour tout n € N, I'image de x dans D ®..)) (B[2])((z — 77")) appar-

tienne & ¢D...Tn¢DTnv,

— il existe une constante C' € R telle que pour tout n € N,

n—1

ve((0p-..7" ¢p)~'z) > Cq".
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Pour donner un sens a la derniére condition il faut choisir un réseau A de
Y1

D : dans une base sur k[[z]] de ""A on écrit (¢p..7" ‘¢p) Tt = | 1 | avec
Yr

yi € C(B)[] et on pose vgn((¢p.." ¢p)~'x) = min(ven(y1), ..., vgn (1))

Comme vn(2b) = ¢q" + v (b) pour tout b € C(B)[1], si on change A la

derniére condition reste vraie pour une autre constante C', donc la définition

de N ne dépend pas du choix d’un réseau A de D. On vérifie facilement que

(6p ® 1)('N[:5]) = N[1].

zZ—T Z—T

Proposition 3.12 On a R(N) = N.

Démonstration. On suppose (N, ¢) d’amplitude C [s,t]. Comme I’énoncé
est local pour la topologie de Zariski sur Spf B on peut supposer N libre sur
O®B[2]. On fixe alors un O®B-module libre M muni dun isomorphisme
N=M [%] et une constante Cj telle que la condition (PIL) de la définition 2.1
soit satisfaite (avec Cj au lieu de C'). On fixe aussi un réseau A de D. Grace
a A et M toutes les valuations qui vont suivre seront bien définies. On choisit
des bases de M et de A. Ce sont donc aussi des bases de N et de D. On va
appliquer les lemmes 3.4 et 3.7 aux cordonnées d’un élément de R~'(N). En
effet R1(N) est formé des y € N Roz8[] C(B)[2] tels que

~ pour tout n € N, I'image de y dans N ®qpgp1 (B[L])((z —m")) appar-

tienne a

)
= R (67607 BN ®osars) (BLD[[z —77'1))
= on- " on ("N Bogay) (B[ - )
= N ®osspy (BI-DI[= — 7]
puisque ¢y, ..., TTH(bN n’ont pas de pole en z = 79" . D’aprés le lemme 3.4

cette condition équivaut a y € N ®pgp; C(B).
— il existe C' € R telle que pour tout n € N,

v (6p..7" '¢p) ' Ry) > Cq".

Comme Tn_lqﬁz)l...qzﬁl_)l Ry = TnRTn_lgbgl...qﬁ;,ly cette condition équivaut a
I’existence de C' € R telle que pour tout n € N,

v ("R 950N y) = Cq".
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Il existe C; € N tel que les coefficients de R et R~! appartiennent a
2AOROL[[Z]], Aot v (T'R) > —Ciq™ et v (TRTY) > —Cig"

P Tnfl _ _ 7-77471 _ _ n
et donc |vp(TR™ dn - ON'Y) — v (T I ON'Y)| < Cig™

Enfin la condition (PIL) et le lemme 3.5 donnent ’encadrement sui-
vant :

(" 1) = Cot v (y) < vp (T N ONY)
< —s(@" M+ 4+ 1)+ Co+ vgn(y).
On voit alors que cette condition équivaut a l’existence de C' € R telle
que pour tout n € N, v (y) > Cq".
La premiére condition équivaut & y € N ® oz (1 C(B). Sous cette hypotheése,
grace au lemme 3.7, la deuxiéme condition équivaut a y € N, ce qui termine
la démonstration de la proposition 3.12. O

On peut exprimer la construction précédente en termes de catégories, en
se placant de nouveau sur une base générale.

Définition 3.13 a) Soit S un schéma w-adique plat sur Spf ORk et Sy le
fermé de S d’idéal w. On appelle pseudo-isochtouca local rigidifié modulo
par un isochtouca local sur k un triplet (D, ¢p), (N, on), p) ot (N, ¢n) est
un pseudo-isochtouca local sur S, (D,¢p) un isochtouca local sur k, et p
un isomorphisme entre la restriction de (N, ¢n) a Sy et l'image inverse de
(D, ¢p) a Sy. Les morphismes sont évidents.

b) Soit S une variété rigide analytique sur SpmK. La catégorie des isoch-
toucas locauz sur k avec structure de Hodge-Pink définie sur S est la catégorie
des triplets (D, ¢p, V), ot (D, ¢p) est un isochtouca local sur k, et V est une
structure de Hodge-Pink sur D définie sur S (au sens de la définition 3.9). Un
morphisme (D, ¢p, V) — (D', ¢p, V') dans cette catégorie est un morphisme
f:(D,¢p) — (D', ¢p/) d’isochtoucas locauz sur k tel que ("f @ 1)(V) C V'.

Dans cette définition, (D, ¢p) joue le role du F-isocristal de [RZ96].

Proposition 3.14 Soit S un schéma w-adique plat sur Spf ORk. Le foncteur

((D7¢D)7 (N7 ¢N)7p) = (Da(bva)

de la catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S rigidifiés modulo ™ par
un isochtouca local sur k vers la catégorie des isochtoucas locaux sur k avec
structure de Hodge-Pink définie sur S,g est pleinement fidele.
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Démonstration Cela résulte immédiatement de la proposition 3.3, car c¢’est
un énoncé local. 0

On note que la proposition 3.12 construit explicitement un quasi-inverse
de ce foncteur sur son image essentielle. On appellera admissibles les objets
de son image essentielle.

Proposition 3.15 Soit S un schéma w-adique plat sur Spf ORk. Une exten-
sion de deux isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink (définie
sur Syig) admissibles est admissible.

Plus précisément soient ((D, ¢p), (N, én), p) et (D", ¢pr), (N", ¢nn), p")
des pseudo-isochtoucas locauz rigidifiés modulo , et (D, ¢p, V') et (D", ppn, V")
les isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink qui leur sont as-
sociés. Alors toute extension de (D", ¢ppn, V") par (D, ¢p, V') provient d’une

extension de (D", ¢pr), (N, ¢nn), p") par (D, ¢p), (N, én), p).

Si S est une variété rigide analytique sur SpmK et (D, ¢p), (D', ¢pr), (D", ¢pr)

sont des isochtoucas locaux sur k avec des structures de Hodge-Pink V, V', V"
définies sur S, une suite exacte courte dans la catégorie des isochtoucas lo-
caux sur k avec structure de Hodge-Pink est une suite exacte 0 — D —
D' — D" — 0 dans la catégorie des isochtoucas locaux sur k telle que V"
soit I'image de V' dans "D” ®j(»)) Os((z — m)) et V 'intersection de V' avec
™D Ok((2)) OS<(Z — 7T))
Démonstration. Grace a la pleine fidélité du foncteur établie dans la pro-
position 3.14, on voit qu’il suffit de montrer 1’énoncé dans le cas out S est
affine et ou NV et N sont libres. On suppose donc que S = Spf B ou B est
une ORk-algebre compléte pour la topologie m-adique et sans 7-torsion, et
que (N, ¢n) et (N”, ¢nn) sont des pseudo-isochtoucas locaux libres sur B.

On se rameéne & montrer la proposition 3.15 dans le cas ou (D", ¢ppr, Vpr)
est trivial (on indiquera dans une remarque comment le lecteur qui le sou-
haiterait peut traiter directement le cas général, au prix de notations plus
compliquées). En effet la catégorie des pseudo-isochtoucas locaux rigidifiés
modulo 7 et celle des isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink
possédent des opérations produit tensoriel et dual. Par exemple (en oubliant
les rigidifications pour simplifier les notations), le produit tensoriel de (N, ¢n)
et du dual de (N, ¢nn) est (N @ N"*, ¢y @ tdyn) et il est équivalent de se
donner une extension de (O®B[1],1d) par cet objet ou une extension de
(N, ¢n) par (N” ¢n»). On est donc ramené a montrer la proposition 3.15
dans le cas ou (D", ¢pn, Vpr) est trivial, c’est-a-dire

D" = k((2)), 6 = 1d, et Vi = (B[2])[[= — 7).

™
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On doit montrer que D’ est admissible. On a un pseudo-isochtouca local
libre (N, ¢x) et un isomorphisme p entre la restriction de (N, ¢n) & B/7B et
I'image inverse de (D, ¢p) & B/nB, tel que V soit associé a (N, ¢n) et p, on
se donne une extension D' = (D', ¢p, V') de D" par D et on va trouver un
pseudo-isochtouca local libre (N, ¢n+) extension du pseudo-isochtouca local
trivial par (N, ¢n), et p' extension de p, tels que V' soit associé a (N, dnr)
et p.

On fixe un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels D' = D@k((z)). On
$p
0

a alors ¢pr = Y) pour un certain Y € D et V' est un (B[2])[[z — 7]]-

1
réseau de "D’ ®y((2)) (B[2])((z — 7)) qui est une extension de (B[1])[[z — ]|
par V. Il existe T' € "D ®y(()) (B[2])((z — 7)) tel que

(1.1) € Dwop (B (e=m)@(BLL (2=m)) = D' 0uop (BLLD (=)

™

appartienne a V' et T est unique modulo V. En d’autres termes V' est dé-
terminé par un élément T' € "D @y () (B[2])((z —7))/V.

On pose N' = N & ORB[%] comme O®B[]-module, avec p' = <p 0).

0 1
Soit Xy € N[-X] dont la réduction modulo 7 est p~'Y. On pose ¢n =
<¢év Xo j— X , avec X € N || arbitraire (nous choisirons ensuite X tel

que la structure de Hodge-Pink associée a ¢y soit V).

Lemme 3.16 Avec les notations précédentes (N', ¢pn) est un pseudo-isochtouca
local.

Démonstration. La condition (PIL) de la définition 2.1 est vérifiée car
dans le produit ¢N/T¢N/...T"71¢N/ le terme non diagonal apparait 0 ou 1 fois,
donc n’ajoute pas de dénominateur en z d’ordre plus grand qu’une constante
indépendante de n, et il en va de méme pour Tn_l(/zﬁj_v}...T(/zSJ_V}qﬁj_v}. O
On va montrer qu’on peut choisir X de sorte que si
R N'®ogpy C(B)[é] — D' Qk((2)) C(B)[é]

est I'unique morphisme congru & p’ modulo 7 vérifiant
R(¢py @ 1) = (¢p @ 1)’R’  alors
. _ 1 _ 1
R(&y (N’ @0z (BIZDIz = 7)) = 65 (R (V' @0z (BI-DIz — 7))

C D' ®p(z)) (B [%D((z — 7))
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soit Uextension V' de (B[1])[[z — 7] par V qui est donnée au départ (et
. . o Z
qui est une extension absolument arbitraire). On a R = ({)% 1) pour un

certain ) .

Z € D &y C(B)[7] € D @weay (BIZ])((2 = m))
dépendant de X et il s’agit de montrer que l'on peut trouver X tel que
95 (Z) € ™D @2y (B[L])((z — 7)) soit égal modulo V' &

1
T €D ®u((2)) (B[%D((Z —))/V.
Cela est équivalent a la condition suivante :
_ 1
R7(Z) € N @ozpp) (B[-])((z = 7))

est égal modulo N ®pzp1 (B2D[[z —7]] &

Sx(RNT)) = R (90(T)) € N @osppy (BL(= —m)/(BL)I[= — ).

™

0 1

s (on Xo+ X\ [(op Y\,
(T =(F )
on obtient I'équation Z = (Y — RXy — RX) + ¢p"Z, d’ou

R(Z) = RUY) = Xo — X + o5 (R (2)).

Calculons R7'(Z) en fonction de X. Comme R = (R Z) vérifie

On a donc
RYZ)=RYZ) — (X + on"X + on"On" X + ...)

ol Zy correspond & X = 0 et ol la somme dans le membre de droite converge
au sens suivant : si C' est tel que ¢ € (2 —7) " “Hom("N, N) et X € =N,
la série o€ (X +¢n"X +on"OnT X +...) converge dans N ®pgpy C(B). Grace
au lemme 3.2 on est donc ramené & montrer le lemme suivant (avec ¢ égal a
la matrice de ¢ dans une base de N).

Lemme 3.17 Soit C € N* et ¢ € 2% (2 — 1)~ M,(ODB). Alors lapplica-
tion
T

0 (mOG@B[;])T — W(BH)HZ - 7T]]T/(B[l])[[z — ]
qui @ X associe X + ¢"X + QSTQSTQX + ... est surjective.
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Démonstration. L’espace d’arrivée (Z_17T)C (B[2D[[z — =" /(B[2)[[z — =]]"
est un B [%]—module libre de dimension C'r muni de la topologie m-adique

(comme dans le lemme 3.2). L’application

b (L5 OB — = (B = /(BI) (=~ =

™ T

qui a X associe X est clairement surjective. D’autre part pour tout
X € (#O@B[%Dr la suite 6((§)qu) tend vers 6y(X), pour la topologie
m-adique, quand k tend vers linfini. En effet si ¢ > C on a 9((§)qu) =

X + 7qu+1*quz5TX + ﬂqu*qungbTQX + ... Donc I'image de 6 est dense.
Pour tout k > C?, on a

Wk ~ r
———————?5696913) ) ::7Tk(

(z =)

1 T T
e Blle = Al /Bllz = Al)) e

(z—m

90((

L e0BB)) C A (ﬁB[[z —all"/Blz ).

(0 — 6o)((

e

Pour la derniére inclusion on utilise le fait que %,m, ﬁ, ... appar-
tiennent & B[z —x]]/(z—m)Bl[z—n]] C (B[;])[[z—]]/(z—m) (B[;])[[z—7]]

ainsi que légalité gk — 202 = inf;cn- ¢'k — 2iC?. Donc I'image de 6 contient
un voisinage de 0. Ceci achéve la démonstration du lemme 3.17 et donc celle

de la proposition 3.15. HIN

Remarque. On peut adapter la démonstration précédente au cas général
ou l'on ne suppose pas (D", ¢pr, Vpr) trivial, en prenant Y € D @ D",
X € tN®N""[-L], et en appliquant le lemme 3.17 & la matrice de ¢n @'y
dans une base de N @ N"*.

4 Puissances divisées adaptées & une théorie
entiére

Soit B une -algébre compléte pour la topologie m-adique et sans -
torsion. Soit m € N*. Considérons la catégorie des chtoucas locaux (M, ¢yr)
d’amplitude C [0,m], c’est-a-dire tels que ¢y et (2 — 7)™¢;, n'aient pas
de dénominateurs en z — 7w : m = 1 correspond au cas minuscule. Dans les
paragraphes 5, 6 et 10 nous construirons un début de théorie entiére pour les
chtoucas locaux minuscules. La proposition suivante indique quelle condition
de puissances divisées on doit imposer a un idéal I de B pour que M soit dé-
terminé par sa classe d’isogénie et sa réduction modulo I (cela est nécessaire
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pour I'existence d’une théorie entiére relativement a ces puissances divisées).
Le lecteur constatera que pour m > 1 le résultat n’est pas bon, et notamment
moins bon qu’en inégales caractéristiques, c¢’est pourquoi nous nous restrei-
gnons dans les paragraphes 5, 6 et 10 aux chtoucas locaux minuscules. Dans
le paragraphe 11 nous retrouverons une sitation comparable a celle d’inégales
caractéristiques en nous restreignant aux chtoucas locaux tranquilles (nous
verrons aussi que les chtoucas locaux minuscules sont tranquilles).

Soient (M, ¢ar) et (M', ¢pr) des chtoucas locaux d’amplitude C [0, m].
Dans la suite, si I est un idéal fermé de B et k € N*, on note I®) D'ideal
fermé de B engendré par les z* pour = € I.

Proposition 4.1 Soit I un idéal fermé de B tel que I(;:nl) soit inclus dans

B C B[%] et soit formé d’éléments topologiquement nilpotents de B. Si f
est un morphisme de chtoucas locaux de (M, ¢pr) dans (M’ dur), tel que f
modulo I est divisible par z, alors [ est divisible par z.

Autrement dit la connaissance de M a isogénie prés et de M /I détermine M.
Démonstration. Soit M = M/zM, M' = M'/zM’, et pr, dar, (2 — 7))y}
(z — 7)™y, f et 7f les réductions de @y, dapr, (2 — 7)™yt , (2 — 7) by,
f et 7f modulo z. On a (—7)™f = ¢uv o °f o (z — 7)m¢;,. Comme f est
nul modulo un idéal de type fini J C I, 7f est nul modulo J@ et f est
nul modulo % En itérant on voit que pour tout k¥ € N, f est nul mo-

( k) (g—1) k—1 ’ . =
dulo m<1+i+q 1 C (L= )rat-ta) Comme B est séparé, f = 0 et la
proposition est démontrée. O

Voici maintenant un contre-exemple montrant que dans la proposition 4.1
I’hypothése de nilpotence topologique des puissances divisées est nécessaire.
Supposons que B contient ¢ tel que (77! = (—m)™. Alors

66 )67 -6 o)

et cette derniére matrice n’a pas de dénominateur en z. Posons

M = (O@B)Q muni de ¢M = (é (Z _Oﬂ_)m)

) <<z—w>m—<q>

I S R\2 ; —
et M' = (O®B)” muni de ¢ = <O (z =m)m

¢

Alors f = z (é ;> est un morphisme de (M, ¢p) vers (M’, ¢pr) qui n’est

pas divisible par z alors que sa réduction modulo I = () est divisible par z.
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5 Cristaux associés aux chtoucas locaux minus-
cules

Dans ce paragraphe, nous considérons des puissances divisées au sens de
Honda et de Gross-Hopkins [HG94|. Nous montrons comment associer un “O-
cristal” (au sens de Honda et de Gross-Hopkins) a un chtouca local minuscule
sur une base affine m-adique (pouvant contenir de la 7-torsion).

5.1 Puissances divisées et O-cristaux au sens de Honda
et de Gross-Hopkins

Définition 5.1 Soit B une O-algébre et I un idéal de B. Une structure de
puissances divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins sur I est un triplet
(B, 8,7) ou
— B est une O-algébre,
- 06:B— B est un morphisme de O-algebres,
— et vy est une application de I dans B, qui vérifie
(a) my(x) = B(x)? pour x € I,
(b) v(bx) = B(b)4y(x) pour z € I et b € B,
(¢) v(z+y) =7(x) +(y) pour z,y € I.

Remarque. Dans la définition précédente, les conditions (b) et (c) résultent
de (a) si B est sans m-torsion. Cependant on n’impose pas a v toutes les
relations qui résulteraient de (a) si B était sans m-torsion. Dans exemple 5.7
ci-dessous on verra que pour k € N* et xy,...,2k,y1,...,yx € I tels que
Zle x;y; = 0, on n’a pas nécessairement Zlev(mi)v(yi) = 0 dans B et
que si 7 appartient & I on n’a pas nécessairement () = 7971,

Le propre des puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins est que ’on
ne compose pas 7y avec lui-méme. C’est pourquoi v ne prend pas ses valeurs
dans I ni méme dans B mais dans une autre algebre B. Les puissances divi-
sées de Honda et Gross-Hopkins sont adaptées a la construction des cristaux
associés aux groupes p-divisibles, et dans notre cas d’égales caractéristiques a
la construction des O-cristaux associés aux chtoucas locaux minuscules (qui
sont le O-analogue des groupes p-divisibles). Au contraire les puissances di-
visées de Grothendieck et Berthelot [Bert74, BO78, BM79, BM90, BBMS&2]|
sont adaptées aux amplitudes plus grandes que [0, 1] en inégales caracté-
ristiques. Cependant leur O-analogue n’est pas adapté aux chtoucas locaux
d’amplitude plus grande que [0, 1] arbitraires, comme nous 'avons vu dans
le paragraphe précédent, mais seulement aux chtoucas locaux tranquilles,
comme nous le verrons dans le paragraphe 11. Les puissances divisées de
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Grothendieck et Berthelot (nilpotentes) sont également utiles pour le théo-
réme de relévement de Grothendieck, comme nous le verrons au paragraphe
suivant. On renvoie au paragraphe suivant pour une définition précise du O-
analogue des puissances divisées de Grothendieck et Berthelot, et pour le lien
logique avec les puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins considérées
dans ce paragraphe.

A linstar de Katz [Kat79] nous définissons un O-cristal par ses valeurs
sur les A-objets test. Dans tout ce paragraphe, A désigne une O-algébre
compléte pour la topologie m-adique.

Définition 5.2 On appelle A-objet test un sextuplet (B, 1, s, B, z, v) ot
— B est une O-algébre dans laquelle ['image de 7 est nilpotente, I un idéal
de B, et s : A — B/I un morphisme de O-algébres,
- (B,ﬁ,y) est une structure de puissances divisées au sens de Honda et
de Gross-Hopkins sur I,
— il existe n tel que pour tout x € I, y(x)?" =0 dans B.

Un morphisme d'un A-objet test (B, I,s, B, (3,7) vers un autre A-objet
test (B', I’ s’ B, 3,+) est la donnée de morphismes de O-algebres f : B —
Blet f: B—>B’telsquef()CI’ Bof=foB,Yof=fovyet fos=¢
(en notant encore f I'application quotient de B/I dans B’/I’).

Remarque. Si I'image de 7 dans A est nilpotente, (A,0,1d, A,1d,0) est un
A-objet test.

Définition 5.3 Un O-cristal E sur A est la donnée pour tout A-objet test
(B, 1, s, B, 3, v) d’un B-module localement libre E(B, ],S,B,ﬂ,’}/), et pour
tout morphzsme f d’un A-objet test (B,I,s, B, 5, v) vers un A-objet test
(B, I',s',B',3,~) d’un isomorphisme de B’ modules

E(B,1,5,B,3,7)®3 B'~ E(B,I',s',B',§,7),
ces isomorphismes devant étre compatibles a la composition.

Un morphisme u : F' — E' entre deux O-cristaux sur A est la donnée
pour tout A-objet test (B, I, s, B, 3,v) d’'un morphisme de B-modules

u(B7 I? 87 B? 67 ’y) : E(B7 [7 8’ B? /67 ’7) - E,(B7 [7 S? é? /87 ’7)7
fonctoriel relativement aux morphismes de A-objets test.

Sip : Spf A" — Spf A est associé & un morphisme p* : A — A’ de O-
algébres complétes pour la topologie m-adique, et E est un O-cristal sur A on
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note *(E) le O-cristal sur A’ défini de la fagon suivante : pour tout A’-objet
test (B,1,s,B,[,7),

¢ (B)(B,1,s,B,3,7) = E(B,I,s0¢9",B,5,7).

La catégorie des O-cristaux sur A est O-linéaire. Une isogénie est un
morphisme u : £ — FE’ tel qu'il existe v : £/ — E et e : Spf A — N une
fonction localement constante tels que uowv = 2° et vou = 2°.

Sim = 0 dans A, on posséde le morphisme de Frobenius ¢ : Spf A — Spf A
(défini par ¢*(x) = 29 pour © € A) et on appelle F-cristal un O-cristal £
muni d’une isogénie ¢*(E) — E.

Nous allons définir une variante de la notion de O-cristal en imposant
aux puissances divisées une condition de compatibilité. L’idéal 7O de O est
muni d’une structure de puissances divisées 7o (au sens de la définition 5.1)
définie par yo(m) = 971

Définition 5.4 Soit B une O-algébre et I un idéal de B. Une structure
de puissances divisées (f?,ﬁ,y) sur I est dite compatible o (O, 7O0,7v0) si
s‘étend en v : I + 7B — B tel que 7 (m) = w1 et que (B,ﬁ,v’) soit une
structure de puissances divisées sur I + mB.

Un A-objet test relativement a (O, 7O, v0) est un A-objet test (B, I, s, B, 5, v)
tel que (E,ﬁ,y) soit compatible a (O, 7O, v0).

On définit un O-cristal relativement a (O, 7O, v0) de la méme fagon qu'un
O-cristal mais en se limitant aux A-objets test relativement a (O, 7O, o).
En toute rigueur les O-cristaux au sens de la définition 5.3 étaient relatifs a

(©,0,0).

Lemme 5.5 L’image inverse par le morphisme Spec A/mr A — Spf A fournit
une équivalence de la catégorie des O-cristauz relativement o (O, 7O, ~vo) sur
A wvers la catégorie des O-cristauz relativement a (O, 7O, v0) sur A/mA. O

Remarque. La notion de O-cristal relativement a (O, 7O, v0) que nous
venons de définir ne servira pas dans ce paragraphe, mais seulement dans
le paragraphe 10. Par ailleurs nous y évaluerons un O-cristal relativement a
(O, 7O, ~0) en un pro-objet test, c’est-a-dire un systéme projectif d’objets
test.

5.2 Construction du foncteur de Dieudonné

Nous allons construire un foncteur D (pour Dieudonné) de la catégorie
des chtoucas locaux minuscules sur A vers celle des O-cristaux sur A, qui
vérifiera la proposition suivante.
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Proposition 5.6 Le foncteur D est compatible au changement de base et tel
que, si I’image de w dans A est nilpotente, pour tout chtouca local minuscule
(M, ppr) sur A, la valeur de D(M, ¢pr) en le A-objet test (A,0,1d, A, 1d,0)
soit "M /(z—m)"™ . Sim =0 dans A, D se reléve en un foncteur de la catégorie
des chtoucas locaur minuscules sur A vers celle des F'-cristaux sur A.

Le plan pour la construction de D est le suivant. Si (B, 1, s, é,ﬁ,’y) est
un A-objet test et n € N* est tel que

7" — (0 dans B et v(z)?" = 0 dans B pour tout = € I (5)

nous construirons une O® B-algebre D,,(B,I) et un morphisme de O B-
algebres ¢ : "D, (B, I) — B, puis un foncteur F de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur B/I vers la catégorie des D, (B, I)-modules qui sont
libres localement pour la topologie de Zariski sur Spec B, et le foncteur D
sera alors défini en posant que pour tout chtouca local minuscule (M, ¢yy)
sur A, la valeur de D(M, ¢y;) en le A-objet test (B, 1, s, B,Bﬁ) est égale a

T(F«M? ¢M)B/I)) ®T’DH(B,I) B

ot (M, ¢nr)p/r = (M ®@pgs OR(B/I), ¢rr @ 1) est le changement de base de
(M, ¢pr) de A a B/I, qui est un chtouca local sur B/I.

La construction de D, (B, I) et du foncteur F a lieu dans un cadre plus
général. Soit B une O-algebre ot I'image de 7 est nilpotente et [ un idéal
de B. Soit n € N*. On note alors D, (B, I) la O®B-algébre engendrée par
des générateurs t et e(x) pour x € I, assujettis aux relations zt = 7, t" = 0,
ze(x) =z, €(x)?" =0, e(br) = be(x), et e(x +y) = e(x) + €(y) pour b € B et
x,y € I (dans ces relations on a utilisé I'inclusion B C O®B qui envoie z sur
1 ® x). Dans la suite on notera toujours T au lieu de ¢t € D, (B, I) et, pour
n € N*, = au lieu de 7" '¢. On note 7, I'idéal de D,,(B, I) engendré par ORI
et par les e(z) pour # € I. On a un morphisme OR(B/I) — D, (B, 1)/J,.

La construction du foncteur F se rameénera a une construction locale pour
la topologie de Zariski sur Spec B. Le recollement pour les D, (B, I )-modules
provient du recollement pour les O®B-modules et du fait que pour tout

f € B\ {0}, on a un isomorphisme naturel

Du(BIf ' ILf7']) = DulB, 1) ®oap OD(BIf ).

Remarque. Si 7 € I, e(m) et T ne sont pas nécessairement égaux dans

D, (B,I). Deméme pour k € N*et xy, ..., T, y1, ..., yr. € I vérifiant Zle Ty =
0, Zle €(z;)e(y;) n’est pas nécessairement nul dans D,,(B, I). On renvoie a
I’exemple 5.7 ci-dessous pour une situation ol cela se produit.
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On rappelle les notations
Du(B,1) = Du(B. 1) @ogp1ar: ODB

et o=z ® 1 pour z € D,(B,I). Soit (B, [,7) une structure de puissances
divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins vérifiant la condition (5). On
munit B d’'une structure de O&® B-algébre grace au morphisme ORB — B
donné par a®b — af(b). On note que llmage de z — 7 par ce morphisme
est nulle. On définit un morphisme de O®B-algebres ¢ : D, (B,I) — B
en posant 6("(a ® b)) = af(b)? pour a € O et b € B, §("(Z)) = 77" et
d("(e(x))) = v(x) pour x € I.
Voici maintenant I’exemple annoncé.

Exemple 5.7 Soit ¢ > 3, B = F,[r, l‘]/(ﬂ'q 2, mx), I = (z,7), A =F,,
s=1d, B=B, =1d, et~ : ]—>Bnul3ur12:(2 %) et déterminé

par y(z) = x et y(w) = z. On voit que y(7) # 791 et v(m)y(z) # 0 alors
que mx = 0. Soit maintenant n > 2 (pour que la condition (5) soit vérifiée).

On a e(m) — T # 0 et e(m)e(x) # 0 dans D, (B, I) alors que mx = 0. En
effet 8((e(x) — %)) = A(x) — 797" et 8((e(x)e(x))) = 1(m)1(x). On notera

que cet exemple rentre aussi dans le cadre des puissances divisées au sens de
Grothendieck et Berthelot qui apparaitront dans la définition 6.1.

De nouveau, soit B une O-algebre ot I'image de 7 est nilpotente, I un
idéal de B et n € N*. Soit (M, ¢pr) un chtouca local minuscule sur B/I.
On appelera relovement de (M, ¢y) un chtouca local minuscule (M, b37)
sur B tel que M soit libre sur O®B , muni d’un isomorphisme de chtou-
cas locaux sur B/ entre (M, ¢pr) et le changement de base (M, ¢57)p/1 =
(]Tf oz ORD(B/I), ¢37 ® 1). On dira que (M, ¢ar) est relevable 8'il admet
un relévement (M , ¢37) au sens précédent. D’apreés le lemme 1.2, (M, ¢pr) est
relevable localement pour la topologie de Zariski sur Spec (B/1).

On va construire un foncteur F de la catégorie des chtoucas locaux mi-
nuscules sur B/I vers la catégorie des D, (B, I)-modules qui sont libres lo-
calement pour la topologie de Zariski sur Spec B, tel que si (M, ¢ys) est un

chtouca local minuscule sur B/I relevable et si (M, ¢5;) releve (M, ¢ar),
F (M, ppr) soit canoniquement isomorphe a M ®eap Dn(B,1). (6)

La construction de F sera locale pour la topologie de Zariski sur Spec (B/I),
de sorte qu’il suffira de travailler avec des chtoucas locaux minuscules sur
B/I relevables. Nous procéderons de la maniére suivante. Soit

f : (M17¢M1) - (M27¢M2)
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un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables, (M;, ¢31)
un relévement de (M;, ¢py,) pour @ = 1,2; et f: M, — M, un morphisme
de O®B-modules qui reléve f (lexistence de f résulte de I'hypothése que

M, est libre sur ORB). Nous définirons par la formule (17) ci-dessous un
morphisme de D, (B, I)-modules

f’

(1\72,¢M2),(j\‘/f1,¢ﬂ1)(f) : My ®@ozp Da(B, 1) — M ®pgp Du(B, ).

Nous démontrerons dans le lemme 5.8 que ce morphisme ne dépend pas du

choix du relévement f si bien que nous le noterons F b33, (v o7 )( f)- Nous

démontrerons aussi dans le lemme 5.9 que lorsque g : (Ma, ¢nr,) — (M3, das,)
est un autre morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables et

lorsque (Mg, ¢37,) est un relevement de (Ms, ¢ar,) on a

f(ﬁ37¢ﬁ3)7(1\72,¢@72)(g) © F(J\N/f2,¢,172)7(1\717¢]7[1)(f) - F(M3,¢M3)7(1\717¢M1)(g © f) <7)

Dans le cas particulier ot (M, ¢y, ) = (Ma, dpr,) et ou f = 1d, on obtiendra

alors un isomorphisme F, - .6 y(Id) (car il résultera immédiatement
Py

(Mg, )
de (17) que f(m7¢ﬂi)7(mﬁ¢ﬁi)(ld) = Id pour ¢ = 1,2). Par conséquent, a

isomorphisme canonique preés, M ®papDPn(B, I) ne dépendra que de (M, ¢pr),
ce qui autorisera a le noter F(M, ¢pr). Grace a (7), F sera un foncteur de
la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables vers celle des
D,.(B, I)-modules libres. Par recollement on obtiendra alors un foncteur F de
la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I vers celle des D, (B, I)-
modules qui sont libres localement pour la topologie de Zariski sur Spec B.

Pour i € {1,2} on note ¢5; = (2 — 7)(dz;) " € Hompgp(M;, "M;). On
voudrait poser

—1 n—1y_1
f(M27¢M2),(M1,¢M1)(f) = (Z — 7T) (z — 74 )

7_n71 n Py 7.7L71
¢M2"’ ¢M2 (f) ¢Ml "‘¢M1 (8)
mais le sens de cette expression n’est pas immédiat. Aprés une construction

préliminaire nous poserons ]:?1\72@1;72), (M17¢M1)( f) = f et pour m € N*,

Fi () = (z—m) o (z =m0 )

Ma2,¢57 (M7,

%72---Tm_2¢]\727m_1(¢1\727f¢M1 — (2= w)f)f”‘%ﬁl...m 9)
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apres avoir donné un sens au membre de droite a 'aide de € et en utilisant le
fait que ¢z "fYg; — (2 — ) f est & coefficients dans /. Nous poserons alors

n

f(M2,¢M2),(M1,¢MI)(f) - Z%Z@MQ)v(Ml@ﬁl)(f)‘

m=0

Nous vérifierons dans le lemme 5.8 que F, (VFa.yz, ). (T, %71)( f) ne dépend pas du

choix de f et nous établirons ses propriétés dans le lemme 5.9. La construction
du foncteur F sera alors achevée et celle de D sera une simple formalité.

Pour tout m € N, nous définissons €, : [ — D, (B, ) en posant

en(r) = (1= D)1= Ty (1= Ty @™ (10)

pour x € I. Pour x € I on a donc

(z—=7)(z =7 ...(2 = 77 ey (x) = 29"

za"
o

la donnée supplémentaire de (B, 3, ) vérifiant la condition (5)), 8("(em(z))) €
m—+1

Remarque. Pour x € I, ¢,,(x) joue donc le role de o - Donc (avec

q
(Wfﬂq)j.v..(ﬂ'qum+1)
Cela n’est pas surprenant, car des logarithmes apparaissent dans [HG94]. On
aurait pu définir une O® B-algébre par les générateurs em () pour m € N et
x € I, vérifiant certaines relations, mais comme €,,(z) s’exprime simplement
par (10) en termes de T et €(z), il nous a semblé plus économique de définir
D, (B,I) al'aide des générateurs T et e(x) pour x € I.

Soit m € N. On a €,,(bz) = 07" ¢,,(x) pour b € B et x € I, donc on étend
€m par linéarité en un morphisme de O® B-modules

m T (ORI) — Dy(B, )

en posant &,(™"(a ® x)) = aen(z) pour a € O et 2 € I. Pour x € 7 (OR1)
on a

B joue le role de qui est un coefficient d’une série logarithme.

(z=7)(z = 7D)...(2 = 77 )ép(x) = 7™ ()

otl 7™ désigne ici le composé des trois morphismes O® B-linéaires ™"(OR1) —

Tm

™(O®B) —» OB — D, (B, I). Ces morphismes (et d’autres qui nous ser-
viront ensuite) proviennent du diagramme commutatif de morphismes OR B-
linéaires
1ORI) — T(ORB) — ™D,(B,I)
17 Es 17 (11)
ORI C OB — D,(B,I)
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ot 7 : (ORB) 5 OB envoie (a®b) sur a@b?, et 7 : "D (B, 1) — D, (B, )
envoie "(Z) sur = et pour z € I envoie "(e(x)) sur z7 'e(x) = 247 'e(z)?. On
note que pour tout z € OB, on a 7(x) = (1QFr)(z) € ORB.

Pour m>nonace¢, =0eté, =0.

Soient P et Q des ORB-modules libres localement pour la topologie de
Zariski de Spec B et u € Hompzp(P, Q) ®pzp ORI. Pour tout m € N,

comme &, : "(ORI) — D, (B, 1) est OR B-linéaire, on définit
(" 1) € Hom(""P,”"Q) ®pz5 Dn(B, 1)

sans ambiguité comme l'image de ""u € Hompg5(""P, " Q) ®pzp ™ (OR1)
par ldyoy,-mprmg) ®ogp €m- Pour m >0 on a

m

) ="(Ema (" 1)) (12)

dans Hom (™" P, 7" Q) ®pz5Dn(B, I), out le membre de droite est implicitement
I’extension des scalaires par le morphisme O® B-linéaire 7 : "D, (B,I) —
D, (B, I) qui figure dans le diagramme (11). Pour m > 0 on a aussi

(Z - 7T)ém(T

m

(2 =77 (" 1) = Emr (T 1) (13)
dans Hom(™"P,"™"Q) ®pzp Dn(B,I), o lexpression ™y figurant dans le
membre de droite est implicitement ’extension des scalaires par le morphisme
O®B-linéaire 7" (1) de T(ORI) = " ((ORI)) vers ™" (OR1).

Maintenant nous sommes outillés pour donner un sens aux formules heu-
ristiques (8) et (9). Soit f : M; — My un morphisme de @& B-modules qui
releve f. On pose

0 —
fMQ(Z)M)(Ml(bM )(f)_f

et pour m € N*|
Fi o)

M2 ¢M2) (M17¢M1)

2

— oy, b (T 0 P, — G- mD) " gty (19)
= oy, OxEnt (7 0 T - Fom)) " Vit (15)
= ox7, " OxEna (7 (P, — v D)) i (16)

€ Hompgp(M1, M) ®pzp Du(B, ).

Parmi ces trois formules nous privilégierons (15) car cela est préférable en
vue d'un complément donné a la fin de ce paragraphe.
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On note que f(M2 b1, (M17¢M1)(f)

Pour tout m € N on a
_ — (70 £ m ~ f
(Z 7'(-)(2 n )<FM2 ¢M ) (Ml d)]w )(f) T + F(M27¢M2)’(M17¢]\71)(f)>
= o5, 0w (D Vi

ce qui justifie I'intérét de la notation suivante :

=0 pour m > n.

F(M27¢]\/[ ) Ml ¢]wl Z M2 ¢M ) M1 ¢]M )(f>

Lemme 5.8 Le morphisme de D, (B, I)-modules
f(zT/['Q,quQ),(Ml,(z)Ml)(f) : My ®pgp Dn(B, 1) — M2 Q@pzp Dn(B, 1)

défini par (17) ne dépend pas du choix du relévement ]7

Démonstration. Soit fvﬁ un autre relévement de f et
K € Homgsp(My, My) ® gz OB
tel que fﬂ = f+ K. Pour tout m € N* on a
enr (70w, T~ Pom)) —ens (7 (05, 7F - Fom,) )
= e ("7 (05, K — Kog))
= Tm_1¢]\72€m71(TmK) - ém—l(Tm_lK)Tm_1¢g\71
Grace a (13) on a &,_1(T'K) = (z — 77")&, (T"K), d’o, en utilisant (15),

Ftos o))~ Flity o Wty ) () = Hon = Haoa

ou l'on a posé
m Tmfl o m T'mfl
Hm = (Z — 7Tq )¢]\~42 ¢A726m( K) wﬁl"'¢ﬂ71'
Comme

0 'Vﬁ 0 - _ _ B . _
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et comme H, = 0 on a bien montré

— — — T — i
f(M27¢ﬁ2)7(M1,¢M1)(f) - ‘/T(M27¢ﬁ2)7(M1,¢M1)(f )-

OJ

Grace au lemme précédent, on peut définir F (WTaogy, ) (Mg )( f) comme
Pary

f(M2,¢M2),(M17¢M1

f on a donc

)( f ) pour tout relévement f de f. Pour tout relévement f de

F o) (g ) ) = 2 F (g 0105y 0 ) (18)

m=0

Lemme 5.9 Le morphisme .7: (f) défini ci-dessus vérifie

7¢ ) (M17¢M1)

¢j\‘/[’2 o TF(M27¢M2)1(M17¢M1)(f) = F(M%QSMQ)’(MI’(bﬁl)(f) o QS]'\ZI (19)

et Tf(M b5, ), (Mlﬂﬁﬂl)(f) w ?/JM (M2 $ 3, ), (M17¢M1)(f)' (20)

De plus la réduction modulo J, de Fip, o ) 37, . )(f) est égale a f @ogzp/1
M k)

Idp, (B,1)/7,- Enfin, si (Ms, par,) est un troisieme chtouca local minuscule sur

B/I relevable, (M3, ¢57,) un relevement de (Ms, ¢ar,) €t g un morphisme de
chtoucas locaux de (Ma, dar,) vers (Ms, dar), on a

F(M3,¢M3)7(M2,¢M )( g)e :FMQ,QSM )(Mlad)ﬁl)(f) - F(M3,¢M3),(Mh¢ﬁl)(g ° f)-
(21)

Dans les membres de gauche des égalités (19) et (20) on a utilisé implicite-
ment I’extension des scalaires par le morphisme O® B-linéaire 7 : "D, (B, I) —
D, (B, I) introduit précédemment (comme dans (12)). La derniére assertion
du lemme est la plus importante, car (21) montre que F est bien défini par
(6) et est un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/
relevables vers la catégorie des D, (B, I)-modules libres. La preuve de (21)
est calculatoire car on ne sait pas caractériser gz o ) a7 4 (f) par une
Mo My

propriété. En tous cas les deux premiéres assertions du lemme ne caracté-
risent pas F 7 ~ . (f) de maniére unique. En effet il peut exister
(M, iz, ) (Misbyz,)

des éléments non nuls y € J, tels que (z — m)y et 7("y) soient nuls dans
D, (B, I), comme on le voit en prenant y = €(m)e(z) dans les notations de
I’exemple 5.7.
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Démonstration. Soit f un relévement de f. Soit m € N*. Grace a (12) et
(15) on obtient

O, T (a7, ) s )
= ¢A72---7m1¢1727(€m—1 (Tmf (65,7 — 1 ¢A71)>)Tm¢m~-%m
— (2 = Mo Bir,Em (T”(%j— f%l))””@% S
B fﬁﬂi,las%),(%,%)(f)%f
De plus

S5t T it (o) () = o, f = (05,7T = Fom,) + fom,
(z—m eo(qu;f fosm) + Fosr, = éo(om,f — fom )5 é31, + Foim,
= (B0 D+ i 00 (D) 0

Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m € N on a

00 (5 1000 7) = (5 0100y P 2

De la méme fagon (en utilisant (16) au lieu de (15)) on montre que pour tout
m € Non a

M¢

m+1

T<ZFéﬁ27¢ﬁ2)v(ﬁlv¢ﬁl)(f)>¢ﬁz =¥, ( > Ffﬁz,qsﬁz),(ﬁl,ml)(f»‘ (23)
1=0 1=0

Les équations (19) et (20) résultent immédiatement de (22) et (23) en prenant
m=n.

La deuxiéme assertion du lemme est claire car }—(7;\142 b5,)7Ts ¢M1)(f ) ap-

partient a HomO®B(A71, M) ®oap Jn Pour tout m € N*.
Il reste & montrer (21). Soient f et g des relévements de f et g.
Pour m > 0 on a par définition, grace a (15),

fMS ¢M3 M2 ¢M2 <Z (MZ ¢>]\,]2 Ml d)jwl)(f))

= 5z, ¢M3ém—1<T (05,79~ ggbf‘%))

m

m—1 ~ . l~ 7 f
wMQ z/}Mz ( ; f(M2,¢M2)7(M1’¢M1)(f>)
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Or il résulte de (23) que

1/)M2 wMQ < Z M2,¢M2),(M1,¢Ml)(.f~>>
_ T JT(OMZ ¢M ), (M17¢M1)<f) w]'\}[’2wﬁ2 — Tm(f)rmflwﬁj_,wﬁj

On en déduit

m l i
; f(ﬁ37¢ﬁ3)7(ﬂ2a¢1\/]2)< )f(MQ ¢)]\/j ) (Ml»qsﬂl)(f)

Tm72 o Tmfl T~ ~ Tm Py Tmfl
= ox, " e (7 (05,75 — G0w,) )
Tm—2 > rm—1 TTE 7\ \rm1
= Qi ¢M36m—1< (052,79 — 90w, f)) V- Var, -
Pour m > 0 on a par définition, grace a (15),

m—1
1 ~
(0 50500 @) Pl )

m—1
- ( ZX(; f(lﬁ?n%%),(ﬁm%%)(g)) ¢M2"'Tm_2¢1\72
€n—1 (Tw(%ff ~f %1))”71%%---@/)%

Or il résulte de (22) que

(Z s o) 0”0,

Tm=2 T
= Oty ¢M2 MS 51, (M2.657.) ( )= 9 (9)
d’ott pour m € N*,

Z (M3 ¢M M2,¢M2)(§)"TZ\L/[2 ) (M1 ¢M )(f)
= b5z, Oa, (@)Em (Tm_l(qbﬁjf —~ fqu))”‘lwm..w%
= 57,7 O3, Em (Tm*l(ﬁmjf - @“faﬁm))”"lwm..wm
Comme
(67,79F = 905,7T) + (G5, — 9ésr,) = 05,7 @S) - 9f o,
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on déduit de (24) et (25) et de la formule (15) appliquée a ﬁf que pour tout
m € N,

m ~7\ n_ N ~ l~ N
(M37¢M3)’(M1»¢Ml)<gf) o ; %3@173)7(1\/12@1%)(9>F(M2,¢)q2),(M17¢>1\71)<f)

m—1
! -
+ ; f(ﬁg’d)ﬂ?))’(ﬁ%d)ﬁz)(@%2’¢M2)7(M17¢M1)(f> (26)
et (21) en résulte aussitot. -

Remarque. La légére dissymétrie de la démonstration de (21) vient du choix
de la décomposition

{0,...,m}*\ {0,....,m — 1}* = {m} x {0,...,m} U {0,....,m — 1} x {m}.

On aurait pu choisir la décomposition {m} x {0,...,m —1}U{0, ..., m} x {m}
et utiliser (16) plutot que (15) dans les calculs.

On a donc construit, pour toute O-algebre B ou l'image de 7 est nilpo-
tente, tout idéal I de B et tout n € N*, un foncteur F de la catégorie des
chtoucas locaux minuscules sur B/I vers la catégorie des D, (B, I)-modules
libres localement pour la topologie de Zariski sur Spec B. Voici maintenant
la construction de D : pour tout chtouca local minuscule (M, ¢y) sur A
on définit un O-cristal D(M, ¢ps) sur A en posant, pour tout A-objet test
(B,1,s,B,3,7) et pour tout entier n tel que la condition (5) soit vérifice,

(D<M7 ¢M))(Ba[7873767 ’7) = T<F(M7 ¢M)B/I) ®7Dn(B,I) B

ou F dépend de n, B,I et ou le produit tensoriel utilise le morphisme de
O B-algebres ¢ : D, (B, 1) — B construit précédemment a partir de la don-
néeden, B, I, (B, B,7). On vérifie facilement que (]D)(M, (;SM)) (B, 1,s, B, 3, v)
ne dépend pas du choix de l'entier n et que D(M, ¢ps) est un O-cristal. On
vérifie enfin que D est un foncteur.

Démonstration de la proposition 5.6. On vérifie immédiatement que D
est compatible aux images inverses. Enfin si 7 = 0 dans A, ("M, ¢y) est
un chtouca local minuscule sur A et ¢, est une isogénie de ("M, 7¢ys) vers
(M, ¢ar) donc par fonctorialité de D, D(M, ¢ar) est un F-cristal. Cela termine
la preuve de la proposition 5.6. 0

Remarque. Pour récapituler, lorsque (M, ¢,,) est un chtouca local minus-

cule sur A, (B, 1, s, B, 3, 7) est un A-objet test et (M, ¢77) est un relévement
de (M, ¢n) )1, on a posé

(D(M, ¢a1)) (B, 1,5, B, 3,7) = (M/(z —7)M) ®3 B="M @pzp B
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(ott le morphisme O®B — B est donné par a®b — aB(b)). Si (Ml,gzﬁm)
et (]T/[/Q,@%) sont deux relevements de (M, ¢n)p/r et n € N* est tel que
la condition (5) soit vérifiée, on a identifié M, ®oaB B a "M, ®osB B par
I'image de

T<]: (MQ,WQ),(MI@%)(M)) € Hompg 3("M1, "M2) @0z (DPu(B, 1))

dans Hom(g@B(T]TJl, T]TJQ) Roan B par 4.

La proposition suivante énonce que D est compatible & la dualité de Car-
tier. Soit (M, ¢s) un chtouca local minuscule sur A. On note ¥y, = (z—7)dy,}
et M* = Hompg, (M, 0RA). Alors (M*,*y,) est aussi un chtouca local mi-
nuscule sur A, que l'on doit considérer comme le dual de Cartier de (M, ¢yy)
(si on normalise la dualité de Cartier par le choix de (O®A, (z — 7)) comme
chtouca local “de Lubin-Tate”). On remarque que ¥y~ = ‘¢, autrement dit
la dualité de Cartier permute ¢ et .

Proposition 5.10 Le O-cristal D(M*, y) s’identifie au dual du O-cristal
D(M, éur) de fagon fonctorielle par rapport a (M, ¢ar). Autrement dit pour
tout A-objet test (B,1,s, B, 3,7),

(D<M*7t¢M))(B7]75737677> = HomB((D(M7¢M))(B7]73737677>7B)'

Démonstration. Cela résulte immeédiatement du fait que la construction de
D est symétrique en ¢ et 1. O

La fin de ce paragraphe peut étre sautée en premiére lecture.

5.3 Un point de vue complémentaire sur la construction
du foncteur de Dieudonné

Soit B une (-algébre ot I'image de 7 est nilpotente et I un idéal de
B. Soit n € N*. On se replace dans le cadre de la construction du foncteur
i La formule (16) montre que pour z € M, ‘F(Mz,d>]\72),(1\71,¢1\71)(f)<x) €
My @ D, (B,I) est de la forme ay + qb%éo(al) + qu\/y;(/zﬁ%él(ag) + ... avec

ag € My, a1 € "My ® (ORI), ay € M, ® (OXI)... (tous les produits
tensoriels sont sur O®B). Explicitement on a

ag = fr et an, = Tm_l(waﬂl — zﬁ%f)m_%ﬁl..wmx pour m > 0.
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Soit (M, ¢37) un chouca local sur B relevant (M, ¢y). Heuristiquement
on veut définir un O®B-module G (]Téf , ¢77) comme l'ensemble des sommes
infinies
G2

—e )

avec ag € M, a; € "M @ (ORI), ay € "M @ (ORI), ... On formalise ceci en
définissant G(M, ¢5;) comme le conoyau de I'application

CL0+¢M +¢MT¢M( (27)

=[] " MeT0&) - Me [[ "Me™ (08

meN meN*

donnée par la matrice indexée par N x N

1 0 0 0
—y 1 0 0
0 -7y 1 0
0 0 =Ty 1

ot les 1 sur la diagonale sont en fait 'inclusion M® (ORI) — M et

m—1

1™ 7: "M (ORI) — "M ® ™ ORI) pour m > 0

et les termes sous-diagonaux sont en fait

R E "M @ T(ORI) — M @ T(OR1) pour m > 0.
On a un morphisme w57 o) (M b7r) — M&D, (B,I) qui a (ag, a1, as, ...)
associe ag + ¢M2eo(a1) + ¢M2 "Oi,€1(a2) + ... On a vu ci-dessus que
F(Mz,¢ﬁ2),(ﬁl,¢]gl)(f) M, — My ® D,(B, 1) se factorise par U, 25, En
fait on a un morphisme de O B-modules

g(M2,¢M2),(M1,¢M1)<f) : g<MI7 Qb]le) — Q(M;, qb]%)

compatible & la composition, et tel que le diagramme suivant soit commutatif

~ Itz.05 )57 ) ) ~
g(Mlv ¢M1) - g(M27 ¢]T/[})
l U(Mhd)j\jl) l U(Mm%\%) (28>
—~ F (W0 ¢5r, ) (M1 ¢Ml>(f) —~
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Heuristiquement, pour que (28) soit commutatif et d’aprés (16),
g(1\72,¢ﬁ2),(1\71,¢]\71)(f) doit agir par
T(Tf¢Ml - 1/1M2f>¢ﬁl

(z - Mz — )

F=f+ézm f%%__fmf + O3, O, +.. (29

Par un calcul analogue a la preuve de (19) on a F¢gy; = ¢ "F. Donc
Q(MZ’Qﬁ%)’(m’d}%)(f) doit envoyer la somme (27) sur

TF(Zl - T2FCL2
Fao + ¢M2ZT + ¢M2 ¢Mz (

T z—m)(z —m9)

que l'on développe en utilisant (29). On définit donc g(M2,¢M2),(A71,¢M1)<f) par
passage au quotient & I’aide du diagramme commutatif
[Len My ® T(OR]) — [Ten "My @ T (OR])
_ F o, _ L Ty,
m m—1 ~ m m—1 ~
Ml @ HmEN* ! Ml ® T (O®I> - M2 EB HmEN* T M2 ® i (O®I)
ou la ligne du dessus est donnée par la matrice diagonale indexée par N x N

dont les coefficients sont f,7f, T f,... et ou la ligne du dessous est donnée par
la matrice indexée par N x N

7 0 0
s — b, S f 0
Tfbw, — i, s, — Ui ) ~f
fw — Y Dt T — Y DY T, — Y )

(30)
On montre facilement que le morphisme ainsi défini ne dépend pas du choix
de f. Un calcul mécanique montre qu’il est compatible a la composition. Il en
résulte que G(M, ¢37) dépend seulement du chtouca local (M, ¢pr) sur B/I,

et de fagon fonctorielle. La commutativité du diagramme (28) est justifiée
par un calcul dont I'heuristique a été donnée ci-dessus (en utilisant (15) et

(19)).

5.4 Comparaison avec la construction de Messing

Nous allons comparer notre construction avec celle de Messing [Mes72)].
D’aprés [And87], la théorie de I'extension vectorielle universelle se transpose
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en égales caractéristiques. En fait tous les arguments de [Mes72| se trans-
crivent facilement en termes de modules de coordonnées. Nous donnerons
des démonstrations indépendantes plus naturelles dans notre contexte. Soit
B une O-algébre ou I'image de 7 est nilpotente, (M, ¢y) un chtouca local
minuscule sur B et GG le O-module divisible qui lui est associé. On rappelle
que G = lim G, avec G,, = Gr(M/z"M) et M/z"M = Homp, (Gy, G,) (cf
la proposition 0.3). On rappelle d’aprés [Gen96| que lorsque H est un O-
module (limite inductive de sous-O-modules de 7-torsion), son module de
coordonnées ‘H = Hompg, (H,G,) est muni d’une action de O®B provenant
de 'action de O sur H et de celle de B sur G, par homothéties, et que le Fro-
benius "H — ‘H provient du morphisme de Frobenius x — 2% de G,. Si en fait
l'action de O est stricte (voir [Fal02]), d’aprés le paragraphe 3.2 de [Abr06]
celle-ci induit un morphisme 1y : H — "H vérifiant ¢pthy = (z — 7)Idy et
Yupr = (2 — m)ldwmy.

Suivant Grothendieck, pour tout B-module localement libre N on note
V(N) = Spec (,,cy Sym"N) I'espace total de N*. On le munit de I’action de
O par homothéties et on appelle O-module vectoriel un O-module de cette
forme. Le module de coordonnées V(N) de V(N) est Homg, (V(N),G,) =
@D,.cn ™ N, ot la structure de O® B-module sur N vient du morphisme OB —
B qui envoie z sur m. On note que N C @, y" N est formé des mor-
phismes linéaires de V(N) dans G,. De plus ¢y (ag, ay,...) = (0, ap, ay,...) et
Uy(ag,ar,...) = ((z—m)ay, (z—m)as, ...) de sorte que Keryy, contient la partie
linéaire N.

On appelle extension vectorielle de G par un O-module vectoriel V' =
V(N) un O-module de la forme F = lim £, ot E,, est une extension de Gy,
par V dans la catégorie des schémas en groupes H avec Verschiebung nul
munis d’une action de O qui induit sur Lie*(H) 'action par homothéties (ou
plutdt, pour étre précis, munis d’une action stricte de O [Fal02]). On définit
le module de coordonnées & de £ comme & = lim Homp, (Ey, G,). On a alors
une suite exacte '

0—MLE—V(NN)—O.

On note &, l'image inverse de la partie linéaire N C V(N) dans cette suite
exacte de sorte que & est un sous O®B-module de £. On remarque que
Ve(Ein) C ™ <L, 7€ et on note Ve, Ein — ™M la restriction de ¢g & Ejy.
Le foncteur contravariant qui & F associe £ est une équivalence de la caté-
gorie des extensions vectorielles de G vers la catégorie Ext des (N, &, dg, ¢)
ot N est un B-module localement libre et (€, ¢¢,1)¢) est une extension de
(V(N), ¢y, y) par (M, ¢, 1n) dans la catégorie des (H, ¢, ¥p) ot H est
un ORB-module et ¢y, : "H — H et ¢y : H — "H sont tels que ¢ppthy = z—m
et Yoy = z — m. Pour montrer que ce foncteur est une équivalence de caté-
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gories on utilise le paragraphe 3.2 de [Abr06|. Le foncteur inverse est obtenu

en généralisant un peu le foncteur Gr de I'introduction. Pour tout n € N on
note (£/2"M)* = Hompg(E/2"M, B) et alors

E, =Ker("¢s — 0g/smmryspec s : (E/2"M)* — a*((E/2"M)*)).

Soit Extyy, la catégorie des (IV, Ejin, Yrin) o N est un B-module localement
libre (considéré comme O& B-module grace au morphisme OB — B qui
envoie z sur 7), &, est une extension 0 — M M e — N — 0 dans la
catégorie des ORB-modules et Y, : Ewm — "M est tel que Yinjin = Uar :
M — ™M et que (z —7) = JjindmWUiin : Ein — Ein. Le foncteur de Ext
dans Extyy, qui & (N, E, de,e) associe (N, Ein, ) est une équivalence de
catégories. En effet dans les notations précédentes, le morphisme

glin NP 7—glin SP) 7—2glin b..— g
(a1, a2, a;s...) — ar + ¢s(az) + "deps(as)

est surjectif (puisque ¢y agit sur V(N) = @, " NV par le décalage a droite)
et la relation ¢¢"Jiin = Jin@n fournit des générateurs évidents pour son noyau.
On a donc un isomorphisme canonique entre £ et le conoyau de I’application

Qv D

neN* neN*
(b, b, bs, ...) = ((Gin®nr)b1, = Timbr + Gin®ar Vb2, = Jimba + 7 (in®ar )b, -..).

Le morphisme ¢¢ : '€ — £ est induit par le morphisme de complexes donné
par les applications

P M- P M, (a1,02,0a5,...) — (0,01, 05, ...) (31)

neN* neN*
et P — P G (a1,a2.03,..) = (0ar,a5,..)  (32)
neN* neN*

et g : &€ — 7€ est induit par le morphisme de complexes donné par les
applications

@ TnM - Tn+1M
neN* neN*
(ay,a9,as,...) — ((z — m)ag, (z — m)as, ...) (33)
et @ Tn_lglin - @ Tnglin
neN* neN*

(ay,a9,as,...) — ("intin(a1) + (z — mag, (z — 7as, ...). (34)
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Ces formules fournissent un foncteur quasi-inverse (la relation (z — 7) =
Jin@rin garantit que g = (2 — )).

D’autre part pour (N, i, Yin) dans Extyyn, Y, : & — ™M passe au
quotient et fournit un morphisme v de N = &y, /jiin(M) vers "M /iy (M).
On a donc un foncteur de Exty, dans la catégorie des couples (N, u) o N est
un B-module localement libre et v est un morphisme B-linéaire de N dans
"M /1p(M). Ce foncteur est une équivalence de catégories et un foncteur
quasi-inverse envoie (N, u) sur (N, &y, Yrin) avec

Ein = {(z,y) € N ® ™M, u(r) =y mod ¢ (M)},
Yin(z,y) =y et Jin(r) = (0,9n(x)).

Enfin la catégorie des couples (IV, u) comme ci-dessus admet ("M /1y (M), 1d)
comme objet final. La catégorie £xty, admet donc comme objet final

("M [Yar (M), Ein (M, dar), iin) avec Ein(M, dar) = "M, jiin = Y et i =
Id-p;. Par conséquent la catégorie £zt admet comme objet final

("M /Yar (M), E(M, prr), de,be) ott E(M, ¢par) est le conoyau de 'application

@ M — @ ™M

neN* neN*
(bla b?a b3a ) = ((Z - W)bb _Twal + (Z - ﬂ_q)b% _Tszb2 + (Z - qu)bi% )

D’aprés (31) et (32), ¢g : "E(M, par) — E(M, ¢pr) est induit par le morphisme
de complexes donné par les applications
(ay,as,as,...) — (0,aq,as, ...) sur la source et
et (a1, as,as,...) — (0,a1,as,...) sur le but.
D’apres (33) et (34), e : E(M, ppr) — "E(M, ¢ar) est induit par le morphisme
de complexes donné par les applications
(a1,as9,as,...) — ((z — m)ag, (z — m)ag, ...) sur la source et
(ay,a9,as,...) — ("pr(ar) + (2 — m)ag, (2 — m)ag, ...) sur le but.
On a bien ¢gtpe = (z — 7) et Yepe = (z — m).
Il existe donc une extension vectorielle universelle 0 — V(G) — E(G) —
G — 0, telle que toute extension vectorielle 0 — V — E — G — 0 soit
son image directe par un unique morphisme V(G) — V. Le module de co-
ordonnées de E(G) est E(M, ¢pr). Le dual de lalgebre de Lie de E(G) est
E(M,pr)/ps("E(M, dar)) qui s'identifie canoniquement a "M /(z — 7)™M par

(ay,as,...) — ay mod (z—m)"™M. La suite exacte 0 — V(G) — E(G) - G —
0 correspond a une suite exacte

0— M™% (M, ¢rr) ™ V(M, ¢ar) — 0
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ot jar(m) = (¥ar(m),0,0,...). Onrappelle que V(M, ¢ar) = @B, ™ (M /p(M))
avec ¢y : V(M, ) — V(M, ¢p) agissant par décalage a droite. Heuristi-
quement on peut considérer £(M, ¢pr) comme I'ensemble des sommes finies

ay a2 as

+ énmOm + (bMTqﬁMTQ(bM + ... avec a; € M. (35)

2
Z—T z — i z —m4

dm

Supposons maintenant que I est un idéal de B muni de puissances di-
visées nilpotentes v au sens de Grothendieck et Berthelot, comme dans la
définition 6.1. Pour tout n € N, on définit ~, : I — I en posant

V() = (ﬂ—qn_q

n—1

)7L (7" =1)"Yyo...oy(x) (oit ¥ est appliqué n fois).

27"
nd" —ra™ Y (™

Donc 7o(x) = x et v,(z) joue le role de ( - Pour tout n € N,

on définit aussi A\, : I — I en posant
An(@) = (1 =70 ) (1 =70 ) g@ ety 6oy (2)

(on 7 est appliqué n fois) de sorte que A\o(z) = = et \,(x) joue le role de

La série exp(z) = >, ey n(2) est analogue a exponentielle Y- 27, de la
méme fagon que la série log(x) = Y . An() est analogue au logarithme.
Plus précisément soit LT le O-module formel de Lubin-Tate, qui est égal
a G, comme groupe formel avec action de F, et sur lequel m# € O agit par
x — mz + 2% En d’autres termes LT est le O-module formel associé au

chtouca local (O®B, z — 7). Alors
log : Ker(LT(B) — LT(B/I)) — Ker(G4(B) — Go(B/1))
et exp: Ker(G,(B) — G,(B/I)) — Ker(LT(B) — LT(B/I))

sont O-linéaires.
Transposons en termes de modules de coordonnées I'analogue en égales
caractéristiques de [Mes72]. Par O-linéarité on étend 7, et A, en

5 T(ORI) — ORI et A, : T(ORI) — ORI

Si H est un O®B-module, ¢y : "H — H et 9y : H — "H sont des mor-
phismes O® B-linéaires vérifiant ¢pthy = 2 — m et Yoy = z — , et si
N est B-module localement libre, on appelle exponentielle un morphisme
n:H—V(N)=@,n" N de la forme

n(w) = (O0(), 51 (0 (W), 52O rtbn()), ),
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oud:H/dn("TH) — N ®p I est arbitraire (on remarque que n¢y = ¢y et
by = Yy1 et que 1 est OR B-linéaire).

Soit f : (M, ¢ar,) — (Ms, ¢pr,) un morphisme de chtoucas locaux minus-
cules sur B/I, et (]T/[/l,%“jl) et (]Tjg,(ﬁ%) des relévements a B. Il existe un

unique morphisme de @& B-modules
E g, oy ) ) 1 €M, 057,) — E(Mo, fry,)

verifiant ¢g°€ 57, b5 T 57 \(f) = E(MM)M ). (b7 (f)oe, relevant le mor-
phisme induit par f modulo I, et determlne de maniére unique par la condi-
tion suivante : pour tout morphisme de B-modules h : "M; /¢ (Ml)

M,/ ¢]\72(M2) dont la réduction modulo I est "f, le morphisme
PR O iy, ) (g ) ()= (B s Jopyg, = E(My, 65) — €D 7 (Ma/ (M)
neN
est une exponentielle. Nous donnerons plus loin une formule pour
E (W50, (s 05, ().
Pour tout relévement (M, ¢ 77) on a une application £ 37 G G(M, ¢ ) —

& (M , ¢37) telle que le diagramme suivant soit commutatif

Q<M2,¢M2>,(ﬁ1,¢ﬁ ()

g(M17 ¢Ml) - ' g(M27 QS]’\‘/[;)
l /{(Ml,dnql) l R(Mm%%) (36)
N Edty o o) D
8<M17 ¢Ml) - €(M27 ¢M2)
Heuristiquement K3 doit envoyer une somme infinie
a9 r NTQ . as
a0+¢M _'_(bM d’M( 7T)(Z—7Tq)+¢M Pr ¢M(2—W)(z—ﬁq)(z—wq2)+m

avec ag € ]\7, a € M® (O@I), as € "M ® (O®I), ... sur une somme finie

by i~

+ o5 Orr

Comme a, 4 = (79" — an_l)...(ﬂqn - W)’?n(a;n_i'_l) les puissances divisées au
sens de Grothendieck et Berthelot fournissent exactement les puissances de
T nécessaires pour effectuer la décomposition en éléments simples. Soient
ten € O pour 0 < k < n tels que

(74" — 7). (79" —T) N M
n - k*
(z —7)(z —7m9)..(2 — m9") =z —mi
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On note désormais py, l'image de p, dans B. On a p,, = 1 et grace a
I’hypothése que 7 est nilpotent dans B, py, = 0 si n — k est assez grand.
Pour x € "(ORI) on a pg Y (r) = \,(z) et plus généralement i, 9, (x) =

Ve (An(2)).
On définit alors R(iTp) PA H(M7¢M)<a0, aiy,...) = (b1, be,...) avec

by = ¥iz(ao) + a1 + Bip(M(az)) + G5 dir(Aalas)) + .o,
by =% <a2 + TQQb]\'}j(;\l (a3)) + T2¢M73¢M<5\2(a4)) + >,

Pour simplifier on note H = Tﬂle — @bﬁzf: Ml — TMQ ® (O@I). La formule

N N ) f2-,
pour 5( Wbz, (Vb7 ) (f) s’obtient heuristiquement en notant F' comme dans

(29), en écrivant que 8(1\72’¢M2)7(M1:¢M1)(f) envoie la somme (35) sur
a2
z —mi

T ay T T2
O, Fo—— O Oa F
H “H 52 ) a

q T TngzT qb]T/fz (Z _ Wq)(z — 71-612)

z —

= 91, (TfﬂL 5,

Z =T

r 27 72 T2H (05}

+o17, %71( f+7m — 7t ) P

puis en transformant "H en (74 — 74 ")...(7¢ — 7)%("H) et en utilisant
les puissances de 7 dans cette derniére expression pour décomposer les frac-
tions en éléments simples de fagon & obtenir une expression de la forme (35).

Explicitement 5(1\72, o320, ¢A71)( f) s’obtient par passage au quotient de l'ap-

plication @, .. "My — @, oy 7"My donnée par la matrice
F4+ A 0 0
N(H + Agr)) Tf+A) 0
Vo("(H + Mg )V gr, G ((H + Agr)) 7 Cf +A)

ot A =65 M(H) + 57 d5r Ne(TH) Wiz, + o My — My @ (OBI).

La commutativité des diagrammes (28) et (36) montre la compatibilité entre
notre construction du O-cristal associé & un chtouca local minuscule et la
construction analogue & celle de [Mes72| en égales caractéristiques. Contrai-
rement aux coefficients non-diagonaux de la matrice ci-dessus (qui utilisent
vraiment les puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot), le co-
efficient Tf—{—A en haut a gauche a les mémes dénominateurs qu’un logarithme
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(et n’utilise donc que les puissances divisées au sens de Honda et Gross-
Hopkins). Le dual de ’algébre de Lie de I'extension vectorielle universelle est
EM, ¢37)/pe("E(M, ¢p37)) = "M /(2 —m)™M pour tout relévement (M, d7) et

laction de &+ sur ce quotient s’obtient en évaluant 7f + A

(Mz.057, )(Ml,%)(f)

en z = . Cest aussi I’évaluation en z = 7 de "F avec F' comme dans (29),

et comme F' est aussi la formule pour F37 o g7, . )(f) par (16) et (17),
Moy ’

on retrouve d’'une autre maniére la compatlblhte entre notre construction
du O-cristal et la construction analogue en égales caractéristiques a celle
de [Mes72].

5.5 Un procédé de calcul plus souple pour le foncteur
de Dieudonné

Nous allons assouplir la construction du foncteur F de telle sorte que
I'isomorphisme F (M, ¢rr) ~ M ®@pgpDn(B,I) de (6) ait encore lieu pour des
relévements qui ne sont plus nécessairement des chtoucas locaux minuscules
sur B, plus pre(nsement pour les (M (bM) tels que M est un O®B-module
libre relevant M et qu . ™M — M un morphisme de O®B modules relevant
¢ (mais ng(TM) ne contient pas forcément (z — 7)M). De tels objets n’ont
pas d’analogues connus en inégales caractéristiques. Cet assouplissement nous
sera utile au paragraphe 10.

Soit B une O-algébre ou I'image de 7 est nilpotente, I un idéal de B et
n € N*. Soit f : (My, ¢pr,) — (Ma, ¢pr,) un morphisme de chtoucas locaux
minuscules sur B/I. On rappelle que si (Ml,gbﬁl) et (Ml,(bﬁl) sont des
chtoucas locaux minuscules sur B qui relévent (M, ¢y, ) et (Ma, dar, ), on a
défini dans (17) un morphisme de D,,(B, I)-modules

f

(M’Q,Qsﬁz),(ﬁl,,j)ﬂl)(f) : My ®@ozp Dn(B, 1) — My ®pgp Du(B, 1)

qui vérifie le lemme 5.9. Nous allons généraliser cette construction de la fagon
suivante. Si M1 et M2 sont des O® B-modules libres qui relévent M; et M,
et gzﬁM1 : M1 — M et ¢M2 des morphismes de O® B-modules qui relévent
o1, €t g, nous allons définir un morphisme de D, (B, I)-modules

F

Ghiny) (o () My @0z Du(B, 1) = My @0z Da(B, 1)

qui vérifie des propriétés analogues a celle du lemme 5.9 et qui coincide avec

F(M27¢M2)7(M17 Ml)(f) si (M1,¢M1) et (M2,¢M2) sont des chtoucas locaux sur

B (que I'on note alors (Ml,gzﬁﬁl) et (Mg,gzﬁ%)).
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Soit (M, ¢ar) un chtouca local minuscule sur B/I, M un O®B-module

libre relevant M et ¢,; un relevement de ¢j,;. Nous commencons par construire
un morphisme de D,, (B, I)-modules

—~ -1 — —~
(z=m)om ) : M ®pgp Dn(B,I) — M Rpzi Du(B, 1)

qui coincide avec 7 si (M , @\7) = (M , ¢77) est un chtouca local minuscule
sur B.
Soit ¢M M — ™M un relévement de Y. On a

Orthns = (z—m)+ Z, avec Z € EndOQ@B(J\A/[/) Rpzp ORI

Or (z—m)+Z = (z—m)(1 + &(Z)) et 1+ &(Z) est inversible dans
Endp, 5,n(M ®pzp Dn(B, 1)) (car, dans une base de M, é(Z) est une ma-
trice a coefficients nilpotents dans D,,(B, I)). On pose

— -1

0= vu(1+a(2) . (37)

On voit que ¢y = (z — )IdM®@®BDn(B 1)» mais cette relation ne déter-
mine pas en général ¢ de maniére unlque En effet dans les notations de
I'exemple 5.7, en prenant (M qu) (O&B, z — ) et en choisissant U =1
pour le calcul on voit que § = 1, mais que X = 1 + ¢(m)e(x) vérifie aussi la

relation ¢ X = (2 — )IdM®O®B (B
que 6 a de bonnes propriétés.

Cependant le lemme suivant montre

Lemme 5.11 Le morphisme de D, (B, I)-modules
0 : M @pz5 Dn(B,I) — "M @z Du(B, I)

défini par (37) vérifie 9&4 = (z —mld et ne dépend pas du

"M® g3 Dn(B,1)

choiz de 1;;4

Démonstration. Soit Z' € EndO®B( M) ) ®ozn ORI défini par Yurdn =

(z—m)+Z'. En écrivant z/Jqu vy et Oy de deux maniéres différentes
on voit que

2"y = b Z dans Homyz p(M, ™M) ©pzp OD] (38)

et ¢uZ' = Zy dans HomO®B(TM, M) Rezp OBI. (39)
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Comme 7' € EndO®B(TM) ®Rpzp ORI, 1+ &(Z') admet un inverse

—1 —
(1 + éo(Z’)> € Endp, (5.1)("M @0z Du(B, ).
On a
, -1 —
0= (1+a(2)) du (40)
En effet cela équivaut a
%}(1 + ég(Z)> _ (1 + éO(Z')WA} (41)

qui découle de (38) puisque 1hyéo(Z) = (b Z) et éo(Z)0n = éo(Z"ns).

L’égalité gy = (2 — Tr)IdTM@OABD (. qui fait partie de I’énoncé du
® n k)

lemme résulte de (40) et du fait que
Vo =(z—m)+ 2 = (Z—ﬂ')(l —I—éO(Z')>.

Soit maintenant &I/[ﬁ un autre relévement de ¢y, et 2%, 7/ * et 6% construits
a partir de @ﬁ comme Z, Z' et 0 & partir de 1;1\/4 On veut montrer 6% = 6.
On a %ﬁ = Yy + K avec K € Homo@)B(M?TM) Rpzp OBI. D'ou ZF =
Z + ¢p K. D’aprés I'équation analogue a (37) pour 6% et grace a l'égalité
éo(omK) = drréo(K), on a

. — -1
0 = (dar+ K) (1+ @o(2) + oK)
Gréce a (40) on est ramené a montrer
— — -1 N\~

(¢M + K) (1 +&(2) + ¢M€0(K)> = <1 +é&(Z )) Y,

ce qui équivaut a
(1 + éo(Z’)> (Yn + K) = %(1 +&(2) + &Twéo(K))

Cette égalité découle de (41) et du calcul suivant :

(14&(ZNK = (1+&(Z)(z=7)é(K) = (z— 1+ Z")éo(K) = tardaréo(K).

O
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Comme # ne dépend pas du choix de %4 on notera

—~ 1 —~ —~
(z=mom ) M ®pzg Du(B,I) = M Qpzp Dn(B, 1)

ce morphisme 6. On a

on((z—mon ) =(z—7) et ((z—mbn )om = (2 — )

mais plus loin, dans le lemme 5.13 nous aurons besoin d’une autre relation

~ 1
satisfaite par ((z — m)@y ) et nous devrons revenir aux formules (37) et
(40) pour la démontrer.

Soit f : M; — M, un morphisme de (’)®B modules qui reléeve f. Nous

allons maintenant définir F 57 -~ 37 -~ )( f ) en reprenant les formules (15)
2 " F My

et (17) et en effectuant les remplacements

—1

de ¢1\7,- par Q/S\]\; et de 1#]\71, par ((z — o, ) (42)

pour tout 7. Comme ((z — 7'(')&5—]\\/[:._1) est a coefficients dans D, (B, I), la re-
marque suivante montre que les formules (14) et (16) n’ont plus de sens,
alors que (15) garde un sens lorsqu’on effectue les remplacements (42). Nous
devrons donc modifier les arguments qui utilisaient les formules (14) et (16).
Remarque. Soit Z I'idéal de D, (B, I) engendré par ORI. Il n’est pas vrai
en général que ¢ s’étende en un morphisme D, (B, I)-linéaire de Z dans
D, (B, I). En effet pour x1, ..., Tk, Y1, ..., Y € I on devrait avoir éo(Zle xi€(y;))
=S eo(wi)e(ys) mais S8 aie(ys) = e, wiys) et SOF sy peut étre
nul sans que Zle €o(z;)e(y;) le soit, comme on I'a vu dans l'exemple 5.7
avec k =1,z1 = m et y; = x.

0
On pose donc FM2,¢M2) (Mﬁ‘i;;l)(f)

= fet pour m € N*,

FZZLA]%#%)’(/MT’%)(EJ) = @;"‘Tmiyaf\\/—f;)ém—l( ™ l(ngng f¢M1)>
Tz = m)gan ) (2 = man ) € Hompgs(My, My) ®0 DalB. I).

Comme dans (17) on pose

F it iy F) = 2 F it sm ity )

m=0

En recopiant la démonstration du lemme 5.8 (avec les remplacements
(42)) on montre que F 57 o) (s o, ,(f) ne dépend pas du choix du reléve-

ment f et on le note donc ]:M o )(Mlg];)(f)-
2 ’ 1
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Lemme 5.12 On a

Ot F (35 om0 omi) ) = F gm0 oy () P (43)

et
Fangimnnanmy D(E=moun ) = (2 =M ) Fa gry gy -
(44)

De plus la réduction modulo J,, de f(%7%)’(ﬁ,%)(f) est €gale @ f @og g1
Idp, (B,1)/7,- Enfin, si (Ms, par,) est un troisieme chtouca local minuscule sur

(B/I), My un ORB-module libre relevant Ms, g/b&/g un relevement de ¢y, , et
g un morphisme de chtoucas locaur de (M, ppr,) vers (Ms, dar,), on a

F i) h.om) DT a5 o). 01omy) ) = F b om0 ) (45)

Démonstration. Soient f et g des relevements de f et g. Pour montrer
(43) on recopie la preuve de (19) (avec les remplacements (42)). On obtient
également que pour tout m € N

m+1

N O ) Bl O D ¢)) LT )

Pour montrer (44) on commence par un lemme.
Lemme 5.13 On a

(2= monn éo(oanf — fonn) (2 = )onn )

— (= ) = (= oasy )T,

—1
Remarque. Le lemme serait évident si on pouvait faire rentrer ((z—w)gb M, )

— 1
et ((z — ), ) dans I'expression centrale a laquelle on applique ¢, mais
la remarque avant le lemme 5.12 montre que ce n’est pas possible.

Démonstration. Soient le et ¢M2 des relevements de v, et ¥p,. En

définissant 7, par (lele =z —7m+ Zy et Z} par ¢M2¢M2 =z—7m+ Z)on
a, grace a (37) et (40),

1

(2= mnn éo(oanf — Fonn) (2 = W)éan )
= (1+&(25)) " banéo(dan7f — Foun ) toan, (1+ (Z1))
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et ceci est égal a Tf((z - W)aﬂz_l) - ((z - ﬂ)qfﬁj\z_l)fcar
(1+&(23) (F(( = mou ) = (= mons )F) (1 +&(2))
= (1+¢&(25) )Tf@/fMl %f(l +&(Z1))
(z = méo(Fioar, = ¥an ) + €0 (25Fan) — o (v f 20))
=&((z -7+ Zé)TfiﬁMl - wsz(Z -7+ 7))
= éo(Vandan Fin, — Uanforntan) = Vanto(0an S — Foan) .
0

Suite de la démonstration du lemme 5.12. Il résulte immédiatement du
lemme 5.13 que

~ —1

TFF/ME’%)’(’M;%)(JC)((Z - 7r)¢M1 )

_ RS 0 = 1
= ((:=moun ) (Fo iy oy D+ Fsmirr iy (D)

En appliquant (12) on obtient

~ —1

T

F(nﬁ;%),(ﬁh%)(f)((z — )P )

— o ...T“(dTMZY(éml (T’"*I(GTMJJ’7 - “TMJI)D
——1

(2 =g Ve ((2 = m)oar, )
= (2= WV a7 (0207 = Foun) )

1

Tm((z - W)Q/b—]\w/l_l)((z - W)Q/SJ;I/I_ )
=((z - W)&}Zil)}_@ﬂ

(Ma,1r1,),(M1,601,)

Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m € N on a

(i (Mz.¢1,).(M1, mll)(f))((z - ”)@;1)

= (=m0 (X Py iy D) (47)

=0

L’équation (44) en résulte immédiatement en prenant m = n .
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La deuxieme assertion est évidente. Pour montrer la derniere assertion on
reprend les calculs du lemme 5.9 (avec les remplacements (42)) : (45) résulte
de (46) et (47) de la méme fagon que (21) résultait de (22) et (23). O

La construction que nous venons d’effectuer généralise celle du foncteur
F dans la démonstration de la proposition 5.6. Pour pouvoir y référer ulté-
rieurement on va en énoncer une conséquence.

Proposition 5.14 Si (M, ¢pr) est un chtouca local minuscule sur B/1 et si

M est un ORB-module libre relevant M et ¢n est un relevement de @y,
F (M, pur) est canoniquement isomorphe & M ®@pgp Dn(B,I). O

6 Le théoréme de relévement de Grothendieck

Nous allons montrer I'analogue en égales caractéristiques du théoréme
de relévement de Grothendieck [Gro70, Mes72|. Ce sont les puissances divi-
sées de Grothendieck et Berthelot [Bert74, Mes72, BO78| (avec la condition
supplémentaire de nilpotence) qui apparaissent ici parce que 1'on doit itérer
~. La définition que nous allons donner pour le O-analogue des puissances
divisées de Grothendieck et Berthelot est un cas particulier de la définition
14 de [Fal02| (Faltings considére dans cet article le cas général d’un anneau
d’entiers O d’un corps local et nous restreignons sa définition au cas ou O
est d’égales caractéristiques).

Soit B une O-algébre et I un idéal de B.

Définition 6.1 Une structure de puissances divisées au sens de Grothen-
dieck et Berthelot sur I est une application v : I — I qui vérifie

(a) my(z) = 29 pour x € I,

(b) v(bx) = by (x) pour x € [ et b € B,

(¢) v(x +y) =~(x) +(y) pour z,y € I.

On note 4" litéré n fois de v et on note I I'idéal de B engendré par
tous les produits v (x1)...y*(xx) pour k € N* aq,...,a; € N* vérifiant
Zle q“ >netx, ..o €1

On dit que v est nilpotent s’il existe un entier n tel que 1 = 0.
Remarque. De nouveau on remarque que dans la définition précédente si
7 € I on n’a pas nécessairement () = 7971, De méme pour k € N*, et
Ty Ty Y1, -, Y € I tels que Zle x;y; = 0, on n’a pas nécessairement
S y(x:)y(yi) = 0. On renvoie a 'exemple 5.7 ci-dessus pour un cas oil ces
égalités n’ont pas lieu.
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Le lemme suivant indique le lien logique entre les puissances divisées
au sens de Grothendieck et Berthelot et celles au sens de Honda et Gross-
Hopkins considérées dans le paragraphe précédent.

Lemme 6.2 a) Soient B, I,y comme dans la définition 6.1. Alors (B,1d,~)
est une structure de puissances divisées sur I au sens de Honda et de Gross-
Hopkins comme dans la définition 5.1.

b) Supposons que l'image de w dans B est nilpotente. Soit A une O-
algebre complete pour la topologie w-adique et s : A — B/I un morphisme
de O-algébres. Alors (B, 1,s,B,1dg,v) est un A-objet test au sens de la dé-
finition 5.2.

Démonstration. Seul b) demande une démonstration. Soit n tel que 7" = 0
dans B. Alors pour tout x € I, on a 27" = 7"~(x)" = 0. A fortiori, comme -~y
prend ses valeurs dans I, on a y(x)? = 0 pour tout x € I, et donc la derniére
condition de la définition 5.2 est satisfaite. 0

Soient B, I,y comme dans la définition 6.1. On suppose que l'image de
7 dans B est nilpotente. Grace au lemme précédent, (B, I,Idg,r, B,1dg,)
est un B/I-objet test. Si (M, ¢yr) est un chtouca local minuscule sur B/I,
nous noterons D(M, ¢pr) g le B-module localement libre qui est la valeur du
O-cristal associé a (M, ¢yr) en le B/I-objet test (B,1,1dg,;, B,1dp,7), et
D(M, ¢ar) g1 la valeur du O-cristal associé a (M, ¢yr) en le B/I-objet test
(B/1,0,1dp/r, B/1,1dp/1,0), qui est simplement le B/I-module localement
libre "M /(z — m)™M. On a

D(M, én)p/r =DM, ém)s @p B/1.

Le B/I-module localement libre "M/(z — w)"™M contient le sous-module
Y (M) /(2 — 7)™ qui est facteur direct par le a) du lemme 1.1 (on rappelle
que ¥y = (2 —7m)pyt : M — ™M). Si (M, ¢;) est un chtouca local minuscule
sur B qui releve (M, ¢y;), le B-module localement libre "M /(z — )™M est
canoniquement isomorphe a D(M, ¢yr) g. Mais "M /(z— )™M posséde le sous-
B-module 1, (M)/(z — 7)™M qui est facteur direct par le a) du lemme 1.1
et qui releve ¢ (M)/(z — m)™M.

Proposition 6.3 Soit B une O-algébre ou l'image de 7 est nilpotente. Soit
I un idéal de B et v une structure de puissances divisées sur I au sens
de la définition 6.1. On suppose v nilpotent. Alors le foncteur (M, byr) —
(M, ¢ar), 0y (M) /(z—7)M), qui & un chtouca local minuscule (M, ¢ ;) sur
B associe sa restriction (M, ¢ur) o B/I et (M)/(z—n)™M est une équiva-
lence entre la catégorie des chtoucas locaur minuscules sur B et la catégorie
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des couples (M, ¢pr), Fil), ot (M, ¢p) est un chtouca local minuscule sur
B/1I, et Fil est un sous-B-module facteur direct de D(M, ¢nr)p qui reléve

bn(M)/(z=m)M C"™M/(z—=7)"M = D(M, dpr) /1 = D(M, ¢ar)p @5 B/1.

Démonstration. Comme les images de I par 'application qui a un idéal
J de B associe v(J)B sont nulles aprés un nombre fini d’itérations, il suffit
de montrer la proposition sous I’hypothése supplémentaire v(/) = 0. Dans
ce cas, la proposition est impliquée par le lemme 6.4. On note que (/) = 0
implique 19 = 0, c’est-a-dire 27 = 0 pour tout z € I.

Lemme 6.4 Soit B une O-algébre ou l'image de 7 est nilpotente et I un
idéal de B tel que I'9 = 0. On note a : B/I — B le morphisme x s x°.
Le foncteur (M, ¢y) — (M, éar), ¥y (M) /(2 — m)a* M) qui & un chtouca
local minuscule (M, ¢y,) sur B associe sa réduction (M, ¢p) modulo I et
Yy (M)/(z — m)a*M réalise une équivalence entre la catégorie des chtou-
cas locaux minuscules sur B et la catégorie des couples ((M,¢y), Fil), od
(M, ¢ar) est un chtouca local minuscule sur B/I, et Fil est un sous-B-module
facteur direct du B-module localement libre o*M/(z — m)a* M, qui reléve le
sous-B/I-module facteur direct 1y (M)/(z—7)"™M du B/I-module localement
libre ™M /(z —m)™M = (a*M/(z — m)oa* M) @p B/I.

Dans le lemme on a noté a*M = M®O®(B/I)71@QO®B. Ona™M = oa*M®pzp
O®(B/I) et pour tout relévement de M en un ORB module localement
libre M, o* M = "M. Ce lemme est la proposition 3.1.2 de [Gen96]. Nous en
rappelons la démonstration pour la commodité du lecteur.
Démonstration du lemme 6.4. D’abord il revient au méme de se donner
un sous-B-module Fil de a*M/(z — m)a* M, ou un ORB-module M muni
d’une inclusion ¢y, dans o*M, et contenant (z — m)a*M (et on notera ¢ :
o*M — M le composé de la multiplication par (z — m) et de l'inclusion
(z —m)a*M C M). De plus Fil est facteur direct si et seulement si M est un
O®B-module libre localement pour la topologie de Zariski sur Spec B. En
effet si M est un O& B-module libre localement pour la topologie de Zariski
sur Spec B, il résulte du a) du lemme 1.1 que Fil = M /(z—m)a* M est facteur
direct du B-module localement libre a*M/(z — m)a* M. Réciproquement si
Fil est facteur direct, alors localement pour la topologie de Zariski sur Spec B
on peut trouver une base (ey, ..., e,) du B-module a*M/(z — m)a*M et k €
{0,...,7} tels que ey, ..., e, engendrent Fil, puis relever cette base en une base
fi, ..., fr de &@*M comme ORB-module et alors

(fi, o0 Joor (2 = ) frg1, - (2 = ) f)
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est une base de M comme O&B-module. Enfin M reléve M si et seulement
si le sous-B-module facteur direct Fil de a*M/(z — m)a*M reléve le sous-
B/I-module localement libre

V(M) /(z — 7)™ C™M/(z—7)M = ("M/(z — m)a*M) ®@p B/I.

OJ

Suite de la démonstration de la proposition 6.3. Le lemme 6.4 implique
par récurrence la proposition (et en constitue aussi un cas particulier) car si
v(I) = 0, on a un isomorphisme canonique D(M, ¢p/)p = &*M/(z — m)a* M.
En effet c’est une assertion locale sur Spec (B/I) donc il suffit de I’établir
pour (M, ¢yr) relevable. Si f : (My, ¢ar,) — (Ma, dpr,) est un morphisme de
chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables et si (Ml, ¢3r,) et (Mg, o1,
sont des chtoucas locaux minuscules sur B relevant (M, ¢ar,) et (Ma, dar,)
alors le diagramme suivant est commutatif

. — ey e ) .
TMl/(Z — W)TMl 7—]\42/(2’ — 7T)TM2
L I
o My /(2 = m)a My - "My /(2 = m)a* My

car si f reléve f, le morphisme

T ) (g ) ) - M (2 = m) My = "M/ (2 = )™My

est nul pour m > 0 et vaut "f = o*(f) pour m = 0. O

7 Structures de Hodge-Pink des isochtoucas lo-
caux sur un anneau de valuation discréte

A partir de maintenant nous supposons que la base est le spectre d’un
anneau de valuation discréte complet, sauf dans le contre-exemple du pa-
raraphe 9 ou la valuation cessera d’étre discréte. Dans ce paragraphe nous
reprenons les constructions des paragraphes 2 et 3 (dont certaines démons-
trations se simplifient) et nous énongons le théoréme “faiblement admissible
implique admissible” dont la démonstration occupe le paragraphe suivant.

Soit O un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k.
On note my, son idéal maximal. Soit 77 une uniformisante de Oy. Le choix
de 7y, détermine un isomorphisme Op = k[[rz]]. On supposera que k est
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parfait. Cette hypothése servira seulement dans la démonstration de la pro-
position 8.5. La méthode de Hartl (voir [Har05]) montre que le théoréme
“faiblement admissible implique admissible” est vrai sans cette hypotheése.

On note L le corps des fractions de Op. On suppose Op muni d’une
structure de O-algebre de sorte que 'image de m dans O, soit un élément
non nul de mz. On a OR0; = O [[2]] = k[[z, 7L]].

Nous allons classifier les isochtoucas locaux sur Op, (c¢’est-a-dire les classes
d’isogénie des chtoucas locaux sur Op) a l'aide des isochtoucas locaux sur k
munis de structures de Hodge-Pink définies sur L. On rappelle, d’apres la
proposition 2.2 et la définition 2.1, que pour s,t € 7Z, un isochtouca local
sur Op d’amplitude C [s,t] est un OROL[L]-module libre N muni d'un
isomorphisme de O@OL[%, Ziﬂ
la condition
(PIL) : pour un (ou pour tout) OO, module libre M muni d'un isomor-
phisme M [%] = N, il existe une constante C, telle que pour tout n € N*,

onON.T dy €2 C(z =) (z — 70"

et (onBn. on) ez Cz—m) (2 — anfl)_tHomong(M, 'M).

Pour tout isochtouca local (NN, ¢ ) sur Op, si on note (D, ¢p) sa réduction
modulo 77, (qui est un isochtouca local sur k, c’est-a-dire que D est un k((z))-
espace vectoriel muni d’un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p :
D — D) il existe un unique isomorphisme p, congru a Id modulo 7, entre
les isochtoucas locaux

~ 1 ~ 1
(N®o®oL[§]O®(OL/7T0L)[;],¢N®1) et (D®k((z))0®<OL/7TOL)[;]7¢D®1)

J-modules ¢ : "N[=] — N[=] qui vérifie

1

)*Hompze, ("M, M)

sur Op/7Op En effet ¢y ® 1 et ¢p ® 1 sont inversibles et si k € N est tel que
k . o~ ~ —~
1 enOpetsip: N®@®0L[%]O®(OL/7TOL)[1] — D®jy(2)) OR(OL /7O 1]

z

est un morphisme arbitraire de O®(Oy, /7O )[1]-modules congru a Id modulo
mp,onap=(ppR1).. " (op@1)" (P)" (dn®1) 7 ...(pn®1)"L. Llexistence
d’un isomorphisme p congru a Id modulo my, ne serait plus vraie en général
si O, n’était pas de valuation discréte.

(C’est pourquoi nous pouvons adopter dans ce paragraphe un point de vue
plus naif que dans les paragraphes 2 et 3, puisque la rigidification modulo 7
est automatique et ne fait plus partie de la donnée. La définition suivante a
pour but de simplifier la terminologie : on dira souvent isochtouca au lieu de
“isochtouca local sur £ et isochtouca de Hodge-Pink au lieu de “isochtouca
local sur £ muni d'une structure de Hodge-Pink définie sur L”.

Le morphisme Idp®Fr : ORk — O®k s'étend naturellement a k((z)) :
il envoie z sur z et agit par x — z? sur k. Pour tout k((z))-espace vectoriel
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D on note "D = D @y, 1a08r k((2)). On note L[[z — 7] le complété de
OR0;, le long du point générique du graphe du morphisme de © vers Oy.
I1 est muni naturellement d’une structure de k((z))-algebre (I'image de z est
T+ (2 —m)).

Définition 7.1 Un isochtouca (D, ¢p) est un k((z))-espace vectoriel D muni
d’un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p : "D — D. On note Up =
™D ®u((2)) L[z — 7]] le réseau tautologique de "D ®u(.yy L((z — 7)).

Une structure de Hodge-Pink est la donnée d’un L[|z — x||-réseau V dans
Up ®rjz—m) L((z = 7)) = "D Qp(z)) L((z — 7)). On dit que V' est d’amplitude
C[s,t] si (z—m)*Up CV C(z—m)""Up.

On appelle isochtouca de Hodge-Pink (D, ¢p,Vp) un isochtouca (D, ¢p)
muni d’une structure de Hodge-Pink Vp.

Un morphisme entre deuz isochtoucas (D, ¢p) et (D', ¢p) est un mor-
phisme de k((z))-espaces vectoriels f : D — D' tel que f o ¢p = ¢ppro7f.

Un morphisme entre deux isochtoucas de Hodge-Pink (D, ¢p,Vp) et
(D', ¢pr, Vpr) est un morphisme d’isochtoucas f de (D, ¢p) vers (D', ¢ps)
tel que f(Vp) C Vpr.

On notera parfois D au lieu de (D, ¢p) ou de (D, ¢p, Vp).

Si D est de dimension 1, la matrice de ®p dans une base est le produit
de z* et d’une unité. De plus on a Vp = (2 — m)'Up. On note ty(D) = k et
ty(D) = —I. On notera que 'amplitude de Vp est [ty (D), ty(D)]. On devrait
noter tx(D, ¢p) et ty(D, ¢p, Vp) mais c’est trop lourd.

Si D est de dimension r, on note det(D) = A"D, ¢geypy = det(¢p) et
Viet(py = det(Vp). Alors det(D) est un isochtouca de Hodge-Pink de dimen-
sion 1. On pose alors tx (D) = tx(det(D)) et ty(D) = ty(det(D)).

Si (D, ¢p) est un isochtouca on appelle sous-isochtouca un sous-k((z))-
espace vectoriel D’ tel que ¢p("D’') = D', et on prend évidemment pour ¢pr
la restriction de ¢p a "D’. Si D est un isochtouca de Hodge-Pink on munit D’
d’une structure de Hodge-Pink en posant Vi = Vp N ("D’ ®p((2)) L((z —7))).

Définition 7.2 Un isochtouca de Hodge-Pink D est dit faiblement admis-
sible si ty(D) = tn(D) et pour tout sous-isochtouca D' on a
ty(D") < tn(D).

Remarque. Soit D faiblement admissible. Pour tout isochtouca de Hodge-
Pink (D', ¢p/, Vpr) et tout morphisme injectif f : D" — D d’isochtoucas de
Hodge-Pink, on a Vy C VpN ("D ®j(»)) L((z—7))) et donc ty (D) < tn(D').

Voici notre résultat principal. Dans [Har05], Hartl a obtenu ce résultat
(sur une base un peu plus générale) par une méthode complétement diffé-
rente. Nous allons construire un foncteur ;" de la catégorie des isochtoucas
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locaux sur Op vers la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement
admissibles, qui vérifiera le théoréme suivant.

Théoréme 7.3 Le foncteur D est une équivalence de catégories.

Le qualificatif iso indique que D relie des catégories & isogénies pres et +
signale la donnée supplémentaire de la structure de Hodge-Pink.

La démonstration du théoréme 7.3 occupe la fin de ce paragraphe ainsi
que le paragraphe suivant. Nous commengons par construire un foncteur (en-
core noté D par abus) de la catégorie des isochtoucas locaux vers celle des
isochtoucas de Hodge-Pink (en reprenant la définition 3.11) et nous montrons
que son image est contenue dans la sous-catégorie pleine des isochtoucas de
Hodge-Pink faiblement admissibles et qu’il est pleinement fidéle (cela est un
cas particulier de la proposition 3.14). Dans le paragraphe suivant nous mon-
trerons que l'image essentielle est formée de tous les isochtoucas de Hodge-
Pink faiblement admissibles, c’est-a-dire que “faiblement admissible implique
admissible”.

On notera C I’anneau formé des séries a coefficients dans Oy, en la variable
z et son inverse qui convergent absolument sur le disque rigide épointé {0 <
|z| < 1}. C’est I'anneau noté C(QOy) au paragraphe 3. On note v la valuation
sur Oy, (toujours normalisée pour que v(m) = 1). Les définitions du début
du paragraphe 3, appliquées & B = O, donnent v : O — N U {+o0} et
V' Op — Ry U{+oo}. 1l est clair que v/ = v et que v est la partie entiére
de v. Tous les résultats démontrés dans le paragraphe 3 sont vrais ici avec
v a la place de v, comme nous allons le rappeler maintenant, car il est plus
commode pour la suite d’utiliser v plutot que v.

On a
C={> anz",a, €Oy, lim vlan) _ +oo} = ) (k[[z,m]][[ﬂ]]ﬁ]).
nez meeo [ meN* S
Dans C on a I’élément particulier
T md 7
a=(1- ;)(1 — ?)(1 — 7)

Soit s,t € Z et (N, ¢n) un isochtouca local sur Oy d’amplitude C [s,¢].
On veut lui associer un isochtouca de Hodge-Pink D, c’est-a-dire un k((z))-
espace vectoriel D muni d’un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p :
D — D, et d'un L[[z — ]]-réseau Vp dans "D ®y(.)) L((z — 7)).

On remarque d’abord que

O8O, /(rm1) = OBOLLL, ——1/(m1) = K((2))
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On commence par poser
D= N®O®(’)L[%] k((Z)) = N/TI'LN et ¢D = CbN mod -

Le lemme suivant résulte du lemme 3.10 et du fait qu’une rigidification mo-
dulo 7 est équivalente a une rigidification modulo 77, comme nous l’avons
expliqué au début de ce paragraphe. Nous reprenons la démonstration sous
une forme matricielle qui nous servira ensuite.

Lemme 7.4 I existe un unique morphisme R de C[é]—modules congru a Id
modulo 71, de N ®ogo, 1] C[1] vers D @z C[L] tel que Uon ait

R(¢py ©1) = (¢p © 1)'R.

De plus c’est un isomorphisme de C[X]-modules.

Démonstration. Nous fixons une base de N sur O®O[]. Par réduction
modulo 77, on en déduit une base de D sur k((z)). On note encore ¢y et ¢p
les matrices de ¢y et ¢p dans ces bases. On a ¢y € GLT(O®OL[%, Ziw]) et
¢p = ¢n mod 7. Supposons d’abord ¢ € M,«((’)@OL[%]), ¢’est-a-dire que
l'isochtouca local (N, ¢n) est d’amplitude C [s,0] pour un certain s € Z.
On pose alors R = lim, ., o, 7, € M,.(C) ou

2 n—1 n—1, _ 21— _ ~ 1
rn=0p0p dp.T o7 Gy T oy by oy € M (OBOL]).

Soit C' une constante telle que ¢p € 2~ M, (k[[2]]) et 5" € 27 M, (OR0O;).
Alors 7, € 272" M, (O®0OL) et Ty — 1 € 7L 220D AL (OROL), ce qui
montre que la limite des r,, au sens de la topologie m-adique, appartient bien
a M,(C). En fait C = C(OL) est complet pour la topologie introduite avant le
lemme 3.1 et la suite 7, est de Cauchy et converge pour cette topologie. Par
ailleurs il est évident que R est congru a Id modulo 7 et que Roy = ¢p"R.
Sir=1et ¢y =(z—m)", onobtient R = (1 — I)(1 — =*)..., cest-a-dire
que R est égal a a.

Si on enléve maintenant ’hypothése que ¢! appartient a Mr((’)@)(’)LE])
(donc si ¢ est d’amplitude C [s,t] arbitraire), ¢5' (z — 7)* appartient &
M,(OR0¢[2]). Si on pose N’ = N = (OR0L[L])" et ¢n = dn(z — )" (si
bien que (N', ¢n+) est un isochtouca local d’amplitude C [s —¢,0]), et R’ la
matrice associée a ¢y par la construction ci-dessus, on pose R = R'a™t ¢

M, (C[Z])-
On peut définir R~ de la méme fagon (en commencant par le cas o
¢n € M, (OR0[L]),ie. (N, ¢n) damplitude C [0,t] pour ¢ € N) et montrer

que R~ appartient aussi & M,(C[%]). Il en résulte que R € GL,(C[1]).
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Ceci termine la démonstration de l'existence de R, qui est un isomor-
phisme de C [i]—modules. Pour I'unicité, on remarque que si R* est un mor-
phisme de C[=]-modules de N RosoL[1] C[] vers D ®y((2)) C[], congru a Id
modulo 7, tel que 'on ait Rf(¢y ® 1) = (¢pp ® 1)"R*, alors RFR™! est un
endomorphisme de C[1]-modules de D ®y () C[2], congru a Id modulo 7,
tel que RER" Y (¢p ® 1) = (¢pp ® 1) (RFR™Y). Comme RFR™! est congru a Id
modulo 77, (R*R™!) est congru a Id modulo 7, donc R*R~! est congru a
Id modulo 72, donc (R*R™!) est congru a Id modulo 7%, done RER™! est
congru a Id modulo W%z, etc... Ceci termine la démonstration de I'unicité. [J

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D, en
reprenant la définition 3.11. Il y a un morphisme évident ¢, : C — L[[z — 7]],
et il s’étend en des morphismes C[=] — L[[z — 7] et C[1] — L((z — )). Par
conséquent R s’étend en un isomorphisme de L((z — m))-espaces vectoriels
de N ®oz0,1 L((z — m)) vers D ®p)) L((z — 7)) et "R s’étend en un
isomorphisme de L[[z — 7]]-modules de "N Rogo, ] L[z — 7] vers "D ®j(»))

L[[z — w]]. D’autre part ¢ : "N[-==] — N[-2=] s’¢tend en un isomorphisme
de L((z — m))-espaces vectoriels de "N RozoL 2] L((z —m)) vers N ®0z0,.[1]
L((z — m)). L’isomorphisme ¢p : "D — D induit, aprés produit tensoriel par
L((z—m)), un isomorphisme ¢pp®1 : "D®y(2)) L((2—7)) = D)) L((2—)).
On termine la construction du foncteur Dy en définissant la structure de
Hodge-Pink Vp comme le L{[z — 7]] réseau de "D ®py(»)) L((z — 7)) égal a

Vo = (60 ® 1) (R(N ®ogzo, 1) Lllz — 7))
="R((én ® 1) (N Qoz0,11 LIz — 7]]))- (48)

C’est la structure de Hodge-Pink associée a (N, ¢y) au sens de la défini-
tion 3.11.

Proposition 7.5 L’isochtouca de Hodge-Pink (D, ¢p, Vp) associé a un isoch-
touca local (N, ¢n) par la construction ci-dessus est faiblement admissible.

Démonstration. Nous allons introduire une famille de valuations sur C et
les étendre a C[£]. Soit w € [0, +oo[. Pour tout élément z € C on note v, () €
[0, +00] “le minimum des valuations des valeurs de x lorsque z est de valuation
w dans un anneau de valuation réelle contenant O, dont la valuation est
normalisée par valuation(m) = 1”. Plus précisément pour x = >, x,2" € C
on pose v,(r) = infpeznw + v(z,). Si on écrit OO, = k[[z,7L]], et si
T = ez pen Lap2 MY, aVEC Tap € k, 0 & Uy (1) = Inf(4p) tels que 2, 720 AW + b
ot e est 'indice de ramification de L sur K (c’est-a-dire 'unique entier tel
que 7/7¢ est une unité de Or). Par exemple v,,(z — 7) = min(w, 1).
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Lemme 7.6 Pour tout w € [0, +00[, v, est une valuation sur C et s’étend
de maniere unique en une valuation sur C[X]. O

On a v,(1 — Z) = min(0,1 — w), vy(l — Z) = min(0,¢ — w), et v,(a) =
Yoo omin(0,¢" — w). On remarque que si v, est défini comme dans le pa-
ragraphe 3 on a v, < v, < v, + 1. Un avantage de v, sur v, est que le
lemme 7.6 est immeédiat alors que v, ne vérifie que des énoncés plus faibles
(comme par exemple le lemme 3.5 qui avait demandé une démonstration).

Le lemme suivant énumeére les propriétés de R que nous utiliserons pour
montrer la proposition 7.5.

Lemme 7.7 On a
— a) R est un isomorphisme de C|:]-modules de N ®080, 1] C[1] vers

D @y Cl2],
- b) R(on ®1) = (¢p @ 1)'R,
- ¢) R est congru a Id modulo 7,
~d)Vp="R((éxn @ 1)"'(N ®O®OL[§] L{[z — 7)),
e) si on choisit une base de N sur OROL[L], et si on munit D de la base
qui s’en déduit par réduction modulo 7y, il existe une constante C' telle
que pour tout entier n € N, on a vqn((qSDTqSD...Tn_lng)*lR) > —Cq" et
Vg (RN (¢p™bp.."" ¢p)) > —Cq".

Dans e), on convient que la valuation d’une matrice est le minimum des
valuations de ses coefficients.

Démonstration. Voici la démonstration de e). On suppose ¢y d’amplitude
C [s,t]. D’apreés la condition (PIL), il existe C' € N tel que pour tout n € N,

OO oy €2 C(z—7) (2 — 7T P M (OROL)
et (onon-T on) ez Oz =)z = 1T ) TEML(OR0O)).

Orvgpm(z) =¢q", vgn(z—m) =1,...,04n (2 — 77") = ¢"'. On a donc pour tout
n €N,

Ve (DN ON T ON) = vgn (27 C (2=7) o (z—7T)?) = —C g +5(q" ... +1)
et

Ve (ONON-.T ON) ) > v (2 C(z —m) (2 — 7))
— —Cq” — t(qn_l + ...+ 1).
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Or

1

(6p"¢p.."" ¢p) 'R ="R(oxOn.." n) 7,
R™(¢p6p." 6p) = (on"on.." 6n) R
et d’autre part v (T R) = ¢"vi1(R) et va(TRY) = ¢ v (R7Y).

Le lemme 7.7 est démontré. O

Démonstration de la proposition 7.5. Pour tout entier [, A'(N) est un
isochtouca local et I'isochtouca de Hodge-Pink associé¢ est A'(D). En prenant
[ égal au rang de N, on voit qu'il existe un entier t € Z et u € (0RO [L])*
tels que ¢pi(n) = (2 — 7)'u dans une base de AY(N). On a bien sfir Vapy =
(z = m)"'Uny(py donc tg(D) = t. Par la condition (PIL), il existe C' tel que
pour tout n € N, u™u...”™ u et son inverse appartiennent a z~¢O®0;. On
en déduit u € (OROL)* et donc ty(D) = t. Donc on a bien ty (D) = ty(D).

Supposons par ’absurde que D n’est pas faiblement admissible. Il existe
alors un sous-isochtouca D’ de D tel que ty(D’) > tn(D’). En remplagant
N par AY(N), ot [ est la dimension de D’ on se raméne & la situation ot D’
est de dimension 1. Pour toute base (e1,...,e,) de N sur ORO.[], on note
(f1, ..., fr) la base de D sur k((z)) obtenue par réduction modulo 77. On a
k C O dot k((2)) C OR0.[2] et GL,(k((2))) C GL.(OR0.[1]), donc on
peut choisir la base (eq, ..., e,) telle que D" = k((2)) f1. Notons j = ty(D') de
sorte que ¢p(f1) = uzl fi avec u € (k[[2]])*. On suppose par 'absurde que
tg(D') > ty(D'), c’est-a-dire

(z = m) YD ey Lllz — 7] C (60 @ 1) H(R(N ®pzo, Lllz — 7))

ou encore, de fagon équivalente, f; € (z — 1) R(N ®pz0, L[[z — 7]]). En
d’autres termes, R™!(f;) s’annule au moins a 'ordre j 4+ 1 en 2z = 7. Comme
R = (¢ @ 1)R (¢p ® 1)1, comme ¢y n'a pas de pole en z = 77,77, ...
et comme D’ est stable par ¢p, on voit que R7'(f;) s’annule au moins a
Pordre j+1 aussi en z = 77, 7% ... Le premier coefficient R™1(f1); € C[] de
R7(f1) dans la base (ey, ..., e,) vérifie donc
— il est congru a 1 modulo 7,
— il ’annule au moins a lordre j 4+ 1 en z = m, 79, 7%, ..
— pour tout entier n € N* on a vu(R7(f1)1) > —Cq" — jng™ (grace
a la deuxiéme inégalité de la partie e) du lemme 7.7 et au fait que
Gpbp.. T PpT i = (W )2 fy).
Or ces propriétés sont contradictoires. D’aprés le lemme 3.4 (dont nous
ne reprenons pas la démonstration) a~UTYVR™(f,), appartient & C. D’autre
part cet élément est congru & 1 modulo 7. Enfin, grace au lemme 7.6 et
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comme vgn () = —ng" + (¢" ' + ... + 1), il existe C tel que pour tout entier
n € N* on ait .
vgr (@ UTIRTY(f1)1) > —Cq" + ng"

Or C ne contient aucun élément ayant de telles propriétés, car tout = € C
congru a 1 modulo 7, vérifie v, (z) < 0 pour tout w € R,. La proposition 7.5
est démontrée. O

On a donc construit un foncteur D" de la catégorie des isochtoucas locaux
sur Op dans celle des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles.
Pour montrer le théoréme 7.3 nous devons donc établir que D est une
équivalence de catégories. La pleine fidélité de D est un cas particulier de
la proposition 3.14. Dans le paragraphe suivant nous montrerons que D est
essentiellement surjectif.

Soient (N, ¢n) et (N',¢n) des isochtoucas locaux et (D, ¢p,Vp) et
(D', ¢pr, Vpr) les isochtoucas de Hodge-Pink qui leur sont associés. Notons
Ciso—ent la catégorie des isochtoucas locaux sur Oy, et Ci,_gp la catégorie
des isochtoucas de Hodge-Pink. La pleine fidélité de D" signifie que le mor-
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phisme

ID)i+s.o<') : Homcisofcht((]\a ¢N)7 (N/a ¢N’))
- HomcisofHP<(D7 ¢D7 VD)) (D,, ¢D’v VD’))

est un isomorphisme. Par construction de D;. , ce morphisme n’est que la
réduction modulo 77 mais il intéressant d’avoir aussi une formule pour son
inverse. On se donne f € Home,, . ((N,¢n), (N, ¢n/)) et on note h =
DL (f). On rappelle qu’il existe un unique isomorphisme R de C[é]—modules

congru & Id modulo 7, de N ®pz0, 1 C[1] vers D ®j(2)) C[2] tel que I'on ait
R(pn ® 1) = (¢p ® 1)"R. On associe de méme R’ a N'. Alors

1

f=R"1'o(h®1)oR dans Homong[a(N, N') Rozo. 1] C[a].

En effet on a
1
f o (¢N (024) 1) = (¢N’ & 1) (¢] Tf dans HomO@wL[%](TN, N/) ®0®0LE] C[a]

et R1o(h®1)o R vérifie la méme équation. Comme f et R~ 'o(h®1)oR
sont congrus modulo 7, il le sont modulo 7§ ,..., donc il sont égaux.

En fait, non seulement D" est pleinement fidéle, mais la proposition 3.12
fournit un quasi-inverse sur son image essentielle, dont on va rappeler la

construction. Soit (N, ¢n) un isochtouca local et (D, ¢p, Vp) l'isochtouca de
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Hodge-Pink qui lui est associé. On pose

N = {:E ebD Ok((2)) C[é],Vn eNzxe QﬁD...TnQﬁDTnVD,
et 3C,Vn € N, v ((0p"¢p..."" '¢p)'z) > —Cq"}.
Bien sir 7'Vp est un L[[z — 77")]-réseau de "D ®@p(()) L((z — 71")) et
donc ¢p..""¢p" Vp est un L[z — 7¢"|]-réseau de D Qk(z)) L((z — 7).
Pour donner un sens a an((¢DT¢D...Tn_1¢D)_1x) on choisit une base de D, et
cette expression désigne alors le minimum des valuations des coordonnées de
(¢DT¢D...T%1¢ p)~tx dans la base correspondante de ™" D. Grace a la constante
C, la définition de N est indépendante de ce choix. La proposition suivante
permet de reconstruire I'isochtouca local (IV, ¢ ) & partir de 'isochtouca de
Hodge-Pink associé.

Proposition 7.8 On a R(N) = N.

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 3.12. 0

8 Faiblement admissible implique admissible

Le but de ce paragraphe est d’achever la démonstration du théoréeme 7.3,
en d’autres termes de montrer que le foncteur Dy de la catégorie des isoch-
toucas locaux sur Oy, dans la catégorie Cyso—pmp— o des isochtoucas de Hodge-
Pink faiblement admissibles est essentiellement surjectif. On note Cjso_pgp_a
I'image essentielle de D", et on appelle isochtoucas de Hodge-Pink admis-
sibles les objets de Ciso_gp_o. On commence par énoncer les propositions 8.3
et 8.5. Puis on montrera le théoréme 7.3 en admettant les propositions 8.3
et 8.5 et le reste du paragraphe sera consacré a la démonstration des propo-
sitions 8.3 et 8.5.

Le lemme suivant est une variante évidente du lemme 2.3 (obtenue en

changeant la variable z en z — 7).

Lemme 8.1 Soit M un OR0-module libre de rang v et V un L[[z — 7]]-
réseau de M ®pz0, L((z—)). Alors M = (M ®pz0, OR0L[-L])NV est un

OR0 -module libre et on a M’ Roz0, O@OL[;W] =M ®pgo, O@OL[;TF]
et M' ®pgo, Lllz —7]] =V. SiV C M ®pgp, LIz —7]] ona M" C M et
en notant k la dimension du L-espace vectoriel M ®@pz0, Ll[z —7]]/V on a

det(M’) = (2 — 7)kdet(M). O

68



On pourrait aussi modifier M en d’autres diviseurs que (z — ) (par exemple
(z—7%") pour k € N) ou en plusieurs diviseurs simultanément (’ordre n’im-
porte pas par factorialité de OR0O ). L’application qui a M et V associe M’
commute aux opérations tensorielles comme le déterminant.

Définition 8.2 Soit D = (D, ¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que
Vp C Up.

On définit par récurrence, pour tout entier n € N, et tout réseau A de D
le sous-OR0O-module Bn(A) de D ®p((2)) O@OL[%] de la facon suivante. On
pose By(A) = A Qi) OROL et i1 (A) = (¢p @ 1)("Bu(A) N V).

Puis on note v, (A) la réduction de 3,(A) modulo 7y, en d’autres termes,

Tn(A) = Bu(A) ®ozo, kl[2]]-

Il résulte du lemme 8.1 que pour tout n € N, 8, (A) est un ORO,-module
libre de rang r et

Ba(A)2, !

1 1 1
) 3y R
zZ Z—T z—T

- D 1 OR0 s
®k(()) ® L[z Z—T z —mi

qnfl ] n—1 ]

donc 7, (A) est un k[[z]]-réseau de D. Dans la suite on notera ¢p au lieu de
¢p ® 1.

Proposition 8.3 Soit D = (D, ¢p, Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que
Vp C Up. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— i) pour tout réseau A de D (ou pour un réseau A) il existe une constante
C telle que pour tout n € N, on a z6A C v,(A) C z7CA.
—41) D est admissible.

On rappelle que si (D, ¢p), (D', ¢p), (D", ¢pr) sont des isochtoucas de
Hodge-Pink, une suite exacte courte 0 — D' — D — D” — 0 dans la
catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink est une suite exacte dans la catégorie
des isochtoucas telle que Vpr soit I'image de Vp dans D" @p(»)) L((2 — 7)) et
Vpr Tintersection de Vp avec D' ®g((.y) L((z — m)). Dans cette situation on a
clairement tx(D) = tn(D')+tn(D") et ty (D) = ty(D') +ty(D"). Le lemme
suivant est immeédiat.

Lemme 8.4 Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— i) D est faiblement admissible et ty(D'") = ty(D'),
— i) D' et D" sont faiblement admissibles. O

Un isochtouca de Hodge-Pink D = (D, ¢p,Vp) faiblement admissible
est irréductible dans la catégorie Cjso—pp— o des isochtoucas de Hodge-Pink
faiblement admissibles si et seulement si tx(D) = tz(D) et pour tout sous-
isochtouca D’ autre que 0 et D, ty(D’) < tn(D’).
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Proposition 8.5 On suppose k algébriqguement clos. Soit D = (D, ¢p, Vp)
un objet irréductible dans la catégorie Ciso—mp—fq et tel que Vp C Up.

Alors pour tout réseau A de D (ou de fagon équivalente pour un réseau
A de D) il existe une constante C' € N telle que pour tout n € N, on a
YA C . (A) C 27 CA.

Démonstration du théoréme 7.3 en admettant les propositions 8.3
et 8.5. On a vu au paragraphe précédent que le foncteur D de la catégorie
des isochtoucas locaux sur Oy, dans la catégorie Cjso—pp— ¢, des isochtoucas
de Hodge-Pink faiblement admissibles est pleinement fidéle. Il reste donc a
montrer

(A1) : tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie Ciso—pp—yq est admissible.

On considére les énoncés suivants, dont chacun est plus faible que le
précédent.

(A2) : tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie Ciso—pp—fq qui vérifie Vp C
Up est admissible.

(A3) : si k est algébriquement clos, tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie
Ciso—HpP—fq qui vérifie Vp C Up est admissible.

(A4) : si k est algébriquement clos, tout objet irréductible (D, ¢p,Vp) dans
la catégorie Ciso—mp—fq qui vérifie Vp C Up est admissible.

On va montrer (A4), puis (A3), puis (A2), puis (Al).

D’abord (A4) résulte de la proposition 8.5 et de i) = i) dans la propo-
sition 8.3.

On montre maintenant (A3) a l'aide de (A4). Soit D = (D, ¢p,Vp)
comme dans (A3). D’aprés le lemme 8.4, D admet en tant qu’isochtouca
de Hodge-Pink une filtration 0 = Dy C D; C ... C D, = D ou chaque
quotient D;/D,_y est irréductible dans la catégorie Cis—pp—yq €t vérifie
Vp,p,.2 € Up,yp,_,- Grace a (A4), chaque quotient D;/D;_; est admissible.
Or la proposition 3.15 (dans le cas particulier ot S = Spf O ) montre qu’une
extension d’isochtoucas de Hodge-Pink admissibles est admissible et donc D
est admissible. On a montré (A3).

On montre maintenant (A2) a laide de (A3). Soit D = (D, ¢p,Vp)
comme dans (A2). Le lemme suivant est bien connu des spécialistes. C’est le
seul endroit ou l'on utilisera que k est parfait.

Lemme 8.6 Soit k un corps parfait contenant F, et D un isochtouca lo-
cal sur k avec une structure de Hodge-Pink définie sur L = k((wp)), et
D = D®y) k((2)) Visochtouca local sur k avec une structure de Hodge-Pink
définie sur k((mp)) qui s’en déduit (on a par exemple Vp = Vp ®k((w))[[z—]]
E((mp)[[z — 7]]). Alors si D est faiblement admissible, D est faiblement ad-
massible.

70



Démonstration. On raisonne par I'absurde. Soit £ C D un sous-isochtouca
sur k tel que t(E) > ty(E), et minimal pour cette propriété, ce qui fait que
tout quotient E” de E vérifie ty(E") > tn(E"). Alors D' = 3" /) V(E)
est défini sur k = kG2*/F) et en tant qu’isochtouca sur k est une extension
successive de quotients de v(E) pour v € Gal(k/k), donc vérifie ¢y (D’) >
tn(D'), ce qui contredit 'hypothése. O

Fin de la démonstration du théoréme 7.3 en admettant les propo-
sitions 8.3 et 8.5. Grace au lemme 8.6, D = D ®j((»)) k((2)) est faiblement
admissible. Grace a (A43), D est admissible en tant qu’isochtouca de Hodge-
Pink sur k (c’est-a-dire qu’il est associé¢ a un isochtouca local sur k[[rz]]).
Par ii) = i) de la proposition 8.3 il satisfait la conclusion ) de la proposi-
tion 8.3. Il en résulte immédiatement que D satisfait la conclusion i) de la
proposition 8.3 et par i) = ii) de la proposition 8.3, D est admissible. On a
montré (A2).

Enfin (A1) résulte de (A2). En effet, on s’y raméne en multipliant ¢p par
2z7% et Vp par (z — m)* pour un entier k assez grand (cela ne change pas la
faible admissibilité, et si (D, 2z %¢p, (z — m)*Vp) est associé a un isochtouca
local (N, én), (D, ¢p,Vp) est associé a (N, (z — 7m)¥¢y)). On a terminé la
démonstration du théoréme 7.3. 0

Nous passons maintenant a la démonstration des propositions 8.3 et 8.5.
Nous commengcons par des propriétés générales de 3, et ~,. Regardons déja
ce qui se passe quand r = dim V' vaut 1. Plus précisément prenons ty € Z_,
tn € Z et posons D = k((2)), ¢p = 2", Vp = (z — m) 7" Up et A = k[[z]].

q q" 1 ty Y
On a alors G,(A) = zn<tw—tH><(1 o -m) (1 )) O8O, et

z z

Y (A) = 2t =tmE[[2]]. On voit que la condition i) de la proposition 8.3
est vérifiée si et seulement si ty = ty. On suppose ty =ty =t € Z_.
Alors (D, ¢p,Vp) est admissible (comme le prévoit la proposition 8.3) et il
est associé a lisochtouca local (N, ¢y) = (OROL[L], (z — 7)"). Si on note
M = 020, C N on a R(M) = a"tOR0;, = "a~!3,(A). On voit que la
suite 3,(A) “converge” vers R(M) car "'« est une unité dans O@Od[%]]
Plus généralement pour tout O®O-module M libre de rang 1 muni d’un
isomorphisme M[1] = N il existe C' tel que pour tout n on ait

n n

LA € RODITH) O8] (49

Dans la formule précédente on a utilisé la convention suivante, qui servira
dans toute la suite : si @ est un O®ROz-module libre on note Q[[*—]] =

n

Q Rozo, OROL[[Z=]]. Les inclusions (49) auront lieu pour tout isochtouca
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local (N, ¢y) et joueront un role important dans la preuve de la proposi-
tion 8.3.
Le lemme suivant établit quelques propriétés satisfaites par (,(A) et

Yn(A).

Lemme 8.7 Soient (D, ¢p,Vp) et A comme dans la définition 8.2. On sup-
pose tn(D) = ty(D). Alors il existe une constante C' telle que pour tout
n €N,

= ) Bur1(A) C (6p @ 1)(Ba(A)) et Boyi (D) C 27 Bu(A),

— b) les réseaux det(y,(A)) et det(A) dans det(D) sont égauz et deuz
réseauxr de D quelconques U et U’ parmi v,(A), Yns1(A), op(Mn(4A)),
Op(Mns1(A)) vérifient U C z=CU,

— ¢) pour tout entier k € N,

Bn(A) mod W%k C 27" ,(A) @y ORO;, mod 7T%k,
—-d)ona
o ~ 7r T . ~ T
2 () @iz ODOLZ] € Ba(A[Z]] € 277 7n(A) @iy ODOL ],
— e) pour tout n’ € N on a
ZC”Yn-l-n’(A) C Yoy (A) C Z_C%H—n/(A)'

Démonstration. D’abord l'inclusion évidente §,41(A) C (¢p @ 1)(76,(A))
implique 7,11(A) C ¢p(Mn(A)). Il existe C' € N tel que ¢p("A) C 27 CA.
Cela implique 3;(A) C 279By(A). On a alors pour tout n, B,;1(A) C
27“B,(A), ce qui termine la preuve de a). On en déduit pour tout n € N,
Yni1(A) C 279, (A). La construction de ,(A) et de v,(A) commute au
déterminant : le fait que l'intersection avec Vp commute au déterminant, et
en fait & toute opération tensorielle, n’est pas évident, c¢’est une conséquence
de la remarque aprés le lemme 8.1. On a donc

n—1
4 4

det(F,(A)) = ((1 - g)u STy -

z z

—tn(D) ~
)) T det(A) @iy OFO,

comme sous-O®O-module de det(D)®j(») OROL[2], et donc det(y,(A)) =
det(A) comme k[[z]]-réseau de det(D). Les inclusions 7,11 (A) C ¢p(™n(A))
et Yui1(A) C 279 (A) et Tégalité det(y,(A)) = det(A) montrent qu'il
existe une constante C' indépendante de n telle que la propriété b) du lemme
soit vraie.
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On déduit de 'inclusion évidente 3,.1(A) C (¢p ® 1)("Bn(A)) que pour
tout n on a

Ba(A) mod ¢ C dp(n-1(A)) @pyzy OBOL, mod 7§,
Bo(A) mod 78 C ¢p"dp (" Yn-2(A)) @y OBOL mod 77 ...

Gréce a b), la propriété ¢) en découle.
Par la propriété c) il existe une constante C' indépendante de n telle que

BulB) € 2 7(8) @) OBOL[[Z]].

Mais le déterminant de 3, (A) et celui de +,(A) different par

n—1
i 7 )tN(D)

((1 Do -Ty.a-

z z z

qui est une unité de OROL[[Z]]. On en déduit qu’il existe une constante C
indépendante de n telle que d) soit vrai.

La propriété e) est plus difficile & démontrer. Elle jouera un grand role
dans la démonstration de la proposition 8.5. Bien sir il suffit de montrer
I'une des deux inclusions car les réseaux 7, o Y, (A) et Vpin(A) ont des
déterminants égaux. C’est 'inclusion de droite que nous allons démontrer.

On a
Bu(w (A)) = ¢D---T7L71¢D(Tn’7n'(ﬁ) Qk[[2]) O@OL)
N(¢p-"" op™ Vo @ ... ® ¢pVb). (50)

Dans cette formule "Vp est un L[z — 7']]-réseau de ™D @2y L((z — 7))
et Pintersection a lieu dans D @ L[z — 77" || & ... & D @ L[[z — ]| on
¢D...Tn_1¢D(T”fyn/(A) Qk[[2]] O®0}) s’envoie diagonalement. D’aprés d) on a

"o (A) B OBO; € =€ "B (A)[] 61)

et (50) implique alors
Bl () € =C..7" 9B ()1
N(¢p-. '¢op™ Vb @ ... ® ¢pVb). (52)

On rappelle que s € Z_ est tel que Vp D (z — m)~*Up. On applique le
lemme 8.8 ci-dessous a

M=¢p..7" 6p("Bu(A)), Vo=06pVp, o, Vac1 = dp..” ¢p" Vb.
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Comme M N (Vo @ ... ® Vo 1) = Busw (A) le lemme 8.8 implique

(M) N & 8 Vo) € O B @] (53)

z
L’inclusion (52) se réécrit
By (A)) € = C(MIE=T]) A (Vo @ . @ Vo). (54)

z

Les inclusions (53) et (54) impliquent

B () € 2=, (A ]

z
dott (3 () = Balwr(A)) mod 7y € 27 Py (A),

ce qui achéve la démonstration du lemme 8.7. O

Lemme 8.8 Pour tout s € Z_ il existe une constante C telle que ’énoncé
sutwant soit vrai. Soit n € N, M un O®0Or-module libre de rang r, et pour
i €{0,...,n — 1} soit V; un L[|z — n7]|]-module libre de rang r vérifiant

(z = 77) M ®pgo, Lllz — 7] C V; € M ®pz0, L[z — 77]].

Alors MN (Vo @ ... & V1) est un OR0O,-module libre de rang r et on a

n n

q q

(MNVo® ... ®V,1)) [[%J] C (M[[%]]) NVo@ ... 8 Vao1)

n
ﬂ'q

C2OMNVo® ... ® V1)) [[7]]. (55)

Démonstration. D’aprés le lemme 8.1, M = M N (Vy @ ... ® V,_1) est un
(’)@(’),—;module libre de rang r et

Vi =M ®pz0, L[z — 77| pour tout i€ {0,....,n—1}. (56)

La premiére inclusion de (55) est évidente et pour la deuxiéme on remarque
que, grace a (56),

(MIZHD) 1 05 ® . ® Vi) € Moo,

((((z )z — wq’”))Scf)@oL[[”—j]]) N(Lz—7"" @ ..o Ll - w]]))

et on applique le lemme suivant. O]
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Lemme 8.9 Pour tout s € Z_ il existe une constante C, telle que pour tout
n €N,

qn

(((z — 7).z — ﬂqn_l))s(’)@(’)L[[%]]) N (L[[z - @ ... @ L[z — 7))

7Tq

200

Démonstration. On prend pour C le plus petit entier supérieur ou égal a
14+ (—s)(é + qiz + ...). Une adaptation facile de la preuve du a) du lemme 3.5
montre que

7-['q

(= m)lz =7 0RO

c 080,11

)0 (Ll -

n

@ ...® L[z — 7))

En effet pour tout ¢ € {0,...,n — 1} on montre

n

q rd"

(= = 7 OBOL[TIZ] N Lz - x0) = 0804 [ [-]

en utilisant (4) avec ¢ au lieu de n. On met sur O@Od[%“[%] la valuation
vg» donnée par
Z.I”ZWL = inf ¢ z—i—‘l

x; ;70

On a alors pour tout entier r € Z,

n n n

70804 € {r € 0BOL" L] vr(2) > ¢7r} € 03O, -]

En effet v =}, x; ;2" ') appartient a 2" O®O[[F— n]] (resp. vérifie vyn (z) >

q"r) si et seulement siles (7,7) tels que z; ; # 0 vérifient ¢ > r — [eg—n] (resp.

vérifient i > r — L) et on a [-L] < L < [-L] + 1. Comme vy est une
q €eq eq eq

valuation et vyn(z — ) =1, ...,vn (2 — 77" = ¢" !, le lemme en résulte. O

Démonstration de “ii) implique i)” dans la proposition 8.3. Soit
(M, ¢pr) un chtouca local dont l'isochtouca de Hodge-Pink associé est D =
(D, ép,Vp). Pour vérifier i) choisissons A = M mod 7. Comme C[1] C
OR0[[Z]][2], le lemme 7.4 montre qu'il existe C' tel que R(M) C 2= y(A)[[Z]].
Quitte a augmenter C' on suppose de plus que ’énoncé du lemme 8.7 est vrai
pour cette valeur de C' (le lemme 8.7 s’applique car ty (D) =ty (D) puisque

D est admissible).
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On en déduit ""R(M) C 27¢ Tnﬁg(A)[[”qn]]. Par factorialité de O®0; on

M = ¢y ("M 0 (¢3; (M) @ogo, Lllz — 7).
Autrement dit R(M) = ¢p((R(M))NVp) d’ot

n
7Tq

R(M) € 267" 6n (7 6(4) ) [
N(¢p- op™ Vb @ ... ® ¢pVb). (57)

On applique le lemme 8.8 a

1 n—1

M = ¢p"ép..™" ép (Tnﬁo(A)>, Vo=0¢pVp, e, Vo1 = bp..." ép” Vb.

L’inclusion (57) se réécrit

R(M) c z*C(M[[W—qn]]) AV @ .. ® Voo1)

z

et par définition de (3,(A) on a
Bu(A)=MNVo® ... dV,1).
Donc le lemme 8.8 implique

.
ROM) € =8, () [, (58)

On en déduit A = R(M) mod 7, C 2791, (A). Ceci montre I'une des

inclusions de i) de la proposition 8.3, mais 'autre en résulte car ty(D) =

tg(D) et donc det(v,(A)) = det(A).

Remarque. L’inclusion (58) et un calcul de déterminants montrent qu’il

existe C' tel que pour tout n € N on ait

c 71" Ta" 70 71"
Lo € RONC € A (59)
On pourrait en déduire une autre preuve de la proposition 7.5 “admissible
implique faiblement admissible”. Mais le plus important est que (59) justifie
a posteriori la construction de l'isochtouca (N, ¢y) dans la preuve de ‘i)
implique ii)” que nous allons donner maintenant.
Démonstration de “i) implique ii)” dans la proposition 8.3. On a
det(vy,(A)) = 2"t D)=ta(D) | La condition i) entraine que ty(D) = tg (D),
ce qui permet d’appliquer le lemme 8.7. On fixe un réseau A de D.
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Lemme 8.10 Sous la condition i) de la proposition 8.3 il existe C' tel que
pour tous les entiers m,n € N avec n > m, on ait

AN BT OB (60)

z

et 298m(A) mod 17" C Bu(A) mod 77" C 27 Bu(A) mod 77", (61)

Démonstration. Les trois termes de (61) sont des O®(Oy /79" )-modules
libres de rang r dans D ®g((.) O@(OL/qu)E]. La suite d’inclusions (61)

résulte de (60) par réduction modulo l'idéal de O@OL[[#]] engendré par

%. Pour montrer 'inégalité de droite de (60) on applique le lemme 8.8 avec
m a la place de n et

M - QSD"'Tmilqu(TmﬁO(A))? VO = ¢DVD7 ceey V’m—l = ¢DT
On a

m—1

¢p™" Vp.

Bn(A) = MO (Vo @ .. & Vi) (62)
et Bu(A)=p. " Sp(" Bam( AN N (Vo B oo ® V). (63)

Or
Br-m(A) C ZﬁC’anm(A) ® O®0L[[ 1]

C = (8) ® OBOL[[Z]] = == (A)[Z]

grace a la propriété d) du lemme 8.7 et a la condition i) de la proposition 8.3
(en notant C” la constante qui y apparait). D’ou

m
7.[-(]

" Baem(B) C 2 TG (A)[—]]

z

et par (63) on a donc

m
ﬂ'q

Ba(A) C z_c_cl/\/l[[7]] NVo® ... ® V1). (64)

Grace a (62) et (64) le lemme 8.8 implique

5uld) € 20, () [

Donc on a établi I'inégalité de droite de (60), et un calcul de déterminants
permet d’en déduire I'inégalité de gauche. O
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Suite de la démonstration de “i) implique ii)” dans la proposi-
tion 8.3. Notons A l'anneau de valuation discréte de corps résiduel k((z))
qui est le complété de O@OL[%] pour la topologie m-adique. C’est A(Op)
dans les notations du paragraphe 3. On a A/77" A = OR(Or/7?")[1]. On
pose alors

N ={x € D ®y((»)) A, Tk € Z,Ym € N,z mod 77" € z"3,,(A) mod 77"}
et on définit ¢1_vl : N — "N comme la restriction de
¢p + D () A — "D Dp(z) A

(a posteriori comme Vp C Up, qb&l n’a pas de dénominateur en z — m, la
matrice R associée a N est a coefficients dans C au lieu de C[1] et N C
D @x((2)) € C D @z A)-

II nous reste & montrer que N est un O@Od%]—module libre de rang
r, que ¢n' @ N — 7N est bien défini et détermine un isomorphisme de
(’)@(’)LE, Ziﬂ]—modules ON : TN[ZLT] — N[Ziﬂ], que (N, ¢y) est un isoch-
touca local et que D = (D, ¢p, Vp) est Iisochtouca de Hodge-Pink associé.
Le lemme général suivant, appliqué a @,, = 5,(A)®0z0, OR0, /77" montre
que N est un O@OL[%]—module libre. Les conditions du lemme suivant sont
satisfaites grace a (61) dans le lemme 8.10.

Lemme 8.11 a) Soit P un A-module libre de rang r, et pour tout m €
N s0it Q,, un sous-OR0 /w1 -module libre de rang r de P/m%" P tel que
@m ozoy, jxim A/m?" A = P/7?" P. On suppose qu’il existe C € N, tel que
pour m,n € N, avec n > m, en notant Q, mod 7" limage de @, dans
P/m?" P, on ait
2°Qm C Q, mod " C 27CQ,n.
Alors
N={r € P3kecZYmeNxzmodn! €°Q,}

est un O@OL[i]—module libre de rang r munt naturellement d’un isomor-
phisme N ®pzp,11) A = P et si M est un OR0O,-module libre tel que
M ©oz0, OBO0L[L] = N,

il existe C' tel que pour tout m € N, 29 Qp C M mod 77" C 277 Q.
(65)

b) Dans la situation de a) on note P* = Homy(P,.A) et pour tout m € N
on note

Q= Hompge, /mam (Qum, O@(’)L/ﬂm).
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Alors P* et le systeme des QF, vérifient les conditions du a) et on peut leur
associer N' comme N dans a). De plus "P et ("Qum)men satisfont les condi-
tions de a) et on peut leur associer N comme N dans a). Alors on a des
identifications naturelles N' = Hompg o, 1)(N, ORO.[L]) et N" ="N.

Remarque. Dans a) ’hypothése que @, est libre est bien siir nécessaire car
. . . , T w2 pa -1 .

si on p}"enalt P = Aet Q engendré par 1,7, %, ..., Zm= la conclusion de
a) serait fausse.

Démonstration de a). Pour tout n > m > 0 on note

Q= Z 29Q; mod 71"

>n

Alors (QF))n>m est une suite décroissante de sous-0OR0;, /7" -modules de Q,,
contenant z2¢Q,,. Elle est stationnaire, car (Qm /22°Q.,)n>m est une suite
décroissante de sous-k-espaces vectoriels du k-espace vectoriel de dimension
finie Q,,/2%¢Q,,. On note Q,, la limite de la suite stationnaire (Q™),>m.

Donc @, est un sous—(’)@)(’)L/qu—module de Q.n, on a 22¢Q,, C Qm C Qm,

0

o) une base du

et pour n > m on a une surjection @, — Q,,. Soit (z9,...,x
O®0, /m-module libre 22°Q, (qui est inclus dans éo). Par récurrence sur
n on choisit 7 € @n, O S @n des relévements de 277 *, Tl de @n_l
a @n Pour tout ¢+ = 1,...,r la limite projective des ' définit un élément
x; € P. On a méme z; € N.

Soient P* et (Q,)men comme dans I’énoncé de b). Comme P* et le
systéme des Q7 vérifient les conditions du a) on peut leur associer par la
construction précédente r éléments &1, ..., &, € P* tels que pour i € {1,...,r}
et n € N la réduction £ de & modulo 79" appartienne a Q* et que &9, ..., &0
forment une base de z2Q;. Pour n € N et i,5 € {1,....,7}, on a £ € Q*
et 77 € @, dou (§, ;) € OR0./m". En passant a la limite on obtient
(&, ;) € OR0O;. Donc a = det((&;, x;)) est un élément de OO, dont la
réduction modulo 7, est non nulle (et appartient méme a 2" (O®k)*). Pour
tout z € N on a (&, z) € OROL[L]. Donc on a un diagramme commutatif

(OROLE) — N — (004
! i
P — A"

ou les applications horizontales sont données par (ay, ..., @) — ayxy + ... +
a, . et x— ((&,x), ..., (€, x)) et ou les fléches verticales sont les inclusions
évidentes. Il résulte du diagramme que 'application N — (O@OL[%])’” est
aussi une injection. Donc N est un OR0 r[2]-module de type fini sans torsion
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et il est libre grace au lemme suivant et au théoréme de structure des modules
de type fini sur les anneaux principaux.

Lemme 8.12 L’anneau O@OL[%] est principal.

Démonstration. L’anneau O®0O;, est intégre, noethérien et intégralement
clos dans son corps des fractions ; il en donc de méme de OR0,, [%] Les idéaux
premiers non nuls de OO, sont

— les idéaux principaux (f), ou f est un élément irréductible de 0RO,

— lidéal maximal (z, 7).
Par conséquent les idéaux premiers non nuls de OR0 L[] sont maximaux. II
en résulte déja que ORO[L] est un anneau de Dedekind (voir par exemple [Ser68)|,
chapitre 1, proposition 4). De plus les idéaux premiers de O®OL[Z] sont
principaux, comme on vient de le voir. Donc O@OL[%] est principal (ibidem,
chapitre 1, proposition 7). O
Suite de la démonstration de a) du lemme 8.11. Il reste & montrer
(65). Notons My le OR0O -module libre engendré par z, ..., z,. Soit Q la
limite projective des @n, c’est-a-dire

={r € P,Ym €N,z mod 77" € @m}

Alors @ est un sous-ORO-module de P qui contient L1, ons Ty Comme @m C
Qm et &' € @y, pour tout m € N, on a (&, x) € 0RO, pour i € {1,...,r}
et © € Q d’ou Q C a~'M,y. Comme OR0O), est noethérien, Q est donc un
O®0O-module de type fini. On a bien sir

{z € P,VYm € N,z mod 77" € 2°°Q,,} C Q
c{r e PVYmeN,zmod 7" € Q,},

donc @ engendre le O®0;[L-module N. Soit M un ORO-module libre tel
que M ®pgz0, OROL[2] = N. Comme M et Q sont des ORO-modules de
type fini qui engendrent N, il existe C/ tel que 2“'M C Q C 2= M. Pour
tout m € N on a 22¢Q,, C Q mod " = Q,, C Q,, et donc 22°+C'Q,, C
M mod 79" C 27" Q,y,.
Démonstration du b) du lemme 8.11. On utilise simplement (65). [
Fin de la démonstration de “i) implique ii)” dans la proposition 8.3.
Grace au lemme 8.11 on sait que N est un ORO.[2] module libre.
Montrons que ngBl 1 D ®pz)) A — "D Qp((2)) A envoie N dans "N et que
son image contient (z — m)~* "N ou s € Z_ est tel que Vp D (2 — m)*Up.
Pour tout n € N on a

(2 =m)¢p(Bn(A)) C Bnia(A) C dp(Bn(A)).
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La méme relation a lieu modulo 77" et grace a b) du lemme 8.11 on en déduit
(z—=m)*¢p("N) C N C ¢p("N).

Donc ¢y' : N — "N est bien défini comme la restriction de ¢5' a N, et
¢ (N) D (2 — )~* "N. On montre maintenant que (N, $y) satisfait la
condition (PIL). On a

60 6p-"" Sp("Bn(A) C (= 7). (z =77 ) Brin(A)  (66)
et Bmin(A) C opdp.."" dp("Bu(A)). (67)

Soit M un O®O -module libre muni d’un isomorphisme M[1] = N. D’apres
(65) il existe C" € N tel que pour tout [, m € N, et en identifiant M a R(M),

29" M mod 7" C Bnyi(A) mod 79" € 27 M mod 77" (68)
En appliquant (68) &l =0 et a [ = n on déduit de (66) que, pour m,n € N,
29 ((z =)z = 7rqn71))_S¢NT¢N...TH71¢N(TnM) mod 74" C M mod 77",
et donc pour tout n € N,

2z = 7).z =70 NN N (M) C M. (69)

De la méme fagon on déduit de (67) que, pour tout m,n € N,

1

22" M mod 7" C ¢on"bn..." dn(TM) mod 7"
et donc pour tout n € N,
2OM C ondn T dn(TM). (70)

Grace a (69) et (70), la condition (PIL) est satisfaite et donc (IV, ¢ ) est un
isochtouca local.

Montrons maintenant que (D, ¢p,Vp) est associé a N. D’abord (D, ¢p)
est la réduction de (N, ¢n) modulo 77. Le raisonnement établissant 1'unicité
de la matrice R dans le lemme 7.4 montre que I'inclusion de N dans D®j(.)).A
est R.

Il reste & démontrer que Vp est bien associé a N, c’est-a-dire que Vp =
o5 (R(N Roz0,11] L][z — 7]])). Soit M un ORO -module libre muni d’un
isomorphisme M[1] = N. Alors (65) et (60) impliquent I'existence de C' tel
que, pour tout m € N,

BT € MITH) € (A

z
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et donc

m

m
7Tq

N @osoys) OBOL[TIZ] = Bu(d) Boz0, OO (1)

z z

Pour tout m > 0 on a une inclusion O@OL[[’Tqu]][%] C L[z — «]]. Comme
5 (Bm(A)) C Vp, on déduit de (71) appliqué & n’'importe quel m > 0 que
V CcVpouV = ¢ (N Rog0o,[1] L][z — 7]]) est la structure de Hodge-
Pink associée a (N, ¢n) (puisque N désigne ici R(N) C D ®g((»)) A). Par la
proposition 7.5 on a det(V) = (z — )" P)det(D) ® L[[z — ]| et on a vu au
début de la preuve de “i) implique ii)” que tx (D) = ty(D). Donc det(V) =
det(Vp) et V' = Vp. Ceci termine la démonstration de la proposition 8.3. O
Démonstration de la proposition 8.5. Grace a I’hypothése que k est
algébriquement clos, on suppose (D, ¢p) défini sur F, et décent au sens
de |[RZ96] (les isochtoucas que nous considérons sont des “O-analogues” des
F-isocristaux étudiés par Rapoport et Zink, la notion de décence est claire).

Si A et A’ sont deux réseaux de D, on note l1(A,A), ..., (A A) les
diviseurs élémentaires de A’ par rapport a A : ce sont les uniques entiers
relatifs tels que [;(A,A") > ... > [.(A,A’) et que pour une certaine base
e1,...,er de A sur k[[2]], on ait A = " BAAVE[[2]]ey + ... 4 27 AAVE[[2]]e,.

Lemme 8.13 Soit (D, ¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que D =
D ®p, k et ¢p = ¢p ® 1 pour un certain isochtouca décent (D, ¢p) sur IF,.
Supposons Vp C Up, ty(D) = ty(D) et pour tout sous-isochtouca D' de
dimension 1, tg(D') < ty(D'). Soit A un réseau de D et A = A ®p, k. Soit
a € N. [l existe une constante Cy telle que la propriété suivante soit vraie.

Pour tout n € N*, il existe une constante C' telle que pour tout réseau A" de
D vérifiant

op(TA") C 27°A" et Li(AA") > 1L(AA) +C,
on ait I (A, v, (A") < (A A") —n+ Co.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.18 de [RZ96] et la proposition 1.6
de [RZ99] (dont les démonstrations s’adaptent immeédiatement aux O-analogues
des F-isocristaux, que nous appelons ici isochtoucas), il existe des entiers
t,a,Cy (ne dépendant que de D, ¢p et a) tels que, pour tout réseau A’ de
D vérifiant ¢p("A’) C z7*A’, il existe un réseau A” de D défini sur F,
(c’est-a-dire provenant d'un réseau de D ®p, Fy:) vérifiant

dp((A") C 27A" et N C A C 2 A
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En fait, en examinant les démonstrations de [RZ96] et [RZ99], on voit qu’on
pourrait prendre a = a, mais on n’en a pas besoin ici. On a alors

lz<A7 A/) S lz(Aa AH) S ll(A7 A/) + Cl
et LA, v (A) < LAy (A") < 1i(A,7.(A") + C; pour tout i.

Quitte a remplacer Cy par Cy + 2C;, C par C + 2C} et a par a, il suffit
donc de montrer le lemme 8.13 en supposant de plus A" défini sur Fy. Le
lemme suivant montre qu’avec cette condition supplémentaire 1’énoncé du
lemme 8.13 est vrai avec Cy = 0. On est donc ramené & montrer le lemme
suivant.

Lemme 8.14 Soient (D, ¢p,Vp), (D, ¢p), A et A comme dans le lemme
précédent. Soit a € N et t,n € N*. On note B l’ensemble des réseaur A
de D définis sur Fp et vérifiant ¢p("A’) C 27*A’. 1l existe une constante
C telle que pour tout A" € B vérifiant l;(A,A") > IL(AA") + C, on ait
LA v (A") < L(AA) —n.

Démonstration. Si I’énoncé du lemme 8.14 est faux il existe une suite de
réseaux A, dans 'ensemble B vérifiant Iy (A, v,(An)) > [1(A, A,,)—n et telle
que (A, Ay) — 12(A, Ay,) tende vers Iinfini. On note A le F[[2]]-réseau
de D®p, Fy tel que A, = ém ®F,; k (on souligne d’un trait les objets sur F,
et de deux traits les objets sur F,). En notant a,, = [;(A, A,,) — l2(A, Ay,)
on voit que 2MAAMA /20m A @ Fye est un sous-module libre de rang 1
de A ®r, ) (Fge[z]/2%) et définit donc un point de P~ (F[z]/z%"). Par
compacité de P"7!(Fy[[z]]) muni de la topologie z-adique, on peut extraire
une sous-suite ayant une limite et on note D' le sous-F((z))-espace vectoriel
de dimension 1 de D ®g, Fy: tel que cette limite soit D' N (A ®p, Fgt), sous-
4 [[#]]-module libre de rang 1 de A ®f, Fq:. On pose D' = D ®F,, k qui est
un sous-k((z))-espace vectoriel de dimension 1 de D. Autrement dit, quitte
& extraire une sous-suite il existe une suite d’entiers b,, tendant vers -+ oo
quand m tend vers l'infini telle que

AR L b A = (D' N A) + 2P A pour tout m.

Comme les réseaux A,, appartiennent a B, en passant a la limite on voit que
D' est un sous-isochtouca de D et on a déja dit qu'il était défini sur Fy. Le
lemme 8.15 montre que si m est assez grand,

LA, 7(AR)) <L(AAL) +n(tyg (D) —tn(D')).

On obtient ainsi un sous-isochtouca D’ de dimension 1 de D tel que ty (D) >
tn(D'), ce qui contredit '’hypothése. Le lemme 8.14 est donc ramené au
lemme suivant.
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Lemme 8.15 Soit (D, ¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink avec Vi C Up
et D' = (D', ¢p,Vp) un sous-isochtouca de rang 1. Soit A C D un k[[z]]-
réseau. Soit x un générateur de D'. Pour tout n € N, il existe C € N tel que
pour r € N assez grand,

Y(k([2)]z + 2" A) € NPT O[] 4 27 CA,

Démonstration. On rappelle que Vpr = D' ®j(z)) L((z — 7)) N Vp. On note
D" = D/D'" avec ¢pr induit par ¢p et Vpr I'image de Vp dans D" ®y(.))
L((z—m)), de sorte que 0 — D" — D — D" — 0 est une suite exacte courte

dans la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink. On note 82, 32" 4D et

D" les applications correspondant & f3, et 7, pour D' et D”. On note A”

I'image de A dans D”. Soit n € N. Il existe r( tel que
Bu(z7k[[2]]z + A) — 57" (A")
soit surjectif : on reléve les vecteurs d’une base du ORO -module libre

B (A" = ((ppr"dpr.."" b AN") @1 OBOL)
ﬂ(¢D//...Tn71¢D//Tn71VD// PD...P ¢D”VD”>

en des vecteurs de (¢p"dp...”" ¢pA) Qk[[2]] OO}, que I'on corrige par des
vecteurs de (¢pGpr..”" GpT"D") D2 O@OLE] pour qu'ils appartiennent
N n—1 n—1 . : 3

aop..T op” Vpd..d dpVp, ce qui est possible, puisque

0BO.[] — Lz~ all/(z ~ m) Lz~ 7]} & ..
SL[z — 7" (2 — 7" )P L[z — 70"

est surjectif (ou s € Z_ est tel que (z — m)"*Up C Vp C Up). Soit r > ry.
Comme S, (2 0k[[2]]z+A) — BP"(A") est surjectif de noyau 52 (2~ "0 k[[2]]z)
et B2 "k[[2]]z + A) — BP"(A") est surjectif de noyau B2 (27"k[[2]]x) on a

Balkl[lla + 2" A) = B2 (k{[2]]e) + =" Bu(kl[]]e + 20 A),
done a(kl[2]Je + 27 A) = 72 (k[[2]]) + 2" ya(kl[<la + 270 ).

Comme 2" (k[[z]]z) = v P)=ta(PDE[[2]]2, le lemme 8.15 est démontré, ce
qui achéve aussi la démonstration des lemmes 8.13 et 8.14. NN

Fin de la démonstration de la proposition 8.5. On rappelle que k est
supposé algébriquement clos. Soit D = (D, ¢p, Vp) un isochtouca de Hodge-
Pink qui est un objet irréductible de Ciso—p—yq €t tel que Vp C Up.
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Soit a la constante du b) du lemme 8.7. On a ¢p(™m(A)) C 27 % (A)
pour tout m € N. Soit ¢ € {1,....,r — 1}. Le lemme 8.13, appliqué¢ a A*D
montre 'existence de Cy € N tel que pour tout n € N il existe (' tel que si
A’ est un réseau de D vérifiant

Op(A) C 27N et (A, A) = I (A, A) + G,

alors (I1 4+ ... + 1) (A, 7 (A") < (I + ... + L)(A,A") — n + Cy.
En notant Cy la constante qui apparait dans e) du lemme 8.7 on a donc,
pour tout m € N tel que [;(A, v, (A)) > Lip1 (A, v (A)) + C4,

(4 oo 1) (A i (A)) < (11 4 e £ L) A, Y (A)) — 11+ Cy +iCy. (T2)

Comme det(7,,(A)) = det(A) pour tout m € Nyon a (l1+...+L.) (A, v (A)) =
0. On a 29, (A) C Ymt1(A) C 27 %y (A) pour tout m € N. En appliquant
I'inégalité (72) avec n = Cy+ (r—1)Cy et i € {1,...,r — 1}, et en appliquant
le lemme suivant avec

C' = max(Cy,na) et I = [;(A, Ymn(A)) pour i € {1,...,r} et m € N,

on voit qu'il existe Cs tel que pour tout m € N, 23A C vun(A) C 27 BA.
On a donc 2HZ1PA € 7, (A) € 2=~ [Z12A pour tout m € N. On est donc
ramené a montrer le lemme suivant. Pour lui donner un sens géométrique,
signalons que si A’ est un réseau, le polygone concave ayant pour sommets
(i, (I1 + ... + 1;))(A,A")) pour @ = 0,...,r peut étre appelé “polygone des in-
variants” de A’ relativement & A et que les [;(A, A’) sont les pentes de ce
polygone. Dans le cas que 'on considére on a toujours (I;+...+1,) (A, A") = 0,
c’est-a-dire que le premier sommet est (0,0) et le dernier est (r,0).

Lemme 8.16 Soit r € N* et C € R,. Soit I € R pour i € {1,...,r} et
n € N vérifiant
— 1) pour tout n € N, I} > ... > [,
— ii) pour tout n € N, >0 1" =0,
~ui)onal)=..=102=0,
— ) pouri € {1,..,r} etn €N, ! —C <[ <"+ C,
~wv)pourie{l,..,r—1} etneN, st} =1 >C ona

R R (e AR

Alors on a I € [-C',C'] pour tout i € {1,...,r} et pour tout n € N, avec C’
ne dépendant que de r et de C.
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Démonstration. Pour tout n € N on note P, le polygone concave dont les
sommets sont les (i, P,(i)) pour i € {0,...,r}, avec

P,(i)) =1+ ..+

(en particulier le premier sommet est (0,0) et le dernier est (r,0)). La dif-
férence des pentes au sommet (i, P,(i)), que nous appellerons brisure, est
I =17 ,. La condition v) assure que P,11(i) < P,(i) si la brisure de P,
en (i, P,(i)) est > C. L’idée naive de la démonstration est la suivante : si
max; P, (i) est atteint en un sommet (j, P,(j)) de brisure > C' la condi-
tion v) impose P,11(j) < P,(j) et si max; P,41(7) est atteint pour la méme
valeur de i (c’est-a-dire ¢ = j) on en déduit max; P, (i) < max; P, (i), ce
qui impose a P, de rester borné. Nous allons voir qu’en remplacant P, par
P, — @) pour un certain () de brisure constante 3C' cet argument devient
correct. On pose donc Q(i) = 2<i(r — i) pour i € {0,...,r}. On pose ensuite
my, = maXeqo,.. . (Pn(i) — Q(i)) € Ry. Nous allons montrer que my,41 < my,
pour tout n € N. Comme m,, > 0, il n’y a rien a démontrer si m,; = 0.
Supposons donc m,, 1 > 0 et soit j € {1,...,r — 1} tel que le maximum soit
atteint en j. La brisure de P,,; — @ en j est donc > 0. Or la brisure de )
est égale a 3C, donc I — I} > 3C. Gréce a la condition iv) on en déduit
17 =1}, > C, d’ot par la condition v), P,(j) > P,41(j). On a donc

j+1
Mo > Pa(§) = Q) = Pasa () — Q) = M.
Par la condition iii) on a my = 0. Donc m,, = 0 pour tout n € N. Donc

= P1) < QM) = 06— 1)

et II'=—P,(r—1)>-Q(r—1)= —gC(r — 1) pour tout n € N.

n

Ceci termine la démonstration du lemme 8.16 (avec C" = 3C(r — 1)) et donc
celle de la proposition 8.5. N

9 Un contre-exemple a “faiblement admissible
implique admissible” sur un anneau de valua-
tion réelle non discreéte

Le contre-exemple que nous allons présenter est di a Pink [Pin00| dans
le cadre de I'uniformisation des t-motifs. Nous I’avons adapté a la théorie de
Fontaine, et Hartl ’a fait de fagon indépendante (voir [Har08]). L’idée de ce
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contre-exemple vient des O-analogues des anneaux de Fontaine (voir [HP04,
Har05]), mais nous allons I’expliquer sans anneaux de Fontaine. Nous incluons
ce contre-exemple dans notre texte parce que la démonstration du lemme 9.1
ci-dessous est voisine de celle de la proposition 7.5.

En général soit O un anneau de valuation réelle non nécessairement
discréte, complet, d’idéal maximal m, de corps résiduel k. On suppose Oy,
muni d’une structure de O-algebre, telle que I'image de 7 soit dans my et
soit non nulle. Comme Hartl dans [Har05] on suppose donnée une section
k — Or. Soit (D, ¢p) un isochtouca local sur k.

A tout isochtouca local (N, ¢y ) sur Of rigidifié par un isomorphisme p
entre sa restriction & Op /7Oy, et l'extension de (D, ¢p) & Op /7Oy par la
section k — O, — O /w0y, on associe (comme dans le paragraphe 3) une
structure de Hodge-Pink V, c’est-a-dire un L[[z — m]]-réseau dans D ®p())
L((z — m)). On dit qu'une structure de Hodge-Pink V' est faiblement ad-
missible si pour tout sous-isochtouca local D’ de D, muni de la structure
de Hodge-Pink Vpr = Vp N D' @2y L((z — 7)) on a ty(D') < ty(D').
Hartl montre dans [Har05| que toute structure de Hodge-Pink associée a un
isochtouca local comme ci-dessus est faiblement admissible (on peut aussi le
montrer en reprenant la démonstration de la proposition 7.5).

Supposons que Oy, posseéde un élément a de valuation > 0 ainsi que les
a?" pour i € Z (cela implique que la valuation est non discréte mais elle
peut étre rationnelle). Nous allons construire un isochtouca local sur k£ muni
d’une structure de Hodge-Pink faiblement admissible, qui ne correspond &
aucun isochtouca local sur Op. Dans [Har05], Hartl a montré que faiblement
admissible implique admissible est vrai sur tout anneau de valuation réelle
complet de corps résiduel algébriquement clos qui ne posséde pas un tel
élément a. En fait il montre méme que tout contre-exemple est obtenu comme
celui qui va suivre.

Voici le contre-exemple. On note C = C(Qy) (défini dans le paragraphe 3).

Lemme 9.1 Soit (N, ¢n) un isochtouca local sur O, k € N* et j,l € Z tels
que é%—j > 0. Alors tout v € o/ N Rogo, 1) C tel que zl¢N...Tk71¢N(Tkx) =z
est nul. ’

Dans ce lemme 'inégalité stricte % + 7 > 0 est nécessaire : sik=1,7 =0
et [ = 0 on peut prendre N = O@OL[i], oy =let x=1.
Démonstration. En remplacant j par 0, x par a7z, ¢ par (z —7) oy et
[ par [+ kj on se raméne & montrer le lemme pour j = 0, ce que I'on suppose
désormais. On rappelle que pour w € R, on posseéde la valuation v, sur C,
définie par

vw(z a,z") = inf nw + v(ay,),

neL
nez
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ou v est la valuation sur Oy, normalisée par v(m) = 1. On rappelle que v,
s’étend en une valuation sur C[1]. On choisit une base de N sur OROL[1].
On définit la valuation v,, d'un élement de N ® C comme le minimum des
valuations v,, de ses coordonnées. Par la condition (PIL) il existe s € Z et
C € N tels que pour tout n € N la matrice de ¢N...Tn_1q§N appartienne a
2Oz =) (2 — 7" )M (OR0,).

Soit t € N. On a z = 2¢y.. ™" ¢ (""x). Comme v e est une valuation
on en déduit

vgn (@) > g™ +s(1+q+ ... + ¢ 1) — O¢™ + ¢ vy (),

et donc grace a I'hypothése I > 0 il existe € > 0 tel que vgn(z) > etq™”
pour t assez grand. Comme z € N Rozoy[L] C cela implique x = 0 car si
T =Y, %", on a v(x,) > (et —n)g"* pour tout t assez grand, donc
x, = 0 pour tout n € Z. ]
Nous allons maintenant construire un isochtouca de Hodge-Pink (D, ¢p, V)
faiblement admissible qui n’est associé a aucun isochtouca local. On pose

000 0 22
100 0 O
D = k((2))° ¢p =10 1 0 0 0 |. On choisira plus tard Vp tel que
00100
00010

Up CVp C (2 —m) 'Up et dimy Vp/Up = 2. Comme (D, ¢p) ne contient
aucun sous-isochtouca autre que 0 et lui-méme, (D, ¢p, Vp) est faiblement

admissible.
(1_ 10n n
ZnEZ a <

Z ’ aq—IOn—4 Zn
Posons z = Zne at” "t | €D® C.Onaz '¢pop("z) =2
= Xneza” k(=) C- p"¢p("x) = x.
q n
Z?’LGZ @ 710n716z
ZTLGZ al 2"

Choisissons Vp tel que les images de ¢! () et @ dans "D E@k((z)) L[[z—7]]
appartiennent a (z — m)Vp. Grace a I'équation 2~1¢p"gp (" wzl = x, on en
déduit que pour tout n € N I'image de & dans D ®y(.y) L{[z — 77 ]] appartient
a (Z — an)¢D...T7L¢D(T7VD).

Supposons que (D, ¢p, Vp) est associé & un isochtouca local (N, ¢y ) sur
Op. Le début de la démonstration de la proposition 3.12 indique que

1
R(N Bos0,[1] C) ={z € D Q) C[a],Vn € N, l'image de x dans
D ®p((2)) L[z — ﬂqn]] appartient a ng...Tnng(TnVD)}.
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On en déduit que R~ (x) appartient & aN ®pz0, (2)C. Comme R~ (z) vérifie
2l onon(T(RH(x))) = R (), le lemme 9.1 améne une contradiction (avec
k=2 =1etl=—1).

Remarque. On peut montrer que les images de gﬁBl (z) et "z dans "D Qp((»))
(L[[z — 7]]/(z — m)L[[z — ]]) sont indépendantes, ce qui fait que Vp est
déterminé par a. En effet y = 2 A¢p("z) € A*D ®y((»))C est non nul et vérifie

2 (N (D)) (y) = —y. (73)

Or si z et ¢p("z) sont égaux en z = 7, y s’annule en z = 7 donc aussi, grace
a (73), en tous les z = 77" pour n € N, et on a donc y € aA*D ®j(,)) C. Or
ceci et Péquation 27! Ty = —y qui résulte de (73) contredisent le lemme 9.1,
appliqué a N = (O@(’)L[é])lo, on=-Id, k=51=—-1etj=1.

10 Théorie entiére pour les chtoucas locaux mi-
nuscules sur un anneau de valuation dis-
créte

Dans tout ce paragraphe on impose ¢ > 3. Soit O comme dans le para-
graphe 7 : O un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k,
my, son idéal maximal, 77, une uniformisante de Oy, L son corps des fractions
et on suppose O, muni d’une structure de O-algébre de sorte que I'image de
7w dans Oy, soit un élément non nul de my. On note e 'indice de ramification
de L sur K.

On note Cl;, la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur Op. C’est
une catégorie O-linéaire, mais non abélienne. On rappelle que ses objets sont
les ORO;-modules libres M munis de

tels que ¢y oYy = (2 — ) et Ypr 0 dpr = (2 — 7).

D’aprés le paragraphe 5 on a un foncteur D de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur O /7Op, vers la catégorie des O-cristaux (au sens de
Honda et Gross-Hopkins) sur O /7Op. A fortiori on obtient un foncteur de
la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur Op /7Oy, vers la catégorie des
O-cristaux relativement a (O, 7O, o) sur O /7Oy, que 'on note encore D.
Gréce au lemme 1.2 tout chtouca local minuscule sur Oy /7O se reléve en
un chtouca local minuscule sur Oy. En utilisant ce fait, nous allons donner
une description plus simple du foncteur D, qui servira dans la preuve du
théoréme 10.3.
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Soit B = (O®k)[[u]], muni de la topologie (m,u)-adique. On note I le
noyau du morphisme surjectif de O-algébres B — Op qui a u associe 7y,
de sorte que 'on a un isomorphisme s : O — B/Iy. On pose I = Iy + 7B
et on voit facilement que I = (7, u¢). On pose ensuite B = (ORk)[[u, «2],
muni de la topologie (7, “")-adique (c’est-a-dire le quotient de ORk[[u, v]]
muni de la topologie (7, u, v)-adique par 'idéal fermé engendré par mv —u°?).
On note  : B — B linclusion naturelle (qui est O-linéaire et continue).
Enfin on définit v : I — B en posant v(u¢) = Y2 et y(m) = w07 11 est
clair que (E ,3,7) est une structure de puissances divisées sur I compatible
a (0, 70,v0).

L’isomorphisme s : O — B/I, considéré precedemment induit un 1so—
morphisme s : OL/WOL — B/I Soit J I'idéal de B engendré par 7 et =

Pour tout n, (B/I",I/I”,S,B/J”,ﬁ,'y) est un Or/mOp-objet test relatlve—
ment a (O, 70, 70) au sens du paragraphe 5 (ou I™ désigne 'idéal engendré
par les produits de n éléments de I et de méme pour J ).

Soit (M, ¢ar) € Cin, 7 le rang de M sur OR0; et D(M, ppr) le O-cristal
relativement a (O, 710, v0) sur Oy /7Oy, associé a la réduction de (M, ¢ar)
modulo 7 (la notation D(M, ¢p;) est donc un léger abus). Alors la limite pro-
jective des B/j”—modules libres (D(M, ¢M))(B/I”,I/I”,s,é/j",ﬁ,’y) est
un B-module libre de rang r que l'on note (D(M, ng))(B,I, s, B, 3, ) par
abus et qui ne dépend donc que la réduction de (M, ¢5;) modulo 7.

Pour le déterminer on reléve le chtouca local (M, ¢y) de Op & B en
un objet (M qu) qui n’est plus nécessairement un chtouca local, c’est-a-
dire que M est un O®B-module libre et ng LM — E est ORB-linéaire,
mais son image ne contient pas nécessairement (z — w)M. Pour faire cela on
construit un relévement x : Op — B de s : O — B/l en envoyant 77, sur u
( ce relévement n’est pas O-linéaire et n’a rien de canonique). On pose alors
M=M Roe0, 18k (’)®B muni de ¢M = ¢M®1 L’image de ¢M ne contient

pas nécessairement (z - 7T)M parce que £ n ‘est pas O-linéaire. Alors grace a
la proposition 5.14, (D(M, ¢r)) (B, I, s, B, 8,7) est

~

("M/(z = 7)'M) @5 B ="M ®pz0, B,
ot linclusion OR0; C B est la composée OR0, 185 O%B =" B 5B
La structure de O-algébre sur B qui envoie 7 sur 7 est canonique mais cette
inclusion O®O;, C B qui envoie z sur 7 et 7y, sur u n’est pas canonique.

On a donc une inclusion O®RQO;, C B telle que

A

(D(M, é:))(B,1,5,B,3,7) ="M ®pgz0, B (74)
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Ceci permet une approche naive, ot ’on retrouve heuristiquement I’anneau B
en évitant le paragraphe 5. Nous verrons dans la proposition 10.2 ci-dessous
que cette approche fournit une construction plus simple du foncteur D de la
catégorie des chtoucas locaux minuscules sur Op /7Oy vers la catégorie des
O-cristaux relativement a (O, 7O, v0) sur Or /7Oy,

On cherche un anneau S (noté ainsi par Breuil dans [Bre02] et noté Ry
dans [Fal99]) contenant OR0O;, tel que le S-module "M Roz0, S ne dépende
que de la réduction de (M, ¢y;) modulo 7.

Commengons par un exemple (dans les notations de la démonstration du
lemme 7.4).

Soitr =2, M = M' = (OR0L)*, ¢ = <ZE7T (1)) et pap = (Z;W g)

Un calcul facile montre que R~ R, qui est égal a la limite quand n tend vers
Vinfini de ¢pp™dar...” dar™ ¢y - "daf daf > vaut

(sa-mramaprao e )

On cherche un anneau S tel que (R'™'R) ait ses coefficients dans S. En
fait nous allons garder la notation S pour un anneau que nous introduirons
dans le paragraphe suivant et qui est vraiment analogue & celui introduit
dans [Fal99, Bre02|. Pour l'instant nous considérons un anneau un peu plus
petit que S, et adapté seulement au cas minuscule, que nous notons Syy.

On pose Spyin = OROL[[Z]] (cest-a-dire le quotient de OO [[v]] par
I'idéal engendré par zv — w?). Soient (M, ¢pr) et (M, ¢p) deux objets de la
catégorie Clin. On suppose M et M’ de rang r sur OR0O; et on se donne des
bases de M et M’ sur OR0);, telles que les matrices de ¢y et ¢rp dans ces
bases soient congrues modulo 7 dans M, (OR0y). Alors (R~ R) appartient
3 GL,(Smin). En effet pour tout n € N, ¢ap op...” bar”™ Orp.. Ot O0)
appartient a (z—m) "' (z—77" )T M, (OR0}) et est congru a R~ R modulo
77" On en déduit R"'R € M,(OR0¢[[Z]]) et on répéte le raisonnement pour
R™R'. Le calcul que nous venons d’effectuer est le cas particulier ou f est
un isomorphisme dans la proposition suivante.

Proposition 10.1 Soient (M, ¢pr) et (M’ ¢pr) des chtoucas locaus minus-
cules sur Or, et f un morphisme de la réduction modulo w de (M, ¢nr) vers la
réduction modulo w de (M', ¢prr). Soient (D, ¢p) et (D', ¢p:) les isochtoucas
associés par réduction modulo 7y, et h : (D,¢p) — (D', ¢p/) obtenu a par-
tir de f par réduction modulo wr. Soient R : M@O(@OLC%} — D®j((2)C[2]
comme dans le lemme 7.4 et R associé a M'. Alors l'image de

1

(R'hR) € Homygep, ("M, ™M) @pz0, T(C[a])
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dans HOm(r)@(r)L (TM, TM/)@@@(QL Smln[%] appartient a HOHIO@OL (TMa TM/)®O®(9L
Smin-

Démonstration. Soit ]7: M — M’ un relévement de f. Alors

o () ot b (75)

n—1

(R'hR) = lim "gpp...7

De plus "gapr.. ™ dar ™ (F)" by} .5 appartient & (z—ﬂq)_l...(z—ﬂq"fl)_l
Homzp, ("M, ™M’) et est congru a (R'~'hR) modulo 77", Enfin (1—=-) est
une unité dans S,,;, pour tout ¢ € N*. O

Comme tout chtouca local minuscule sur Oy, /7Oy, se reléve en un chtouca
local minuscule sur Op, on obtient ainsi un foncteur S de la catégorie des
chtoucas locaux minuscules sur O /7Oy, vers la catégorie des Sp,i,-modules
libres.

Proposition 10.2 Le morphisme de B dans Swin qui envoie T Sur z, u
sur T et 5 sur (%)q(%q) est un isomorphisme. Via cet isomorphisme,
le foncteur S et le foncteur (M, ¢y) — (]D(M, qu))(B,[,s,B,ﬁ,’y) de la
catégorie des chtoucas locaux minuscules sur Or/mOy, vers la catégorie des
Smin-modules libres, sont isomorphes.

Démonstration. Le deuxiéme foncteur est défini comme une limite projec-
tive, mais les formules intervenant dans le complément a la construction de
D au paragraphe 5 (qui est récapitulé dans la proposition 5.14) passent a la
limite. Plus précisément on choisit

(M, 6u1) = (M ®pz0, 15, ODB, 1)

comme relévement de la réduction modulo 7Oy, de (M, ¢pr), de O /7O a
B = O®0y, et on fait de méme avec (M’ ¢pp). A la limite Fir g itam )
est donné par (75). O]

Remarque. Soit (M, ¢y) dans la catégorie Cnin et (D, ¢p) Iisochtouca

obtenu par réduction modulo 77. On a vu que T(C[é]) C Smin[%] donc R :

M@O@)OLC%] — D@k((z))C[é] induit un isomorphisme

~

T TN T o 1 TN o 1
R: M®o®oL5min[;] — D®k((z))5min[;}.

Soit A C D le k[[z]] réseau obtenu par réduction de M modulo 7. Sie =1
on a

R(M®pz0, Smin) = A& Smin (76)
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mais cela est faux en général si e > 1. En effet on choisit une base de M, dont
la réduction modulo 7, fournit une base de A. La matrice de R est donnée
par la formule

R = lim o pp.. T ppT Gt T o o) (77)

z—m 0

Dans exemple ou M = (OR0,)? et ¢ = ( . 1
L

), ona’R & GLy(Snin)

si e > 1, c’est-a-~dire que (76) n’a pas lieu.

Nous inspirant de Faltings [Fal99] et de Breuil [Bre02], nous allons in-
troduire une autre catégorie O-linéaire C} ,, , dont les objets sont constitués
d’un isochtouca de Hodge-Pink minuscule, muni d’une “structure entiére”.

Plus précisément la catégorie C! ;. est formée des (D, ¢p, Vp, M), ot

— (D, ¢p) est un isochtouca i.e. D est un k((z))-espace vectoriel de di-

mension finie et ¢p : "D — D est un isomorphisme,

— Vp est une structure de Hodge-Pink “minuscule” c¢’est-a-dire que Vp est

un L[z — 7]]-module libre et qu'en posant Up = "D ®y(»)) L[[z — 7],
onalUpCVpC(z—m)'Up,

— M est un S;-module libre, muni d’un isomorphisme

1 1
M ®$min Smm[;] = TD ®]€((Z)) Smln[;]7

— on suppose que M est “fortement divisible”, c¢’est-a-dire
Smin-2 ' ((op @ )M N (2 — m)Vp)) = M.

Dans cette formule Syy.(...) désigne le sous-Spn-module engendré par (...)
dans TD®k((z))Smin[%]. L’intersection avec Vp a un sens car Sy, est inclus dans
L[[z — 7]]. On peut remarquer que dans le cas minuscule une structure de
Hodge-Pink est simplement une structure de Hodge.

Comme MN(z—mVp D (z—mMet1l— ”7(1 est une unité de Sy, la
condition de forte divisibilité implique que M est stable par (1&Fr)o(¢p®@1)
(condition demandée par Breuil dans [Bre(2]).

Dans la catégorie C! ., un morphisme entre deux objets (D, ¢p, Vp, M)
et (D', ¢p,Vp, M) est un morphisme f d’isochtoucas de Hodge-Pink, tel
que ("f @ 1)(M) Cc M.

On note D : Cpyy — CY,, le foncteur qui & un objet (M, ¢yr) de Chn
associe (D, ¢p,Vp, M) avec (D, ¢p,Vp) = D (M[1], ¢y ® 1) (donc avec
Vp comme dans (48)) et avec M ="M ®pgz0, Smin qui est un Syip-module
libre muni de 'isomorphisme M ®s, .. Smin[2] ~ ™D ®k((z)) Smin[%] associé
a "R (en effet on a montré ci-dessus que "R induit un isomorphisme entre

™ ®0pz0, Sminl2) €t ™D Q((z)) Smin[2])-
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Montrons d’abord que le foncteur DT est bien défini. Il s’agit de montrer
que M ="M Ros0, Smin est fortement divisible. L’inclusion

Smin-2 " ((pp @ 1) (M N (2 — m)Vp)) D M
est évidente. En effet on a
MN(z—7)Vp D'RCM) N (2 —7)Vp D R((z — )y (M))

puisque par définition de la catégorie Ciin, (2 — 7)¢y; € Hompgp, (M, ™M)
(en fait "R("M) N (2 — 7)Vp = "R((z — m)¢5; (M))). Donc

2 ((op @ YMN (z = m)Vp)) D 271 (¢ @ 1)(TR((2 — 1)y, (M))))
=(1- %)TR(TM) puisque (¢p ® 1)"Rey; = R

q . .
Enfin 1 — = est inversible dans Spn.
Il nous reste donc & montrer 'inclusion inverse

2 (ép ® MM (2 = m)Vp)) € M.

Comme ¢y, appartient & Homyge, ("M, M), et par la définition de Vp, on a

R ((ép @ )(M N (2 — m)Vp))
C (M @ogo, Smin) N (2 = MM ®ogo, Lz = 7ll)
=M Qoz0o, (Smin N (2 = 7)L{[z = 7]]

)-
Mais Spin N (z =) L[z — 7] = (2 — ) (Smin + Z— "Simin) (Uintersection a lieu
dans L((z — ))) et donc

(Smin N (z = m)L[[z — 7]]) C (z — 7)Smin-

Comme (1 — ) € Spin, 2 (Smin N (2 — 7)L[[z — 7]]) C Siin, donc M est
fortement divisible. Nous avons démontré que le foncteur DT : Cpyy — Clin
est bien défini.

Il est important de rappeler (comme on 'a vu, de deux maniéres dif-
férentes, au début du paragraphe) que M ne dépend que de la réduction
modulo 7 de (M, ¢n).

Il résulte de la fidélité du foncteur D, du théoréme 7.3 que le foncteur
DT : Cpin — O . est fidéle.

min

Théoréme 10.3 Le foncteur DT : Cpy — Cl est une équivalence de ca-
tégories, compatible, via les foncteurs d’oubli de Cly, vers la catégorie des
isochtoucas locaur sur Op, et de C!. wvers la catégorie des isochtoucas de

min

Hodge-Pink, avec le foncteur D du théoréeme 7.3.
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Remarque. Il résulte du théoréme 10.3 que pour tout (D, ¢p,Vp, M) €

! iy (D, 0p,Vp) est faiblement admissible. On a vu au début de ce para-
graphe, et dans la proposition 10.2, que DT est compatible avec le foncteur D
du paragraphe 5 dans la mesure ot M est la valeur en un certain pro-objet
test du O-cristal D(M, ¢pr). On peut renforcer cet énoncé de compatibi-
lité entre Dt et D si on observe que M (vu comme sous-Syi,-module de
™D ®p((2)) Smin[%b est stable par les opérateurs différentiels K-linéaires, au
sens de Grothendieck, 2"/ Q]%(%)” (agissant trivialement sur "D). En effet
on le vérifie pour (D, ¢p, Vp, M) € Ci,, image par DT de (M, ¢pr) € Cryin.-
D’abord Sy, est stable par ces opérateurs. Donc il suffit de vérifier que
AL (G2 ((RM)) C (RM) ® 0z, Smin dans "D @x((z)) Smin[£]- Mais si k

est tel que ¢ <n < ¢!, on a

TRM) € (=™ 6p..."6p™ " (RM) ®050, Suin

puisque 1 — %q, N # sont des unités dans Syy, Tng...quSDTkH(RM) est
stable par %(%)”, T¢D...Tk¢DTk+1(RM) C (RM), et enfin [n/q] > ¢** >
k. Or, en utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le
paragraphe IV.1.6 de |[Bert74]|, on peut montrer que la catégorie des O-
cristaux relativement a (O, 7O, vp) sur Of, (ou sur O /7Op) est équivalente

a celle des S;-modules libres munis d’une action des opérateurs différentiels
[n/q] L(_d _\n

< n!( 7y ) :

Début de la démonstration du théoréme 10.3. La compatibilité est

évidente. Montrons d’abord que D7 est pleinement fidéle. Soient (M, ¢y) et
(M', ¢pr) deux objets de Chin et (D, ép, Vp, M) et (D', ¢pr, Vpr, M') leurs

images dans C” . . On veut montrer la surjectivité de 'application

Homge,,, (M, ¢ar), (M, ¢prr)) — Homer (D, ¢p, Vo, M), (D', ¢pr, Vpr, M'))

dont nous venons de voir 'injectivité.

Soit h € Homer (D, ¢p, Vp, M), (D', ¢pr, Vpr, M')). Par la pleine fidé-
lité de D, nous savons qu'il existe un unique morphisme f d’isochtoucas lo-
caux dans Hompg, (M, M')®pz0, OR0[}] qui vérifie fo(pr®1) = (¢),®
1) o7f et dont la réduction modulo 7, est h. L’hypothese (h® 1)(M) ¢ M’
implique que f ®pgz0 L[L] 1 Suminl2] envoie "M ® 50, Smin dans "M’ ®@pz0, Smin-
Il s’agit de montrer que f appartient a Homo®oL(M ,M"). En fait c’est une
conséquence de la proposition 4.1 : comme O@(OL /m10}) est un quotient
de Spin, M détermine la réduction de "M modulo 7@y, donc la réduction
de M modulo 7Oy, et comme 772 est nilpotent dans B (grace a I'hypothése
q > 3), la proposition 4.1 implique que (M, ¢ps) est déterminé par sa classe
d’isogénie et par la réduction de M modulo 7Oy, (c’est-a-dire que le foncteur
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qui & (M, ¢r) associe Disochtouca local (M[2], gy ® 1) et la réduction de M
modulo 7Oy, est pleinement fidéle). Nous rappelons I'argument dans ce cas
particulier pour la commodité du lecteur.

Choisissons des bases de M et M’ sur OR0O,, et notons r et ' les rangs
de M et M’. On a donc f € MTIT(O@)OL[%]) et 7f € My (Smin) et il s’agit
de montrer f € M,,/T(O@OL). Comme O@(OL/W"OL) est un quotient de
Smin, Uhypothése 7f € M, (Spin) implique que f modulo 7 appartient a
MT’T‘(O(@(OL/WOL))‘

On a f = ¢n"f¢;, . Supposons par 'absurde que f n’appartient pas a
M, (OR0,). Soit a € N le petit entier tel que 2 f appartienne a M, (OR0}).
Par hypothése a > 0. Soit b € N le plus grand entier tel que 2*f mod z €
M,.,(Or) appartienne a 7% M,.,(Or). Par hypothése, b > e. On a l'égalité
suivante, ou toutes les matrices entre parenthéses ont leurs coefficients dans
O@OL :

(2 = W) F) = () (= (= = )orh).

En réduisant cette égalité modulo z, on trouve I'égalité suivante, ou toutes
les matrices entre parenthéses sont & coefficients dans Oy, :

(_W)<(z“f) mod z)
- (qﬁM/ mod z) <(z“ f) mod z) ((z — )¢y mod Z)-

Or (2°f) mod z est divisible exactement par 7% et (2% 7f) mod z est divisible
(exactement) par 7%, Comme 7 /7% est une unité, le membre de gauche est
divisible exactement par 772*6, alors que le membre de droite est divisible par
W%b. Comme b > eet ¢ > 3 onab(g—1) > e ce qui améne une contradiction.
Remarque. Voici un contre-exemple qui montre qu’on ne peut pas espérer
un foncteur pleinement fidéle pour e = 1 et ¢ = 2 (on note que le calcul
qui suit est en caractéristique 2). On prend M = M’ = (OR0OL)?, ¢y =

1 0
<O z—ﬂ)et

(1 7/z 17T2/Z_1_1w_177
=0 ) enlo ) =020 ) =0T

Alors (M, ¢ar) et (M’ ¢ppr) sont des objets de Cpyn et f = ((1] W{Z> est une

quasi-isogénie congrue a Id modulo 7, de M vers M’ : zf est un morphisme
de M vers M’ dans C\,;, mais ce n’est pas le cas de f, & cause du dénomi-
nateur z dans 7w/z. On voit que "f appartient & G Ly(Syin), donc f définit
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un morphisme du quadruplet (D, ¢p, Vp, M) associé & M vers le quadruplet
(D', ¢pr, Vpr, M) associé a M'.

Suite de la démonstration du théoréme 10.3. Il nous reste & montrer
que pour g > 3 le foncteur de Ci;, dans C7 . = est essentiellement surjectif. On
doit construire un OO -module libre M de rang r, a partir de la donnée
d’un S,,-module libre M de rang r. L’idée est de construire une suite de
modules libres de rang r sur des anneaux qui se rapprochent de plus en plus
de OR0O; et de définir M comme la limite de cette suite. La difficulté de cette
démonstration n’est pas de construire un ORO;, module M, mais de montrer
qu’il est libre de rang r. Il est important de noter la parenté entre la preuve
qui suit et la démonstration du théoréme “faiblement admissible implique
admisible” donnée au paragraphe 8. Nous commencons par un lemme qui
montre que, bien que le lemme 8.1 soit faux pour O@OLH%H (qui n’est pas
régulier), une certaine approximation reste vraie.

Lemme 10.4 a) Soit a € N, a > 3, et N' un OR0[[=]]-module libre et
W un sous-L[[z — w|]-module de N ®pgp, =2y L[z — 7]] contenant (2 —

TN @ozo, =) LIz = 7l Alors N7 = OBOL[[Z=]].(N N W) est un sous-

z

O@OL[[”azfl]]—module libre de N®O®0L[[ﬂ]] O®OL[[7TG;1H;

, . 7.‘,a—l 1 . 7].a—l 1
N ®O®0L[[#H O®OLH H[Z _ 7_‘_] = N®O(§>(9L[[%]] O®OLH P H[Z _ 7_‘_]
et N’ Boso, ==t L[z — «]] = W.
a—1
De plus det(N') = (z — 7)*det(N) RosoL[=]] O@OL[[WZ 1]

O/Z)/ kf — dlmL<N ®O®0L[[§” L[[Z - W]]/W)
b) Soit de plus N un ORO-module libre muni d’un isomorphisme N®oszo,
OR0L[[Z]] = N. Alors Uinclusion

a—1 a—1

.(NNW) C 0RO, [~

O@OL[[”Z -

].IN W)

est une égalité. B
¢) Soit de plus b > a et N un O@OLH”;]]-module libre muni d’un iso-

0B0L 1] OROL[[Z]] = N. Alors Uinclusion

morphisme N ®
a—1 a—1

N NW) c 030~

™

0RO J.IWNNW)

z

est une égalité.
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Démonstration. On montre simultanément a) et b). Soit N un O®0O;-
module libre muni d'un isomorphisme N ®pz0, ORO.[[Z]] = N. D’apres
le lemme 8.1, N' = NNW est un OR0O -module libre, et on a

(z—m)N C N' C N,det(N') = (z — m)"det(N) et W = N’ ®pz0, L[z — 7).

Comme N = N ®pz0, ORO.[[%]] il résulte de ce qui précéde que

a

N AW € N @ogo, (2 = m) T OBOL[]] N L[z — 7).

On vérifie facilement que

(=) 1080, N L{[z — 7] = 08O,[Z]) + T—080, [ ]
C 08B0 :1]].
Donc o
N'C N' 8050, OBO[[~—]

et on a 1’égalité puisque N N W contient évidemment N’. Enfin

Ik

Pour montrer ¢) on applique b) en prenant /N engendré par les vecteurs d’une
base de N sur O@OL[[%b]] O
Fin de la démonstration du théoréme 10.3. Montrons maintenant que le
foncteur DT : Cpyn — C7;, est essentiellement surjectif. Soit (D, ¢p, Vp, M)
un objet de C'

a—1

det(N7) = det(N') ®pgp, ODOL|

z

! - D’apres le a) du lemme 10.4, (’)@OL[[“Q:]].(MD(Z—W)VD)

est un OROL ([
1), si bien que

J]-module libre. On note My son image par (z —m) ' (¢p ®

q—1

~ m
My = 00, .

JJ.(z =)~ H¢ép @ (M N (2 — 7)Vp)

wd—1L
z

est un OROL[[™—]]-module libre naturellement inclus dans

a1

)

(2 = m)7'D @iy OROL|

Alors "Mj est un O@(’)L[[ﬂq(jl)]]—module libre qui est naturellement inclus

dans (z — 7)™ ™D ®g((») O@OL[[”q(q_l)]][%]. Par I’hypothése de forte divisi-

z
e1ey - q oy 2
bilité de M, et comme 1 — 7= est une unité de Spn, on a

L‘;Inin = M.

Mo ®oz0, ety
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On pose ensuite

rala=1)—1

M, = (’3@(%[[7]].(2' —m) " (ép ® 1)("Mo N (2 — 7)Vp).

7rq(q 1)-1

Par le a) du lemme 10.4 c’est un OR0[| |]-module libre, naturelle-
ment inclus dans (z —7) " (z — 7)1 D ®g((») O®O [[&]][%] On définit
par récurrence M, pour n € N en posant

ﬂ-mn+1

My = 0RO JJ.(z = m)"H¢p ® 1) ("M, N (2 = 7)Vp),

ou la suite m,, est définie par my = ¢ — 1 et m, 11 = gm,, — 1 (cette suite est
strictement croissante et tend vers l'infini).

Par le a) du lemme 10.4, M,, est un (’)®OL[[ ~]]-module libre, inclus
dans (z — m) 7L (2 — 7)) LD Rp(()) OROL[[* H[Z] L’hypothése de forte
divisibilité de M, et le c¢) du lemme 10.4 (apphqué aa=gq,b=qmy,,

N = M et N =7M,_1) montrent, par récurrence sur n,
TMn ®O®0L[[@H Smjn — M

On a déja vu que "My C M. On en déduit M; C M. Cette assertlon a un
sens car les deux sont plongés dans (z — 7)1 D ®j()) OROL[[= ]][l] On

en déduit, pour tout n € N, M,,,1 C M,. En fait l’egahte My ®OA(’) [[ﬂ.q 1)

Smin = M implique, grace au c¢) du lemme 10.4 (appliqué & a = gq, b=
qmo, N = M et N' = "My), que l'inclusion M; C M, induit une égalité
My Bogo, =1y OO, [[*=*]] = My. On montre alors, par récurrence sur n,
grace au ¢) du lemme 10.4 (appliqué a a = gm,,_1, b = qm,,, N =
N =7M,), que l'inclusion M, C M, induit une égalité

g n—1 et

Mot @, (o 0®0L[[ ] = M,.

0RO [~
En particulier comme m,,; > m, > ¢", 'inclusion M,,; C M, induit une
égalité modulo 79", c’est-a-dire

M1 ®pgo, iy OBOL/TT = My 8oz, (zmn) OBOL /7T

OROL|

On prend alors M égal a l'intersection des M,,. On remarque que ), =
M, RozoL [ OR0 /77" est un ORO /79" -module libre de rang r et que
Qn = Qnit Rogo, /ma ! O(/X\)OL/an. On a aussi M = lim(),, donc M est un

OO -module libre de rang r. De plus pour tout n € N linclusion M C M,

induit une égalité M ®oz0; O®OL[[”TH = M,.
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Comme M, 41 = OR0.[===]].(z — 7)Y (¢p ®1)("M, N (2 — 7)Vp) pour
tout n € N, et grace a b) du lemme 10.4, on a
M=z-m)"Yop@)(MN(z—7)Vp).
On définit 1y, : M — "M comme la restriction de (z — 7)(¢p ® 1)1 &
M. On a ¢y = (z — m)¢} € Hompge, ("M, M). Comme

Mn

™

M Qozo, O®OLH H = M, et "M, ®o®oL[[@” Smin = M

z
(pour n’importe quelle valeur de n) on a "M ®pz0, Smin = M.

On a donc montré que le foncteur DT : Cpyy — CU . est essentiellement
surjectif. O

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques.

Dans le paragraphe suivant nous considérerons des chtoucas locaux non
nécessairement minuscules, d’amplitude C [0, m]. Le cas particulier du théo-
réme 11.9 ot m = 1 est quasiment équivalent au théoréme 10.3 (et les fonc-
teurs qui y figurent sont compatibles). La seule différence est que le théo-
réme 11.9 utilise un anneau & O Sy, plutét que Spin. Cet anneau S est
adapté aux puissances divisées de Grothendieck et Berthelot alors que I'an-
neau Sy, est adapté aux puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins.
Comme S est 'analogue en égales caractéristiques de ’anneau considéré
dans [Fal99, Bre02], nous renvoyons au paragraphe suivant pour la com-
paraison avec les conjectures de [Bre02.

Lorsque e < g — 2, I'idéal 7,0, C O, admet des puissances divisées au
sens de la définition 6.1, qui sont topologiquement nilpotentes. Soit C. la
catégorie des quadruplets (D, ¢p, Vp, A) avec (D, ¢p) un isochtouca, Vp un
structure de Hodge-Pink minuscule, et A un k[[z]]-réseau de D tel que, en
notant

Fﬂl = ((Z — 7T)VD N UD)/(Z — 7T)UD - UD/(Z — 7T)UD ="D ®k((z)) L
on ait égalité entre les deux sous-k-espaces vectoriels suivants de "A/27A :

(TA ®k[[z]] OL) N Fil' + WL(TA ®k[[z]] OL)/WL(TA ®k[[z]] OL) = Z¢Bl (A)/ZTA.
(78)

Il résulte de la proposition 6.3 que le foncteur de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur Op vers C/. qui a (M, ¢y) associe (D, ¢p, Vp, A)
avec (D, ¢p,Vp) = D (M[L], ¢ ® 1) et A égal au réseau M/m M de
D = (M/mM)[1], est une équivalence de catégorie. En inégales caractéris-

tiques cette équivalence de catégories est bien connue (voir [Gro70, Mes72],
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la proposition 5.1 du paragraphe IV de [Fon77| et [Laf80]). Nous allons voir
que le théoréme 10.3 (ou une variante de celui-ci pour e € {2,....q — 2})
permet de retrouver cette équivalence de catégorie et donne un algorithme
un peu différent de celui figurant dans la preuve de la proposition 6.3 pour
le foncteur inverse.

Si e =1 le lien avec le théoréme 10.3 est évident, car on a alors "R €
G Ly (Smin), done M = "M ®pz0, Smin est égal (dans "D ®j()) Smm[%]) )
"A @[] Smin- Donc on peut remplacer la donnée de M par celle de A et la
condition de forte divisiblité de M équivaut a (78).

Supposons maintenant e € {2,...,¢ — 2}. On n’a pas en général M =
"M ®pg0, Smin, €’est pourquoi on va considérer une variante de I'énoncé du
théoréme 10.3 ot 'on remplace Sy, par un anneau plus gros S’. On cherche
un objet test “topologique” (B, I, s, B, 5, 7v) relativement a (O, 7O, y0) sur
k. On prend B = (O&k)[[u]], I = (7, u), B = (O&k)[[u, Y, 8: B — B l'in-
clusion naturelle et y : I — B défini en posant y(u) = L et y(m) = 7471 On
note J I'idéal de B engendré par 7 et “?q de sorte que (B/I", I/1", s, B/j”, B,7)
est un k-objet test relativement a (O, 7O, v0) au sens du paragraphe 5. Donc

(D(M, én)) (B, 1,5, B, 3,7) := lim (D(M, ) (B/I", [/T", 5, B/J", 3,7)

neN

est un B-module libre ne dépendant que de la réduction de (M, ¢pr) modulo
~ e

7r. Dans le point de vue naif, on pose &' = OROL[[*£]]. Comme dans la

proposition 10.2 on a un isomorphisme de B dans S’ qui envoie 7w sur z, u

sur 7y, et %q sur % On a alors "M ®pzp, S" = A @4z S’ en notant A le
k[[z]]-réseau de D égal a la réduction de M modulo 7. En effet, aprés avoir
choisi une base de M sur OR0;, la formule (77) montre que "R appartient
a GL,(S"). Sous I'hypothése e < g — 2 le théoréme 10.3 reste valable si on
modifie la catégorie C! . en remplagant Sy, par S'. Dans la démonstration

de la pleine fidélité, on a b(q — 1) > e car b > 1 et ¢ — 1 > e. Dans le
lemme 10.4 il faut remplacer O@OL[[’;H par O@OLH%LH ot OBOL[=]

4
par O®OL[[WZZ e]] Dans la preuve M,, est un O@OL[[#]]-module libre, ot la
suite m,, est définie par mg = ¢—e et my,1, = gm,, —e et 'hypothése e < qg—2
assure que cette suite est strictement croissante et tend vers l'infini. Dans
cette variante du théoréme 10.3, la catégorie C};, est donc remplacée car la
catégorie des quadruplets (D, ¢p, Vp, A), ou (D, ¢p,Vp) est un isochtouca
de Hodge-Pink vérifiant ty(D) = tg(D) et Up C Vp C (z — 7)) 'Up, et A

est un réseau de D, fortement divisible au sens ou
§'27 (¢p @ D((A @ ') N (2 = ) V) = "A @y S

On vérifie facilement que cette condition équivaut a (78).

101



11 Une condition de “transversalité de Griffiths”

Ce paragraphe doit beaucoup a des discussions avec Mark Kisin.

A la fin de ce paragraphe nous montrerons le théoréme 11.9, dont le but est
de déterminer & isomorphisme prés un chtouca local sur Oy, d’amplitude C
[0, m] avec m < ¢—2, al’aide de sa classe d’isogénie et d’une structure entiére
qui ne dépende que de sa réduction modulo 7Oy, Le paragraphe 4 montre
que cela n’est pas possible en général. Nous devrons imposer une condition
de “tranquillité” qui rappelle la transversalité de Griffiths, est automatique
pour m = 1 (cas minuscule) et dont ’analogue en inégales caractéristiques est
toujours vérifié. Nous étudions maintenant cette condition, sans 'hypothése
m < g — 2. Ensuite nous supposerons m < ¢ — 2 et nous énoncerons le
théoréme 11.9.

On reprend les notations du paragraphe précédent : O un anneau de
valuation discréte complet de corps résiduel k, my, son idéal maximal, 77, une
uniformisante de O, L son corps des fractions et on suppose O muni d’une
structure de O-algébre de sorte que I'image de m dans Op, soit un élément
non nul de my. On note e 'indice de ramification de L sur K.

On note de plus Ly = k((m)), de sorte que L est une extension finie de L.
Dans ce paragraphe on supposera toujours que L est une extension séparable
de Ly.

Dans ce paragraphe les opérateurs différentiels seront toujours au sens de
Grothendieck.

On commence par un lemme d’algébre commutative qui est un cas par-
ticulier de la proposition 1 page 28 du chapitre 9 de [Bou83| et qui est aussi
un cas particulier des points (iii) et (iv) du théoréme 28.3 de [Mat86|. Ce
lemme nous a été indiqué par Mark Kisin.

Lemme 11.1 Soit A un anneau de valuation discrete complet de corps rési-
duel L. Supposons que L est une extension finie de Ly et que A posséde une
structure de Lg-algébre telle que Lo — A — L soit l'inclusion de Ly dans
L. Si L/Ly est séparable il existe une unique fagon de prolonger Ly — A en
L — A de sorte que L — A — L soit l'identité. O

Nous appliquons ce lemme & Ly et L comme ci-dessus et A = L[[z — 7]].
Le point important est que A est muni de la structure de Ly-algébre telle que
I'image de 7 soit z = 7 + (2 — 7). Par le lemme précédent cette structure se
prolonge de maniére unique en une structure de L-algébre sur A. On notera
t: L — L[[z — 7]] le morphisme associé. Voici un exemple : si 7 = 7§ avec e
premier a ¢, ¢(7r,) doit étre

%:’ﬂ'L(]_—f—Z_ﬂ—

o =

lz—7 11,1 Z—T
— w1 TS (1)

1
= (W—'—(Z_W)) m 2ee s

)

™
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Soit D un k((z))-espace vectoriel. Pink fait remarquer dans [Pin97| qu’en
général, sans 'hypothése L/Lj séparable, a toute structure de Hodge-Pink V/
(c’est-a-dire un L[[z — 7]]-réseau dans "D ®y(»)) L((z — 7))) on peut associer
la structure de Hodge

Fil' = (z =)'V NUp)/((z—m)'V N (2 —m)Up).

Cette application (qui a une structure de Hodge-Pink associe une structure
de Hodge) est surjective mais pas injective. Lorsque L/Lg est séparable on
posséde une section 7 de cette application, qui & une structure de Hodge
(Fili)iez (c’est-a-dire une filtration décroissante, séparée et exhaustive, de
™D ®p((2)) L par des sous-L-espaces vectoriels) associe la structure de Hodge-
Pink V' définie par

V = Z(z — ) 'Fil' ®y,, L[z — 7).

€7

Les opérateurs différentiels k((z))-lindaires sur OROL[L] = k[[r.]]((2))

sont de la forme 3, a, o (35)" avee a, € O®0¢[2], donc ils forment une

O®0;[L]-algebre Diff engendrée par %, %(%)p,... Les éléments de Diff se
prolongent par continuité en des opérateurs k((2))-linéaires sur L[[z — 7]] et
L((z —)). Ils agissent donc naturellement sur "D ®y(»y) L[[z — 7]].

Lemme 11.2 On suppose L/Lqy séparable. Soit V' une structure de Hodge-
Pink. Les assertions suivantes sont équivalentes
— i) V est dans 'image de la section T,
— ) V est stable par (z — 71')%, (z— W)pﬁ(%)p,... ou de fagon équiva-
lente V est stable par (z — 7)38 P P pour tout P € Diff.

On dit que V est tranquille lorsque ces assertions équivalentes sont satis-
faites. La condition ii) fait penser a la transversalité de Griffiths.
Remarque. D’aprés la condition (i), si V' est tranquille, pour tout k € Z,
(z — m)*V est tranquille.

Démonstration. D’abord i) implique ii) car Diff agit trivialement sur ¢(L).
En effet par définition Diff agit trivialement sur ¢(Lg) = k((z)) et il suffit
donc de montrer que «(7r) est tué par Diff. Soit E € Lg[t] le polyndome
minimal de 7, sur Ly. Comme L/Lo est séparable 2Z(,(71)) est inversible

dt

dans L[[z — 7]]. Comme E(i(7z)) =0 on a (%—?(L(?TL)))%O(WL)) =0 d’on

%(L(?TL)) = (. On a alors

1. .d ., B )
H(_) (E(L(WL)» = (E([/(WL)))_(—) (e(m))

0=
dﬂ'L



d’ott ﬁ(%)p(b(wm) =0, ... Montrons que ii) implique i). Soit V' comme dans

ii). On pose Up = "D ®y((z)) L[|z — 7]]. Pour tout i € Z on note

Fil' = ((z =)'V NUp)/((z — )’V N (2 — m)Up)
C UD/(Z - 7T)UD ="D Ok((2)) L. (79)

11 suffit de montrer I'inclusion Y, ,(z — 7)) ~'Fil' ®;, L[[z — 71]] C V. Cela
résulte du fait que pour i € Z, x € "D Q) L et y € Up dont la réduction
modulo (z — m)Up est z, le L[[z — w]]-module engendré par (z — 7)'y et
ses images par les (z — m)48 PP pour P € Diff contient (z — 7) (1 ® ¢)(z).
Pour tout i € Z, la L[[z — 7|]-algébre engendrée par (z — m)48” P pour
P € Diff est invariante par conjugaison par (z — m)° et il suffit donc de
montrer l'assertion précédente pour ¢ = 0. On définit £ = (%)_1% (on
a c;iTWL # 0 car L/Ly est séparable). Alors pour tout m € N* lopérateur

>o(z = m) 5 (45)7 sur L{[z — 7]] est ¢(L)-linéaire, envoie 1 sur 1 et annule
(z—m) pour j € {1,...,m}. Soit m € N* et @1, ..., &y, € "D Qp((»)) L tels que
y = (1) (2)+>27" (2 =m) (1@1)(x;). Alors Vopérateur Y7 (2 —m)7 4 (k)
envoie y sur (1 ® ¢)(x). O

Supposons de nouveau L/Lg séparable. La faible admissibilité pour une
structure de Hodge-Pink tranquille équivaut a la faible admissibilité (au sens
de Fontaine) pour la structure de Hodge (Fil');cz associée, c’est-a-dire que

pour tout sous-isochtouca (D', ¢pr) de (D, ¢p), on a

szimL(Fﬂi N (D' k() L))/ (Fil'™ N (D' @p2 L)) < tn(D')  (80)

1E€EZL

avec égalité pour D’ = D. Pour une structure de Hodge-Pink qui ne serait
pas tranquille, la faible admissibilité au sens de Hodge-Pink est un énoncé
plus faible que la faible admissibilité de la structure de Hodge associée (au
sens de (80)).

Ainsi il y a une bijection entre les structures de Hodge-Pink tranquilles et
les structures de Hodge usuelles. Il résulte de 1’équivalence entre admissible
et faiblement admissible (théoréme 7.3) que les structures de Hodge-Pink
faiblement admissibles forment une catégorie tannakienne (Pink 1’a mon-
tré directement dans [Pin97] si D est isocline de pente 0 et sa démonstra-
tion s’adapte peut-étre en général). Il en va de méme pour les structures
de Hodge-Pink tranquilles faiblement admissibles, donc pour les structures
de Hodge faiblement admissibles. L’hypothése que L/Lg est séparable est
vraiment nécessaire pour relever les structures de Hodge faiblement admis-
sibles en des structures de Hodge-Pink faiblement admissibles car on peut
adapter le contre-exemple 5.16 de [Pin97| pour montrer que les structures
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de Hodge faiblement admissibles (au sens de (80)) ne forment pas en gé-
néral une catégorie tannakienne, si L/Ly n’est pas séparable. En effet on

prend g = 2, Ly = Fy(m), L = F>((v7)), D = (Fy((m))?, 6p de ma-
trice identité, Fil™' = "D ®r, L, Fil® = Fil' égal a la droite engendrée par
(\/1%) € D®r, L et Fil? = 0, de sorte que les pentes de Hodge sont — 1 et
1 (etonaty =ty =0). Alors D est faiblement admissible mais pas D ® D,
a cause du sous-isochtouca de D ® D engendré par

o= (3) o (0 ¢ () () e ()2 (3) e (D) = ()

pour lequel £y est nul mais dont les pentes de Hodge sont 0 et 2, puisque

e () (1) = (1)) Qo ()

On peut se demander quels chtoucas et isochtoucas locaux donnent des
structures de Hodge-Pink tranquilles.

Lemme 11.3 Soit N un isochtouca local sur Op,. Alors la structure de Hodge-
Pink associée est tranquille si et seulement si, pour tout entier n € N*,

2 ]_ d 2
(’Z - 7T>n<¢NT¢NT (bN)ﬁ(d_ﬂ-L)n((bNT(éNT (ﬁN...)il
n’a pas de pole en z = .

On dit alors que I'isochtouca local est tranquille.
Pour donner un sens a la condition du lemme, choisissons une base de N
sur OO (1], de sorte que ¢y est une matrice a coefficients dans OO [2, L]

z z? z—md®

Si k est un entier tel que n < ¢*, Pexpression ci-dessus est définie comme
étant

n T k-1 ]' d n T k=1 —1
Z2—T7 —(—
( )" (on"On ¢N)n!(dWL) (on"ON on)
et ¢’est une matrice a coefficients dans O@OLE, ﬁ, e Hﬁ]
Démonstration du lemme 11.3. Comme les opérateurs différentiels %(%)"

sont k((z))-linéaires, ils commutent a ¢p, "@p,... et donc la condition du
lemme équivaut & : pour tout n € N*, (z — )"R~' L (-2)"R n’a pas de pole
: T,

en z = 7. On voit tout de suite que cela équivaut a ii) du lemme 11.2. O
Pour tout élément = d’'un localisé de ORO;, on a %(%)"(Tx) =0sigq
ne divise pas n et %(%)”(Tx) = T(m(%)("/@ (z)) si ¢ divise n.
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On en déduit que si IV est un isochtouca local tranquille, pour tout n € N*,
2 2 _ . . <
(ONTONT (;SN...)%(%)”(gzﬁN%NT dn...)”* appartient en fait

(z — 7)™z — 9~z — 77 ~In/a ]...HomOQ@OL[%](N, N).

On dit qu’un chtouca local sur Oj, est tranquille si isochtouca local
associé est tranquille.

Lemme 11.4 Un chtouca local M = (M, ¢y) sur Op est tranquille si et

seulement si pour tout n € N*, (¢MT¢M72¢M“.)%(%)"(qﬁMTngTQ(bM...)_l ap-
partient a

(z — 7)™ (z — o)~ (5 — WQQ)’["/qQ]...HomO@wL(M, M). O

Grace a ce lemme on va associer & un chtouca local tranquille sur Oy,
un “O-cristal” avec une notion de puissances divisées au sens de Grothen-
dieck et Berthelot, comme dans la définition 6.1. Cela indique que pour les
chtoucas locaux tranquilles les puissances divisées nécessaires sont les mémes
que celles qui apparaissent en inégales caractéristiques. On a vu dans le pa-
ragraphe 4 que pour les chtoucas locaux non minuscules cela n’est pas vrai
sans I’hypothése de tranquillité.

Nous abandonnons & partir de maintenant la notion de O-cristal de la
définition 5.3, qui utilisait les puissances divisées au sens de Honda et Gross-
Hopkins introduites dans la définition 5.1 et qui n’était adaptée qu’au cas
minuscule. Dorénavant nous utilisons les puissances divisées au sens de Gro-
thendieck et Berthelot, introduites dans la définition 6.1.

N 2 3
Soit S le complété z-adique de (9®(9L[’T7q, Z’;%, ﬁ’ ...].AEn utilisant les
coordonnées (u, ) de Spin venant de l'isomorphisme S, = B de la proposi-

tion 10.2, on verra aussi S comme le complété pour la topologie m-adique de

(ORK)[[u]][“, %7 ...]. C’est une enveloppe a puissances divisées au sens de
Grothendieck et Berthelot de (O®k)[[u]] (alors que Sy, Gtait une enveloppe
a puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins de (O®k)[[u]]).
Donc S est vraiment I’analogue de 'anneau S qui apparait dans [Bre02] sous
ce nom et qui est noté Ry dans [Fal99).

En utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le para-
graphe IV.1.6 de |Bert74|, on peut montrer que la catégorie des O-cristaux
relativement & (O, 7O, vp) sur Oy, (ou, de fagon équivalente, grace au I'ana-
logue du lemme 5.5 pour les puissances divisées au sens de Grothendieck et
Berthelot, sur O /7mOp) est équivalente a la catégorie des S-modules libres
munis d’'une “connexion” par rapport aux opérateurs différentiels remultipliés
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n/al+n/ @1+ n/ q3]+"'#(%)” et c’est ce point de vue qui nous servira dans la
. : L
suite.

Le lemme précédent montre que si M est un chtouca local tranquille, M =
"M ® S est muni d’une connexion par rapport aux opérateurs différentiels
remultipliés z["/a+0/¢*+ 0/ q3]+'“%(%)”. Plus précisément l'action d’un tel
opérateur est donnée par la formule

[n/al+In/P+ /Pl (7 1od e, 2 -1
o ("oum ¢M---)n!(d7rL) (prr™ dur--.)

et cette formule a un sens car 2V A/ @I/ Pl _ga)=[n/d (5 ga*) =0/ 2]
est une unité de §. Cette formule vient du fait que l'action doit étre compa-
tible avec 'inclusion M C "D Q) S [%], et que 'action de ces opérateurs
sur "D ®y(()) S[2] découle de leur k((z))-linéarité (i.e. ils agissent trivialement
sur D).

Le point le plus subtil est le fait que M ne dépend que de la réduction de
M modulo 7. Mais comment exprimer que deux chtoucas locaux tranquilles
sont égaux modulo 7 7 Un simple isomorphisme entre les réductions modulo 7
(en oubliant la tranquillité) ne suffit pas, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 11.5 Soitm € {1,...,q—1}, y € OROy et (M, pp;) le chtouca lo-
cal d’amplitude C [0,m] défini par M = (OR0L)? et = ((z _y7r> (1)) .
Alors (M, ¢pr) est tranquille si et seulement si pour touti € {1,...,m—1} on

a %(%)%y € (z — m)"OROL. Ces conditions sont vérifices si 'on prend
y =71 avec a € N. Supposons e < ga < em. Soit (M', ¢pp) le chtouca défini
par M' = (OR0L)? et ¢pp = ((z _OW) (1)> . Alors (M, ¢pr) et (M, pprr)

sont congrus modulo 7 et pourtant (R R) & GLy(S).

Nous dirons que deux chtoucas locaux tranquilles M; et My sur Op, sont
égaux modulo 7 §'il existe un chtouca local tranquille sur Op[[z]] dont ils
sont les évaluations en x = 0 et = 7. Le point remarquable est qu’alors on
a un isomorphisme canonique entre les S-modules M, et My associés a M,
et M5! Commencons par définir ce qu’est un chtouca local tranquille sur une
base plus générale que Ofy.

La définition suivante est provisoire. Elle est certainement la bonne dans
le cas que nous avons en vue (S = Spf O [[z]]).

Définition 11.6 On dit qu’un chtouca local (M, ¢pr) sur un schéma formel
réqulier S sur Spf O est tranquille si, localement pour la topologie de Zariski
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sur S, pour tout opérateur différentiel P, continu de degré < n, sur S (étendu
par O-linéarité o OROs ),

(¢MT¢M72¢M~.)P(¢MT¢MT2¢M...)’1 appartient ¢

(z —m) (2 — )9z — 7Y C] Home (M, M). (81)
Précisons que pour tout k € N tel que ¢* > n on définit

(Gar"Or" Das- ) P(drr™Ons " baro) ™ = (onsbnre bar)P(dasbar” b)Y,

et que P agit sur OR0g en envoyant a @ b € OROg sur a @ P(b) et agit
trivialement sur ™z pour z € M.

Remarque. La condition (81) implique une condition apparemment plus
forte, & savoir que pour tout @ dans la sous-OROg-algebre de 'algébre des
opérateurs différentiels continus O-linéaires sur O®Og engendrée par les

k—1

(z — )"z — a9V (7 — gC)We] P

avec P de degré < n,ona (¢rdon” dar.-)Q(dnr"dn™ dnr...) "t € Homep (M, M).
On peut étendre la définition précédente au cas d’une base S non néces-
sairement réguliére en considérant des opérateurs différentiels & valeurs dans
des modules sur Og (voir [Gro68| et EGA IV 16). 11 suffit de considérer les
opérateurs différentiels universels & valeurs dans des espaces de jets et la dé-
finition obtenue se reformule de la facon suivante. En particulier, grace a la
formule de Taylor et & la remarque précédente, la définition 11.7 généralise

la définition 11.6.

Définition 11.7 On dit qu’un chtouca local (M, ¢pr) sur un schéma formel
S sur Spf O est tranquille si pour tout n € N*, en notant A la diagonale
du schéma formel SXgpecr,S, In son idéal, et AW le fermé d’idéal I ), et

P1, P2 - ]Xlﬂ) — S les deux projections, le morphisme de

ORO @ [Z_pli(w), ey z—p’{(71r -modules

300D (dnr)--0 (" Dan)pi (7 o) i (o) T 0 (o) !

appartient a

qnfl )]

Homo@)oA(qn) (p1 (M), p3(M)) ®O<§>OA(qn) 7,
ot Uon désigne par T,, la sous-ORO Aqm -algébre de
1 1

—pi(m) 2 = pi(re)

O@A@OA(qn) [Z ]
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engendrée par

Ia 1
z=pi(m) (z = pi(m)4(z = pi(79))"
](qn_l)
A

(z = pi(m) " (z = pi(n9) " .. (z = pi(nd" 7))

On a noté¢ p; (M) = M Qozo,,15,: OR0 @ et on a utilisé implicitement
I'isomorphisme p;(7"M) ~ p5(""M) qui est 'image inverse de Id par le mor-
phisme ¢” : Al@") — A, ou o désigne le morphisme de Frobenius de S x S
dans lui-méme qui & une section locale x du faisceau structural associe x9.
D’autre part on note que la condition pour n implique la condition pour
n—1.
Remarque. La définition précédente est provisoire. Sur des bases géné-
rales la tranquillité s’exprime sans doute par une structure additionnelle que
nous n’avons pas encore su dégager. En particulier 'exemple avant la défini-
tion 11.6 et le lemme 11.8 montrent que nous n’avons pas la bonne définition
d’un chtouca local tranquille sur O /7Oy.

Le lemme suivant justifie le fait que si M est un chtouca local tranquille
sur O, M ="M ® S ne dépend “que de la réduction de M modulo 7.

Lemme 11.8 Soit m € N et M = (M, ¢5r) un chtouca local tranquille (au
sens de la définition 11.7) sur S = Spf (O[[z]]) d’amplitude C [0, m]. Soient
M et My les chtoucas locauz tranquilles sur O obtenus en faisant x = 0,

resp. x = w. Soit (D, ¢p) la réduction de M modulo (z,7r) (qui est donc aussi
la réduction de My ou My modulo r,). Alors My = My dans "D ® S[%]

Démonstration. On choisit une base de M (d’otu des bases de My, M; et D).
Soit n € N*. En se restreignant dans la définition 11.7 au sous-schéma formel
ngspf(’)LS de SQSpeCFqS, en notant, pour i = 1,2, p; : Spf (Opl[x1, z2]]) —
Spf (O [[z]]) le morphisme tel que p} soit I'identité sur Oy, et pi(z) = x4, et en
appliquant la factorialité de OR0O;[[z1]] aux coefficients du développement
en puissances de x; — xo de I'expression

P3(San)p3(ar)-ps (" San)pi (" bar) e (onr) P (60)
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on obtient que modulo (z; — x4)?" celle-ci appartient a

1 — (1 — 29)*
z—m  (z— m)min(ma)(z — 79)

g eeey

M, ((OBOL [, )/ (1 — 22)") |

([L’l . :L‘2)qn—1

(Z — W)min(qun_l)(z — Wq)min(m,q"—Q)'”(Z . 7an—1>i|>7
dot p3(éan)Ps(dar)-p3(" Dan)pi (" bar) i (bar) T 0 (dar)

—~ r1 — X2 (.Tl — Iz)q
eM&O@@ﬂmaﬂ]Z_W,Q_WWmez_ﬂym,

(21 — $2)qn_l
(Z — W)min(m,qn*1)<z — ﬂ-q)min(m,q"*%m(z _ ﬂ_qnfl)v

B )

(z — m)m(z — w)™.. (2 — wa" )™

En prenant xy = 0 et x5 = 7, on en déduit que pour tout n € N*,

i e
— 7t (z — qa)min(ma) (7 — ga*)’

n

On-T0vi, € M (080, [-

Oty Oty

n

7"-q

ceey (Z - Wq)min(m,qnfl)(z _ 7rq2)min(m7qn72)”'(z o ’7an) )
n+1

’ﬂ'q

(z — )™ (z — )™, (2 — an)m] )

Pour n assez grand (14 ¢+ ... +¢") —mn > 0 donc cet élément appartient &
M,.(S). Comme S est complet pour la topologie z-adique et que le morphisme
C — S[1] est continu, limy, .0 "Orsy...” Oar,” Gy, - "0y7 appartient a M, (S).
O

La remarque suivante sera utile a la fin du paragraphe.

Remarque. Si e = 1, et si (M, ¢pr) est un chtouca local tranquille sur Oy,
on a M = "A QS dans "M ®pz0, S[1] = D Qp((z)) S[]. On le montre en
remplagant Op[[z1, xs]] par (’)L<§>Fq(’)L et 71 et 29 par T® 1 et 1 ® 7 dans la
démonstration du lemme 11.8 (c’est-a-dire qu’on applique la définition 11.7
as QspechS sans se restreindre a S Qspfos, en prenant S = Spf O, au lieu
de S = Spf (O [[z]])) puis en quotientant par 1 ® = dans O&p, Or..

Voici quelques considérations générales relatives au lien entre la condition
de tranquillité et la transversalité de Griffiths. Soit k& un corps parfait conte-
nant I, et B une O®k-algebre réguliére compléte pour la topologie T-adique
et sans m-torsion. Soit (D, ¢p) un isochtouca local sur k. Soit (N, ¢y) un
pseudo-isochtouca local sur le Spf O-schéma formel Spf B. Soit p une rigidifi-
cation, c’est-a-dire un isomorphisme entre la réduction modulo 7 de (N, ¢n)
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et 'image inverse de (D, ¢p) & B/mB. D’aprés le paragraphe 3 on associe a
(N, én) et p une structure de Hodge-Pink, ¢’est-a-dire un B[1][[z —7]]-réscau
V dans ™D Qj(»)) B[2]((z — m)). Supposons que

(T) pour tout opérateur différentiel P continu de degré < n sur B, que l'on
¢tend & B[2][[z — ]| par k((2))-linéarité et continuité, on a (z —m)"PV C V.
En utilisant la platitude de B sur O et la factorialité de OR0O on peut
montrer que si (N, ¢y) provient d’'un chtouca local (M, ¢yr) sur Spf B, la
condition (T) est réalisée si et seulement si (M, ¢pr) est tranquille au sens de
la définition 11.6. Quitte a localiser supposons que NN est un O@B[%]—module
libre et fixons une base de D sur k((2)). Alors V' est un élément de

GLT(B[%]((Z - w)))/GLr(B[%H[z — 7))

et on dit que les nombres de Hodge sont constants s’il appartient a
(z —m)h 0 e 0

cLeE--p| °  GT" 0 GL (B [z—])

0 0 (z—mh

pour certains entiers hq, ..., h, € Z. Supposons que les nombres de Hodge
sont constants. Alors on peut associer & V' une filtration décroissante, dite
de Hodge, de "D ®p,((»)) B[] par des sous-B[]-modules facteurs directs, en
posant Up =7"D QF,((2)) B[%H[Z — 7T]] et

Fill = ((z )V N UD)/((Z VA (2 — W)UD).

Sous la condition (T), cette filtration vérifie la transversalité de Griffiths. Plus
précisément, pour tout opérateur différentiel O-linéaire continu P sur B, de
degré < n, (que I'on étend & B[1]), et pour i € Z et x € Fil' on a P(z) €
Fil* ™. 1l est intéressant de noter que cette condition de transversalité de
Griffiths de la structure de Hodge associée n’a de sens que pour les opérateurs
différentiels O-linéaires sur B (pour qu’elle ne dépende pas du choix de la base
de D) alors que la condition (T) s’exprime en termes d’opérateurs différentiels
non nécessairement O-linéaires sur B.

A partir de maintenant on suppose m < g — 2. On suppose toujours L/ Lg
séparable. Soit C,, yan la catégorie des chtoucas locaux tranquilles (M, ¢p)
sur O, tels que ¢y et (z — 7)™¢;, n'aient pas de pole en z = 7 (c’est-a-dire
d’amplitude C [0,m]). Soit C/, la catégorie des (D, ¢p, Vp, M) ot

m,tran
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~ (D, ¢p) est un isochtouca,

— Vp est une structure de Hodge-Pink tranquille telle que Up C Vp C
(z —m)"™Up,

~ M est un S-module libre, muni d’un isomorphisme M ®gs S[1] ~
D ®x((2 S[2;

— on suppose que M est “fortement divisible”, ¢’est-a-dire

S (ép @ 1) (MN (2 — m)"Vp)) = M.

Comme M N (z — m)™Vp D (z — 7)™M et 1 — Z* est une unité dans
S, 'hypothése que M est “fortement divisible” implique qu’il est stable par
(1®Fr) o (pp ® 1) (condition demandée par Breuil dans [Bre02]).
On note D" : Chyiran — Cj, o le foncteur qui a (M, ¢p) associe
(D, ¢p,Vp, M). Pour montrer que M est fortement divisible le calcul est
le méme qu’au paragraphe précédent en ajoutant des exposants m et en uti-
lisant le fait que (SN(z—7)™L[[z—7]]) C 2™S, puisque (z—7)""SNL[[z—]]
est inclus dans le complété z-adique de S+ #S + ’TZ;—;mS + ... Donc le fonc-
teur DT est bien défini.
Théoréme 11.9 Le foncteur DT : Cpypran — O, iran €8t une équivalence de
catégories. De plus pour tout (D, ép,Vp, M) € C;, .., 'image de M dans
DRy S[2] est stable par les opérateurs remultipliés z[”/‘I]*[”/qQH[”/qSH'"%(%)”.
Il résulte du théoréme que pour tout (D, ép, Vp, M) € Cy, i 1an, (D, ¢p, VD)
est faiblement admissible.
Démonstration. La démonstration est essentiellement la méme que celle du
théoréeme 10.3. Le fait que pour tout (D, ¢p, Vp, M) dans I'image de D+, M
est stable par les opérateurs remultipliés a été justifié aprés le lemme 11.4
(dont c¢’est une conséquence). Donc il reste & montrer que Dt est une équi-
valence de catégories.

La pleine fidélité de DT résulte & nouveau de la proposition 4.1 : M dé-

termine la réduction de M modulo 7O et comme 7;1—71 est nilpotent dans

B (grace a 'hypotheése m < ¢ — 2), la proposition 4.1 implique que (M, ¢nr)
est déterminé par sa classe d’isogénie et par la réduction de M modulo 7Oy.
Nous ne reprenons pas ici 'argument comme nous 'avions fait dans la dé-
monstration du théoréme 10.3.

Pour montrer que le foncteur est essentiellement surjectif, on construit M

a partir de M par le méme procédé que dans le paragraphe précédent. Pour
o a a a 2

tout a € N*, on note S* le complété z-adique de OROL[~, ;—fl, ﬁ, ]

de sorte que § = §%. On énonce d’abord une variante du lemme 10.4.
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Lemme 11.10 a) Soit a,m € N*, a > m+2, N un §*-module libre et W un
sous-L|[z —]]-module de N ®sa L[[z —7]] contenant (z—m)"N Qga L[[z—]].
Alors N' = 8™ (N NW) est un sous-S* ™-module libre de N ®@ga S*™,

1 1 ]

N/ Rga—m Safm[_] —_ N@sa Safm[
Z—T Z—T

et N/ ®Sa—m L[[Z — 7T]] = W
De plus det(N") = (z — 7)*det(N) ®ga S

ot k = dimp (N ®s« L[z — 7]]/W).
b) Soit de plus N un ORQO-module libre muni d’un isomorphisme

N®O®OL Sa :N

Alors Uinclusion S*™™.(NNW) C S ™ (N NW) est une égalité.

c¢) Soit de plus b > a et N un SP-module libre muni d’un isomorphisme
N ®g 8* = N. Alors linclusion S*™™ (N NW) C S*™ (N NW) est une
égalité.
Démonstration. On montre simultanément a) et b). Soit N un ORO,-

module libre muni d’un isomorphisme N®g,, S* = N. D’aprés le lemme 8.1,
N' = NNW est un ORO;-module libre, et on a

(z=7)"N C N’ C N,det(N') = (z—m)"det(N) et W = N'®pz0, L{[z—7]].
Comme N = N Rego, S* 1l résulte de ce qui précede que
NNOW C N ®pgo, ((z—m)""S8* N L[[z — 7]]).

On vérifie facilement que (z —m)~™S%N L[[z — 7]] est inclus dans le complété
—m Tag—m

z-adique de 8% + 287 + 8% + .. qui est lui-méme inclus dans S*™.
Donc

Nl C N, ®O®OL Sa—m
et on a 1’égalité puisque N N W contient évidemment N’. De plus
det(N/) - det(N/) ®O®OL Sa_m.

Enfin ¢) découle de b). O

Suite de la démonstration du théoréme 11.9. Montrons maintenant
que le foncteur D : Cpppan — C) est essentiellement surjectif. Soit

m,tran
(D, ¢p,Vp, M) un objet de C, ... D’aprés le a) du lemme 11.10,

ST (M (2 — )"Vi)
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est un SY"™-module libre. On note M, son image par (z — 7)"™¢p ® 1, si
bien que
My=8""(z—7m) "™ (¢pp @ 1)(MN (2 —7m)"Vp)

est un S ™-module libre naturellement inclus dans

—m —m 1
(2 =)D ®p((z)) S* [;]'

Alors "M; est un S?~™)_module libre qui est naturellement inclus dans

1
(2 = 7)™ "D ®g((2)) Sq(q*m)[;]-

4

Par I'hypothese de forte divisibilité de M, et comme 1 — =
dans &, on a "My @geq-m) S = M.
On définit par récurrence M,, pour n € N en posant

est une unité

My =8" (2 —7m) ™ (¢p @ 1) ("M, N (z —m)"Vp),

ou la suite m,, est définie par mg = ¢ — m et m, .1 = gm, — m (cette suite
est strictement croissante et tend vers l'infini). Par le a) du lemme 11.10, M,
est un S""-module libre, inclus dans (z —m)"™...(z =77 ) 7" D Qp((2) S™ [1].
L’hypothése de forte divisibilité de M, et le ¢) du lemme 11.10 (appliqué a
a=q,b=qm,_1,N =N et ./\Nf = "M,,_1) montrent, par récurrence sur n,
™M, ®samn S = M.

On a déja vu que "My C M. On en déduit M; C M,. Cette assertion a
un sens car les deux sont plongés dans (z — m) ™™D Qjzy) S ™[2]. On en
déduit, pour tout n € N, M,,,1 C M,. En fait I’égalité "My ®gam¢ S = M
implique, grace au c¢) du lemme 11.10 (appliqué a a = q,b = gmg, N = M et
N = "My), que l'inclusion M; C My induit une égalité M; @gm; S™ = M.
On montre alors, par récurrence sur n, grace au ¢) du lemme 11.10 (appliqué
aa=qmp_1,b=qmy, N =7M,_; et N = ™.,,), que l'inclusion M, 1 C M,
induit une égalité M, .1 ®gmni1 8™ = M,. En particulier comme m,, . >
my > ¢, inclusion M, C M, induit une égalité modulo 79", c’est-a-dire

Mn+1 ®Smn+1 O@OL/’RJI" = Mn ®Smn O@OL/W(]”.

On prend alors M égal a l'intersection des M,,. On remarque que @, =
M, @smn OR0/7?" est un OO /77 -module libre de rang r et que Q,, =
@Qna1 Dos0y, /a1 OR0 /77", On a aussi M = lim@,, donc M est un OR0O-
module libre de rang r. De plus pour tout n € N l'inclusion M C M,, induit
une égalite M Qpgp, 8™ = M.
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Comme M1 = 8™ (2 — 7)™ (¢p ® 1)("M,, N (2 — 7)™ Vp) pour tout
n € N, et grace au b) du lemme 11.10, on a

M=Z-m1)"¢p@1)("™MN(z—m)"Vp).

On définit (2 —m)™¢;, : M — "M comme la restriction de (z — 7)™ (¢p ®
1)~"a M. On a alors ¢ € Hompgze, ("M, M).

Comme M ®pgp, S™ = M, et "M, @samn S = M (pour n’importe quelle
valeur de n) on a "M ®pzp, S = M. O

Le théoréme 11.9 est analogue a la conjecture 2.2.6 (1) dans [Bre02] (li-
mitée au cas cristallin), qui a été démontrée par Tong Liu (théoréme 2.3.5
de [Liu08|), en utilisant les résultats de Kisin [Kis05], aprés des résultas par-
tiels de Breuil et Caruso [Bre99, Bre02, Car06|. Les articles [Bre99, Kis05,
Liu08] utilisent la théorie du corps des normes [Fon90, Bre98|. Les Z,-réseaux
stables par le groupe de Galois de K (7P ) (ot 7 est une uniformisante de K
extension finie de Q) sont classifiés par des objets qui ressemblent beaucoup
aux chtoucas locaux. On peut rapprocher notre condition de tranquillité de
la condition de logarithmicité des poles de la connexion canonique qui figure
dans le corollaire 1.3.15 de [Kis05].

Notre anneau S est exactement le O-analogue de ’'anneau S de Breuil [Bre02].
La condition de forte divisibilité y est exprimée sous une forme un peu dif-
férente mais équivalente. La filtration sur § introduite par Breuil a pour
analogue la filtration S N (2 — m)'L[[z — 7]]. L’opérateur N de Breuil est
— u% et correspond a — WL%. Cet opérateur suffit chez Breuil, alors que
pour exprimer la condition de tranquillité de la structure de Hodge-Pink
nous avons besoin des opérateurs remultipliés, parce qu’en inégales caracté-
ristiques (—u%)p est non nul, alors qu’il est nul en égales caractéristiques
(pour la condition de tranquillité de la structure de Hodge-Pink le coefficient
devant I'opérateur différentiel n’a pas d’importance ... du moment qu’il est
non nul). On notera que la condition de stabilité de M par u% qui figure
dans [Bre02, Liu08| n’apparait pas ici dans la définition de C}, ;.-
Le théoréme 11.9 affirme que I'image de M dans "D ®y () S[2] est stable

par les opérateurs remultipliés z["/d+n/@1+n/ q3]+"'i,(di)". Pour comparer

n: 7
ces opérateurs a ceux de [Bre02|, les coordonnées (u,wg de Spin venant de
I’isomorphisme S,;, = B de la proposition 10.2 sont préférables. On verra
_—~ € € 2
donc & comme le complété pour la topologie m-adique de (ORk)[[u]] [, 25, ...
Donc le théoréme 11.9 affirme que M est stable par les opérateurs remul-
tipliés W["/Q]J“["/qQH“'%(%)” (qui sont analogues & ()" dans [Bre02]). Pour
nous ces opérateurs agissent trivialement sur "D puisque nous étudions ici
le cas de bonne réduction i.e. N = 0 chez Breuil. L’opérateur u% apparait

a la place de % dans |Bre02| parce que Breuil traite en méme temps le cas
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semi-stable (on notera que dans le théoréme 3.2.5 de [Bre02], qui ne concerne
que le cas cristallin, M est stable par %).

En suivant l'exemple 2.2.2 (2) de [Bre02|, nous remarquons enfin que
lorsque e = 1, le théoréme 11.9 donne un analogue en égales caractéristiques
de la théorie de Fontaine-Laffaille [FL82|. En effet il résulte de la deuxiéme
remarque aprés le lemme 11.8 que pour (D, ¢p,Vp, M) dans I'image essen-
tielle de DF : Crytran — O iran» 00 @ M = "A @y S. De plus on véri-
fie facilement, en utilisant la tranquillité de Vp, que la forte divisiblité de
"A @) S équivaut a la condition de Fontaine-Laffaille, c’est-a-dire, en no-
tant "D = Fil® > Fil' > ... D Fil™ = {0} la suite de L = k((2))-espaces
vectoriels définie par (79), ¢D(Z£_01 2 (TANFIY)) = A,
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