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Résumeé. Pour les formes automorphes cuspidales sur les corps de fonctions
et pour les formes automorphes cuspidales cohomologiques sur les corps de
nombres, on donne des estimées pour les valuations p-adiques des valeurs
propres des opérateurs de Hecke. Dans le cas des corps de nombres, ces
estimées correspondent aux estimées de Katz-Mazur par les conjectures de
Langlands.
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motifs.

Classification mathématique par sujets. 11F70,11F85.

Abstract. For cuspidal automorphic forms on function fields and for coho-
mological cuspidal automorphic forms on number fields we give estimates for
the p-adic valuations of eigenvalues of Hecke operators. In the case of number
fields, these estimates correspond to Katz-Mazur estimates by the Langlands
conjectures.
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Soit X une variété projective lisse sur Q et p un nombre premier tel que
X ait bonne réduction en p. Dans [De74|, Deligne montre que le polyndéme
caractéristique de I’action du Frobenius géométrique en p sur la cohomologie
(-adique H Z’(X@, Qi) a ses coefficients dans Z et est indépendant du nombre
premier auxiliaire ¢ # p. De plus ses valeurs propres sont des entiers algé-
briques qui vérifient les estimées suivantes :
— pour tous les plongements de Q dans C, leurs images ont pour norme
p"/? (conjectures de Weil, voir [De74])
— pour tous les plongements de Q dans Q, avec ¢ # p, leurs images ont
pour norme 1 (par construction).
Katz et Mazur ont donné dans [Ma72, Ma73| des estimées pour les valuations
des images dans @p des valeurs propres du Frobenius géométrique. Elles af-
firment que le polygone de Newton p-adique du polyndéme caractéristique du



Frobenius géométrique est au-dessus du polygdne convexe associé a la filtra-
tion de Hodge de la cohomologie de de Rham de X. Dans la proposition 4.3.3.
de [Fo79| (voir aussi la remarque 4.4.6 de [Fo94a|, [C194] et [Hi96]) Fontaine
montre que ces estimées sont encore vérifiées dans le cadre plus général d'un
motif M sur un corps nombre F' & coefficients dans un corps de nombres F,
pour toute place finie v de F' ott M est non ramifié. Dans le paragraphe 4 nous
rappelons cet argument, qui repose sur la faible admissibilité du ¢-module
filtré associé a la réalisation cristalline de M en la place v.

Le but de cet article est de montrer de telles estimées p-adiques pour les
formes automorphes. Plus précisément soit 7 une forme automorphe cuspi-
dale pour un groupe réductif déployé G sur un corps global F. Soit v une
place finie de F' oul 7 est non ramifiée. Le parameétre de Satake de m en v est
une classe de conjugaison ¢, , € G(C) (en désignant par G' le groupe dual de
Langlands). On conjecture que ¢, ,, est en fait une classe de conjugaison dans
G(Q) lorsque 7 est algébrique (voir [CI88] pour le cas de GL,) et on le sait
au moins dans les deux cas suivants

— i) F est un corps de fonctions,

— ii) F' est un corps de nombres et 7w est cohomologique en les places

infinies.

Soit p une place dans Q au-dessus de la caractéristique de v. La valuation
associée a p induit une application N, de I'ensemble des classes de conjugaison
dans G (Q) dans la chambre de Weyl positive Py qui dans le cas ott G = G L,
est le polygéne de Newton p-adique du polynéme caractéristique. On posséde
dans Py la relation d’ordre partiel suivante : 4 < X si u est dans I'enveloppe
convexe des w(A) pour w dans le groupe de Weyl ou de facon équivalente si
A — i est une combinaison a coefficients dans R, des coracines positives de
G. Dans le cas oi G = GL, on a i < A si et seulement si le polygdne associé
a 1 est au-dessus du polygone associé a A et a les mémes extrémités.

On montre alors

— dans le cas i) : Ny(cr,) < p (voir la proposition 2.1)

— dans le cas ii) : Ny(cro) < p+ p ot p dépend de fagon explicite de

p et des caractéres infinitésimaux de 7 en les places infinies (voir la
proposition 3.1).

La démonstration utilise les corollaires 1.2 et 1.4, qui résultent eux-mémes
d’une forme “entiére” de I'isomorphisme de Satake figurant dans [Gr98| et rap-
pelée dans le premier paragraphe. Les mémes idées apparaissent dans [ST06]
et dans [Da09].

Dans le cas i) et pour G = GL,, grace a la correspondance de Lan-
glands pour G'L, montrée par Laurent Lafforgue [La02|, ces estimées ont pour
conséquence des estimées sur les valuations p-adiques des valeurs propres



de Frobenius géométrique pour les représentations galoisiennes irréductibles.
Nous montrons que ces estimées sont optimales. Elles complétent les esti-
meées conjecturées par Deligne dans [De80| et celles montrées par Laurent
Lafforgue dans [La02].

Dans le cas ii) ces estimées sont équivalentes, pour un motif correspondant
a une forme automorphe cuspidale cohomologique pour GL,, aux estimées
de Katz-Mazur sous la forme générale montrée par Fontaine que nous avons
évoquée ci-dessus. En fait dans le cas ii), ces estimées étaient déja connues,
ainsi que le fait qu’elles correspondent aux estimées de Katz-Mazur. D’abord
la, question est posée dans la conjecture 4.8 de [CI88] et 'idée d’utiliser la
cohomologie entiére est indiquée dans les phrases suivantes (voir aussi le co-
rollaire 5.2 de [CI88] pour une méthode différente). Dans le cas d’un systéme
local trivial ces estimées sont établies dans [Cl94] ainsi que le fait qu’elles
correspondent exactement aux estimées de Katz-Mazur. Le cas d’un systéme
local arbitraire est laissé en exercice (exercice 3.11 de [C194]) et traité essen-
tiellement dans [Hi95, Hi9%6, Ma04].

Pour simplifier nous ne considérons dans cet article que des groupes dé-
ployés. Le cas des groupes non déployés et des places ramifiées est un peu
discuté dans le paragraphe 5, en relation avec les résultats de Jean-Francois
Dat [Da09].

Je remercie beaucoup Laurent Clozel, Jean-Francois Dat et Alain Genes-
tier pour des discussions qui ont permis d’améliorer cet article. Je remercie
le rapporteur pour ses remarques. De plus cette introduction est largement
inspirée par le résumé inclus dans le rapport.

1 Rappels sur I’'isomorphisme de Satake

Les rappels qui suivent sont extraits de l'article de Gross |Gr98]. On
renvoie aussi a [Car79| pour 'isomorphisme de Satake. Soit K un corps local
non archimédien et O son anneau d’entiers. On note 7 une uniformisante de
K, q le cardinal du corps résiduel et p sa caractéristique. Soit G un groupe
réductif déployé sur Og. On fixe un tore maximal déployé et un Borel le
contenant : T'C B C G.

On note X, (7) = Hom(G,,,T) et X*(T) = Hom(T,G,,) les ensembles
des copoids et des poids de G.

On note G le groupe dual de G (qui est un groupe réductif complexe) et
T un tore maximal de G de sorte que X*(T) = X,(T) et X,(T) = X*(T). On
note &+ C X*(T') Pensemble des racines positives et &+ € X*(T) 'ensemble
des racines positives de G correspondant & ®*. On note W le groupe de Weyl
de G, qui est aussi celui de G. On note wy 'élément le plus long de W (qui



envoie la chambre de Weyl sur son opposé).
L’ensemble des poids dominants de (G, qui est aussi I’ensemble des copoids
dominants de G, est

= {v e X,(T),(B,v) > 0 pour tout 3 € d+}.
On introduit aussi la chambre de Weyl positive
P ={rve X*(T) ®z R, (8,v) > 0 pour tout [ € qAﬁ}

On a une identification (X,(T) ®z R)/W = Pg et pour A\, i € P, on écrit
1 < A sil'une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :
— 1 appartient a l'enveloppe convexe des w(\) dans X*(T) ®z R, pour
weWw,
— A—p est une combinaison a coefficients dans R des coracines positives
de G.
L’ensemble des poids dominants de G , qui est aussi ’ensemble des copoids
dominants de G, est

t={)Ne X.(T),(\ a) >0 pour tout a € d*}.

Pour \, u € Pt on écrit i< Asi A— pu est une somme de coracines positives
de G.

Soit dg la mesure de Haar sur G(K) telle que G(Of) ait pour volume 1.
On note H l'algébre de Hecke, formée des fonctions G(Ok)-bi-invariantes a
support compact sur G(K) a valeurs dans Z, munie du produit de convolution
faly fG(K f(x)g(x7'y)dz. Pour tout cocaractére A € X,(T) I'image de
() E T(K) dans T(K)/T(Ok) ne dépend pas du choix de 7. De plus
G(K) est la réunion disjointe des doubles classes G(Ox)A(7)G(Ok) quand
X parcourt Pt. Pour A € Pt on note ¢, € H la fonction caractéristique de
G(Or)A\m)G(Ok), de sorte que (cy),cp+ forme une base de H sur Z.

On note R(é) Panneau des représentations de G, qui est le Z-module libre
engendré par les représentations irréductibles de G , et dont la multiplication
est le produit tensoriel des représentations. Pour toute représentation V' de
G, on note [V] 'élément correspondant de R(G).

L’isomorphisme de Satake est un isomorphisme de Z[q%, q_%]—algébres

1 _1. S A 1 _1
H ®z Zq2,q 2] = R(G) @z Zlq?,q 2]

dont la définition est rappelée dans la proposition 3.6 de [Gr98|.
Le point essentiel pour nous est la proposition suivante, qui figure comme
remarque dans [Gr98] aprés la proposition 3.6.
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Pour tout A € P* on note Vj la représentation irréductible de G de plus
haut poids A, de sorte que ([Vi]),cp+ est une base de R(G) sur Z. On note

20= Y aeX"T)=X.(T)

acdt

Proposition 1.1 (/Gr98]) Il existe des entiers by(u) € Z pour A\, u € Pt
tels que pour tout A € P,

S(en) = ™AL+ Y ba) (6“7 Vi) (1)

p<A

Démonstration. On a ¢ [14] = S(cy) + > per Pun(@)S(cy), ot les By
sont des polynomes de Kazhdan-Lusztig, & coefficients dans N. Cependant
le fait que by () est entier résulte simplement de la formule (3.7) de [Gr98|,
avec wo () a la place de p (la formule (3.7) est vraie pour tout u € X, (T) et
pas seulement pour pu € P+). O

On fixe une cloture algébrique Q de Q. A partir de maintenant le groupe
dual G est défini sur Q.

Pour toute place p de Q au-dessus de p, on note Up : Q — QU {400} la
valuation p-adique, normalisée de telle sorte que vy(q) = 1, @p le complété
de Q et Z, = {z € Q,, vy(z) > 0}.

On rappelle qu'il y a une bijection naturelle entre l'ensemble des ca-
ractéres de ‘H ®z Q et I'ensemble Conj**(G(Q)) des classes de conjugai-
son semi-simples dans G(Q) : a une classe de conjugaison ¢ on associe le
caractere x défini par x(S7H([VA])) = Tr(c,Va). Il y a une identification
Conj**(G(Q)) = T(Q)/W. D’autre part la valuation p-adique v, définit un
morphisme de groupes vy, : T (Q) — X, (T) ®z R, d’ou en passant au quotient
par W, une application

N, : Conj* (G(@)) = T(@)/W — (X(T) @2 R)/W =Pf  (2)

que l'on utilisera beaucoup ensuite. On renvoie & [RR96| pour d’autres consi-
dérations sur N,.

Dans le cas ot G = GL, on a G = GL, et Ny est le polygone de Newton
p-adique. En effet

B ={( M1, M) ERTAN < <N

et & (A1,..., \.) € Py on associe le polygone convexe dont les sommets sont
(i, A1 4+ ... + Ai) pour i € {0,...,7}. Pour A = (Aq, .., \) et o= (g, ooey i)
dans Py, u < X si et seulement si le polygone associé a u est au-dessus du
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polygone associé 4 A et a les mémes extrémités. Si ¢ € Conj**(G(Q)) a pour
valeurs propres (aq, ..., ;) ordonnées de telle sorte que vy(aq) < ... < vy(ay)
le polygone associé a (vy(cv), ..., vp(y)) est appelé le polygone de Newton de
c.

CorollaAirE 1.2 Pour tout caractére x : H ®z Q — Q correspondant a ce
Conj**(G(Q)) et pour toute place p de Q au-dessus de p, tels que x(H) C Zy,
on a Np(c) < p dans Py .

Démonstration. D’aprés la proposition 1.1 I'image de H par I'isomorphisme
de Satake S est exactement la sous-Z- algébre de R(G) ®z Z[q% ¢ 2] ayant
pour base sur Z les ¢M (V3] = ¢~ @M [14] pour A € Pt (on a utilisé
wo(p) = —p). On applique alors le lemme suivant en prenant v = p. O

Lemme 1.3 Soit v € Py et ¢ € Conj**(G(Q)) tels que
vp(Tr(c, VA)) > (wo(N\),v)  pour tout X € PT. (3)
Alors Np(c) < v dans Py .

Démonstration. Soit A € P*. Soit 7, = dim V4. Soit i € {1,...,7,}. Comme
tous les poids de V), appartiennent & 1’enveloppe convexe des w(\) pour w €
W, tous les poids de AV} appartiennent a Penveloppe convexe des w(i)\)
pour w € W, donc AV, se décompose en une somme directe de V, avec
p € Pt vérifiant g < i\. On en déduit que

vp(Tr(e, A'VAy)) > i(wo(N), v). (4)

Soit ay, ..., o, les valeurs propres de ¢ agissant sur V), ordonnées de telle
sorte que vp(a1) < ... < vp(ay,). Soit ¢ € {1,...,7\} tel que vy(ay) = ... =
vp(i) < vp(aiqr). Alors vy(Tr(c, A'Vy)) = ivp(al) et on déduit de (4) que
vp(n) > (wo(A),v). Par ailleurs il est clair que vy(a1) = (wo(A), Ny(c)) car
wo(A) est le plus bas poids de V). On a donc

(wo(A), Ny(c)) = (wo(N), ) (5)

pour tout A € P+. Comme A — —w(A) est une bijection de P+ dans lui-
méme et comme le cone engendré par les éléments de Pt est le dual du cone
engendré par les coracines positives de G, on déduit de (5) que Ny(c) < v
dans Py . 0

Le corollaire suivant (qui coincide avec le corollaire 1.2 lorsque k = 0),
nous sera utile pour les estimées sur les corps de nombres.
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Corollaire 1.4 Soit k € Py, x : H®z Q — Q un caractere correspondant

acé€ Conjss(@(@)) et p une place de Q au-dessus de p, tels que pour tout
A € PT, on ait vy(x(cy)) = (wo(N), k). Alors Np(c) < p+ K dans Py .

Démonstration. Il résulte de (1) que

q< e} (Vi] = S(ea +Zd,\

p<A

avec dy(p) € Z (égal a P, »(¢q) dans les notations de la preuve de la proposi-
tion 1.1). Pour tout A € P on a donc

0p(Te(e, 13)) = (wg(A). p) + minuwrg(p1), &) = (wo(N), p + ).

pn<A

On applique alors le lemme 1.3, en prenant v = p + k. 0

2 Estimées sur les corps de fonctions

Soit F' le corps des fonctions d’une courbe projective lisse X géométrique-
ment irréductible sur F,. On note p la caractéristique de IF,. Soit A I'anneau
des adéles de F'. Soit G un groupe réductif déployé sur F'. Soit K = Hze‘ x| K.
un sous-groupe compact de G(A). Pour tout = € | X| on note F, le complété
de F en x, Op, son anneau d’entiers et deg(z) le degré de z (de sorte que
le corps résiduel de F, est de cardinal ¢?°&®)). On dit que z est non ramifié
si K, est égal & G(Op,) pour un modéle réductif de G sur Op,, et dans ce
cas on note H, l'algébre de Hecke associée a G(F},) et K,. Soit G}, C Z(G)
la composante connexe du centre de G, et aq,...,as des éléments de GS 5 (A)
dont les degrés forment un réseau de Z°. On note G le groupe dual, défini
sur Q, et T un tore maximal de G.

Proposition 2.1 Soit f : G(F)\G(A)/Kad?...a% — Q une fonction cus-
pidale. Soit x € |X| non ramifié tel que f est propre pour les - opérateurs
de Hecke en x, c’est-a-dire qu’il existe un caractére x @ Hy @7 Q — Q tel
que pour tout h € Hy, h.f = x(h)f. Soit ¢ € COHJSS(G(@)) correspondant
a x. Soit p une place de Q au-dessus de p, vp la valuation p-adique sur Q,
normalisée par vy(qi8®)) =1 et N, comme dans (2). Alors Ny(c) < p dans
P, K ‘est-a-dire que Ny(c) appartient a Uenveloppe conveze des w(p) dans
X.(T) ®@z R, ot w parcourt le groupe de Weyl.

Démonstration. Grace au corollaire 1.2, il suffit de montrer que pour tout
h € H,, x(h) appartient a Z,. Soit h € H,. Nous allons en fait montrer
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x(h) € Z. On sait qu’il existe une partie finie D C G(F)\G(A)/Kd?...d”
telle que toute fonction cuspidale soit & support dans D. La convolution par A
agit sur I'espace des fonctions a support compact sur G(F)\G(A)/Ka% ... a~
et est donnée par une matrice infinie & coefficients entiers. Soit M la matrice
carrée indexée par D extraite de cette matrice infinie. Comme f est a support
dans D, f : D — Q est un vecteur propre de M, de valeur propre x (k). D’oul
x(h) € Z. O

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale pour GG a valeurs dans
Q, dont le caractére central est fini. On suppose que 7 correspond & une
représentation p : m(U) — G(Q,), ot U est un ouvert de X, au sens o
7 est non ramifiée en tout point de U, et ou pour tout z € |U] la classe
de conjugaison semi-simple ¢, € Conj**(G(Q)) de p(Frob,) (ou Frob, est le
Frobenius géométrique en x) est le paramétre de Satake de m en = (c’est-
a~dire correspond & x comme dans la proposition 2.1). La proposition 2.1
montre alors que pour tout x € |U|, pour toute place p au-dessus de p, si on
note v, la valuation p-adique normalisée par vp(qdeg(’”)) = 1, et N, comme
dans (2), on a Ny(c,) < p dans Py .

L’estimée de la proposition 2.1 est optimale si on admet la correspon-
dance de Langlands pour GG. En effet soit U un ouvert de X et £ — U une
courbe elliptique sur U qui n’est pas géométriquement constante. Le com-

posé de la représentation galoisienne associée a F, tordue par Qg(—%), et du

morphisme principal SLy, — G fournit une représentation galoisienne a va-
leurs dans CA}'(@Z), correspondant conjecturalement & une forme automorphe
cuspidale, pour laquelle I'estimée ci-dessus est optimale en toute place ou E
est ordinaire.

Pour GL, la correspondance de Langlands a été montrée par Laurent
Lafforgue dans [La02|, donc on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.2 Soit U un ouvert de X, ¢ premier a p, et F un faisceau
(-adique lisse irréductible de rang v sur U (a coefficients dans Q,) dont le
déterminant est un caractére d’ordre fini. Soit x € |U|. D’aprés le (i) du
théoreme VII.6 de [La02], les valeurs propres a,...,«, du Frobenius géo-
métrique Frob, sont dans Q. Soit p une place de Q au-dessus de p et Up
la valuation p-adique, normalisée de telle sorte que vp(qdeg(x)) = 1. Alors,
en permutant les indices pour que vp(ozl) < ... < vp(ar), on a pour tout
i€{0,...1},

PIDED B P ©)

(ces inégalités sont bien sir des égalités pouri =0 et i =r). O



On peut réexprimer ces inégalités en disant que le polygéne de Newton
(convexe) des valuations p-adiques des valeurs propres de Frob,, dont les

sommets sont les points (i, 23:1 vp(ej)) pour i = 0,...,r, est au-dessus du
polygone convexe de pentes — %, —% ey %, dont les sommets sont les
points (4, —Z(TT_Z)) pour i =0,...,r.

Les estimées du corollaire 2.2 impliquent celles proposées par Deligne
dans le (iv) de la conjecture (1.2.10) page 155 de [De80| et celles montrées
par Laurent Lafforgue dans le (iv) du théoréme VIIL.6 de [La02].

r—1

L’inégalité (6) pour i = 1 donne vy(a;) > —*5+. Comme ) 7 vy(a;) =0,

L’inégalité (6) pour i =7 — 1 donne vy(c,) < 5*. D’ou
op(ar) = vpla) <7 — 1

qui est exactement 'inégalité figurant page 200 dans la preuve du théoréme
VIL6 (iv) de [La02].

Voici un argument un peu vague qui explique le sens géométrique de I'in-
égalité (6). Cet argument nécessite beaucoup d’hypothéses supplémentaires.
Supposons que F est a coefficients dans Q, et est géométriquement irréduc-
tible (méme aprés avoir étendu ses coefficients a Q,). Supposons que U se
reléve en une courbe lisse U sur Op[1], ou F est un corps de nombres dont
le corps résiduel en une place v est identifi¢ a IF,, Op est 'anneau des entiers
de F' et n € N* est premier & p et multiple de ¢. Supposons que, pour un
certain entier ¢ € N, le faisceau f-adique lisse F (—%) sur U est la restriction
d'un faisceau l-adique lisse F sur U égal a un groupe de cohomologie en
degré ¢ d’une variété projective lisse Y — U (le twist a la Tate entre F et
la restriction de F est nécessaire pour que le déterminant de F soit d’ordre
fini).

Alors les entiers p tels que h?*~P soit non nul forment un segment dans
Z. Autrement a cause de la transversalité de Griffiths un Fil” non trivial de
la cohomologie de de Rham relative de Y XSpec Op[L] Spec C sur la courbe

complexe U Xgpecop(2] SPec C (ot 'on a choisi une place a l'infini de F) se-
rait horizontal pour la connexion de Gauss-Manin, donc la représentation de
monodromie de 71 (U Xgpe. 0,11 Spec C) sur la cohomologie de Betti relative

(tensorisée par Q au-dessus de Q) ne serait pas irréductible, donc la repré-

sentation de 7“8 (U X gpec 0p[1]SPeC F) sur la cohomologie étale relative de

Y X Spec 0p[L] OPEC I sur U X spec 0p[L] SDeC I’ (tensorisée par Q,) ne serait pas
irréductible, et donc F ne serait pas géométriquement irréductible (méme

apres avoir étendu ses coefficients a Q).

Puisque les p tels que hP*~P soit non nul forment un segment dans Z,
>, h?i7Pp

et que S

= & (puisque hP*"? = h'~PP) le polygone de Hodge (mo-



difié pour que la pente moyenne soit nulle), plus précisément le polygone
convexe dont les pentes sont les p — % avec multiplicités h?"~P, est au-dessus
du polygone d’extrémités (i, —#) pour i = 0,...,r. D’aprés les estimées
de Katz-Mazur [Ma72, MaT73| (en supposant vraies les hypothéses techniques
sous lesquelles elles sont démontrées) le polygone de Newton (convexe) du
Frobenius géométrique pour F en tout point de U est au-dessus du polygodne

de Hodge (modifié pour que la pente moyenne soit nulle) donc a fortiori au-
i(r—1i)
2
que lorsque la variété Y =Y x5 U est le Sym” ! d’une courbe elliptique sur
U, les trois polygones coincident aux points de U ou la courbe elliptique est

ordinaire.

dessus du polygone d’extrémiteés (i, — ) pouri =0,...,r. On remarquera

3 Estimées sur les corps de nombres

Pour montrer des estimées sur les valuations p-adiques des valeurs propres
de Hecke de formes automorphes sur les corps de nombres, il faut déja sa-
voir que ces valeurs propres de Hecke sont des nombres algébriques. Nous
nous limiterons aux formes automorphes cohomologiques, c¢’est-a-dire dont
la partie finie apparait, via la formule de Matsushima, dans la cohomologie
de Betti d'un systéme local sur le quotient d’'un espace symétrique par un
groupe arithmétique (voir [CI88] pour une discussion sur 'algébricité des va-
leurs propres de Hecke). Nous ne considérerons pas les formes automorphes
qui apparaissent dans la cohomologie cohérente des fibrés sur les variétés
de Shimura (notons simplement que pour les formes modulaires de poids 1,
Deligne et Serre montrent directement dans [DS74] (2.7.3) une estimée pour
les valuations p-adiques des valeurs propres des opérateurs de Hecke, qui est
optimale a posteriori).

Soit G un groupe réductif déployé sur un corps de nombre F. On note
B C G un sous-groupe de Borel, T' C B un tore maximal non ramifié¢, et
Pt C X*(T) l'ensemble des poids dominant de G.

On note Op l'anneau des entiers de F', A les adeles de F', Ay les adeles
finies, et iy = F ®g R, de sorte que A = Ay @ F,. Pour toute place finie v
on note F), le complété de F' en cette place et Op, son anneau d’entiers. On
choisit un plongement de F dans Q et on note E la cloture galoisienne de F
dans Q et Op son anneau d’entiers. Soit n = [F : Q] et 04,...,0,: F — F
les plongements de F' dans E.

Pour tout ¢ € P*, on note (W, k,) la représentation irréductible de
G(F) de plus haut poids u, qui est un E-espace vectoriel.

Soient ji1,...u, € PT. On note (W, k) la représentation irréductible F-
linéaire de G(F') donnée par W = @, W, et k = Q) k,, © 0; (en notant
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o; : G(F) — G(F) l'inclusion induite par o;).
Soit K un compact maximal de G(F,,). Pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G(Ay) on note

Sk = G(F)\G(A)/K K.

Soit K = [], K, un sous-groupe compact ouvert de G(Ay), ot le produit
a lieu sur les places finies de F'. On suppose K assez petit pour que G(F)
agisse librement sur G(A)/K K.

On note W le systéme local en E-espaces vectoriels W X qr) G(A)/ K Ko
sur Sk, c¢’est-a-dire le quotient de W x G(A)/K K, par l'action de G(F)
donnée par h +— ((a:,g) — (k(h)z, hg)), pour h € G(F),z € W et g €
G(A)/KK.

Pour tout k& € N, H¥(Sg, W) est un E-espace vectoriel de dimension finie.
En effet il existe un ensemble fini J et des sous-groupes discrets sans torsion
I'; C G(F) pour j € J tels qu’on ait une égalité G(F')-équivariante

G(Ag)/K = G(F)/T;. (7)
JjeJ

Il en résulte

Sk = | TN\G(Fuo) / Koo (8)
JjeT
La restriction de W a I';\G(Fi )/ Ko s'identifie & W xr, G(Fy)/Ks. Enfin
H*(T\G(Fy)/Ks, W) est de dimension finie car T';\G(Fy)/Ks est muni
d’une action libre de (R*)* (ot z est la dimension sur F' du centre de G), de
telle sorte que le quotient soit I'intérieur d’une variété a coins compacte (la
compactification de Borel-Serre, voir [BS73| et [BJ06| I11.5).

On suppose G muni d'un modéle réductif sur O tel que K, C G(Op,)
pour toute place finie v de F. Soit v une place finie de F' telle que K, =
G(Op,) (on dira que v est non ramifiée). Soit ¢, le cardinal du corps résiduel
de F,, p, sa caractéristique et m, une uniformisante de F,. On note H,
I'algébre de Hecke associée a G(F,) et a G(O,).

On note G le groupe dual de G, défini sur Q, et T un tore maximal de G.

Proposition 3.1 Soit v une place finie de F' telle que K, = G(Op,). Soit
feH (Sg,W)®pQ

propre par les opérateurs de Hecke en v, selon un caractére x : 'H, ®zQ - Q.
Soit ¢ € Conj**(G(Q)) correspondant a x. Alors pour toute place p de Q au-
dessus de p,, si la valuation p-adique est normalisée par vy(q,) = 1, et N,
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comme dans (2),

. 1
No(c) < p+p dans Pi ot p= T Q] Z L
v Pv

i tel que p divise o;(v)

c’est-a-dire que Ny(c) appartient o 'enveloppe convexe des w(p + p) dans

~

X.(T) ®z R, ot w parcourt le groupe de Weyl.

Remarque. Le nombre de ¢ tels que p divise I'image de v par o; est exacte-
ment [F), : Qp,]. Donc la somme qui donne g est une moyenne.
Démonstration de la proposition 3.1. En suivant Langlands [La73|, Har-
der, Clozel [C194] et Mauger [Ma04], on va construire un systéme local en
Op ®z Zy,-modules libres Wy, = sur Sk muni d’un isomorphisme de systémes
locaux en £ ®g Q,,-modules libres

WZZMJ ®OE®ZZPU (E ®Q va) = W@pv (9)

ott 'on note Wy, = W ®q Q,,. On rappelle que £ ®q Q,, est le produit des
complétés de E en les places au-dessus de p, et que O ®z Z,,, est le produit
de leurs anneaux d’entiers.

Pour tout ¢ € {1,...,n}, la représentation x,, s’étend en une représen-
tation continue de G(E ®q Q,,) sur le E ®¢ Q,,-module W, ®g Q,,. Or
G(Og ®z Z,,) est un schéma en groupes de Chevalley (voir [Ch61, Bo70] et
les chapitres XXII & XXV de [SGA3]). D’apres [Ch61, Se68, Bo70, Ja03] il
existe un Op ®z Zp,-module libre W, 7~ qui est un réseau dans W, ®q Q,,,
qui est préservé par G(Op ®z7Z,,) et admet une décomposition par les poids.
Il en résulte que pour tout A € P+ on a

Fp © 03 (A1) (Wi, z,,) C Ji(m)<w°(’\)’“i>Wu

i7Zpu

ou m, désigne ici I'¢lément de Op ®z Z,,, = ®y)p,OF, égal a 7, pour u = v et
a 1 pour u # v, et ot 0; : Op ®yz Z,, — Op ®z Z,, désigne I'extension par
continuité de o; : O — Op.

Le Op®zZ,,-module libre Wz, = ®?:1 Wy, z,, est un réseau dans W ®q
Q,, et on le munit de la représentation k = Q) Ky, © 0; de G(OF Rz Zy,).
Pour tout A\ € P on a

K(A(my)) (W, ) C ﬁai(m)<w°w7“i>WZM. (10)

On pose alors

Wa,, = (GENGA) /K T] Ku) ¥, 10 W

ufpy
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ot [, Ku C [, G(Or,) = G(Or ®2Z,,) agit sur Wz, par . Alors (9)

vient de l'isomorphisme

(W 8¢ Qy,) Xa(r) G(A)/K Ko (11)
= (GIPNG(A)/ K T] Ku) x11,,,, 10 (W €0 Q) (12)
ufpy

qui, pour z € W ®q Q,, et g € G(A) envoie (x,g) sur (g,x(g,,")x) o gp,
désigne la composante de g dans Hu|pv G(F,) et ou k désigne ici la représen-
tation de [[,,,, G(Fu) = G(F ®q Qp,) sur W ®q Q, -

Soit H' (Sk. Wy, ) I'image de H*(Sk, Wy, ) dans

H*(Sk, Wy,,) = H*(Sk, W) ®q Qp, (13)

par 'identification (9). C’est un O ®z Z,,-module libre et un réseau de (13)
pour la raison suivante. Pour j € J soit y; € G(Ay) tel que y; K € G(Ay)/K
corresponde & 1 € G(F)/T; par (7). Alors l'image de I'; par G(F) —

1 i
G(Ay) I, G(Ay) est incluse dans K et on note a;p, : I'; — [, Ku

le morphisme qui s’en déduit. Alors la restriction de Wy, a I';\G(Fix)/ K
par (8) s’identifie & W7, xr, G(Fi)/Ks ot I'; agit sur Wy, par koa;,,. On
reprend alors I'argument de la compactification de Borel-Serre. La notation
ﬁ.(S s Wa,,) est justifiée par le fait que ce O ®7 Zy, -module libre est le
quotient de H*(Sk, Wy, ) par sa partie de torsion.

D’aprés [Cl94], pour tout A € P* laction de ¢, € H, par convolution &
droite sur (13) est la suivante. On considére le diagramme

mA("v)
STy Ku (Kol (m0) KuA(m0) 1) STy KuA(m0) = KA ()N
I ;i 1 p2 (14)
Sk Sk

ol M(x,) €St g = gA(m,). L’action de ¢, sur (13) est la composée
— de I'image inverse par paMay(r,),
— du morphisme de systémes locaux sur Syy _ k, (K.nA(r,) KuA(m,) 1)

(P2ma(r,)) Way,, ) — P1(Wa,,,)

qui est tautologique si on décrit Wy, par (11) et qui est donné par
k(A(my)) si on décrit Wy, par (12),
— et de la trace par p;.
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11 résulte de (10) que pour tout A € P Paction de ¢, par convolution sur
(13) vérifie

n

cA.ﬁ°(SK, WZM) - H Ji(ﬂv)<wo(>\)7m>ﬁ°<SK’ szv)- (15)

i=1

Comme la valuation p-adique v, est normalisée par vy(q,) = 1, vy(0;(m,)) est

égal & si p divise 'image de v par o; (qui est une place de o;(F) C Q) et

1
[FU:Qp/U] . . . . . .
vaut 0 sinon. Gréace au corollaire 1.4, 'inclusion (15) implique la proposition.

U

Remarque. Pour tout nombre premier p on peut introduire un systéme local
en O ®yz Z,-modules libres Wy sur Sk qui est un réseau dans W ®q Q,,
comme on l’a fait pour p = p,. Cela permet de définir un systéme local
Wy en Og-modules projectifs de type fini (pas nécessairement libres) sur Sk
tel que Wz ®z Q = W et Wy ®z Z, = Wz, pour tout p. En effet on pose
Wy =WnN ﬂp Wy, o p parcourt les nombres premiers. Le systéme local W,
apparait dans [C194].

La proposition 3.1 implique des estimées pour les représentations auto-
morphes cuspidales cohomologiques.

D’aprés [Bo74, Bo81, Bo83| et plus spécialement le corollaire 5.5 de [Bo81],
si G est semi-simple, toutes les représentations automorphes cuspidales dont
la composante a l'infini est cohomologique apparaissent dans

lim H* (S, W) @5 Q (16)

(ot la limite est prise sur K de plus en plus petit) pour certains ji1, . . . ii,. Cela
est expliqué aussi dans les paragraphes 4.1 et 4.2 de [Sc90|. Pour G = GL,
cela figure dans le lemme 3.15 de [CI88].

Notons que les caractéres infinitésimaux v; des composantes & l'infini
d’une représentation automorphe cuspidale © dont la partie finie apparait
(par la formule de Matsushima) dans (16) sont les p — wo(;) = —wo(p + ;).
Pour des rappels sur les caractéres infinitésimaux on renvoie a [Ta04]. Pour
G = G L, cela figure dans le paragraphe 3.5 de [CI88|. Pour GG semi-simple on
peut le déduire des théorémes 5.5 et 5.6 et de la proposition 6.4 de [VG84].
Ceci permet de réécrire la proposition 3.1 en termes des caractéres infinité-
simaux v; des composantes a 'infini : on a

1
(et on NP SR
U =Pul g tel que p divise o5 (v)
puisque, d’aprés la remarque qui suit la proposition 3.1, la somme qui donne

[ est une moyenne.
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4 Estimées pour les valuations p-adiques des
valeurs propres de Frobenius pour les motifs

On déduit facilement d’un résultat de Katz-Mazur [Ma72, MaT73| que si
I’on consideére la cohomologie d’une variété projective lisse sur un corps de
nombres, en presque toutes les places le polygdne de Newton (convexe) des
valuations p-adiques du Frobenius géométrique est au-dessus du polygodne de
Hodge. La proposition 4.1 ci-dessous établit ces estimées en toutes les places
non ramifiées pour les motifs sur un corps de nombres a coefficients dans Q.
La démonstration utilise seulement la réalisation cristalline du motif, et le
fait que la condition de faible admissibilité en théorie de Fontaine implique
elle aussi que le polygone de Newton est au-dessus du polygéne de Hodge,
comme Fontaine '’a montré dans la proposition 4.3.3. de [Fo79] (voir aussi
la remarque 4.4.6 de [Fo94a|). La référence a la proposition 4.3.3. de [Fo79|
figure explicitement dans [C194] et [Hi96]. Ce paragraphe ne contient donc
rien d’original.

A la fin de ce paragraphe nous vérifierons que, par la correspondance
conjecturale entre motifs simples et représentations automorphes cuspidales
algébriques pour G = GL,, les estimées des propositions 4.1 et 3.1 sont
absolument identiques. Remarquons néanmoins que la proposition 3.1 ne
s’applique qu’aux formes automorphes cuspidales cohomologiques, alors que
la proposition 4.1 s’applique a tous les motifs.

On note T le tore maximal de GL, formé des matrices diagonales (pour
les estimées qui vont suivre GL, joue le méme role que G dans le paragraphe
précédent).

Soit E et F' des corps de nombres tels que E contienne la cloture galoi-
sienne de F. On fixe aussi un plongement £ C Q. Soient n = [F : Q] et
o1,...,0, les plongements de F' dans E. Pour toute place finie v de F, on
note F, le complété de F en v, kr, son corps résiduel, g, le cardinal de kg, et
Py sa caractéristique. Pour toute place finie w de E, on note E,, le complété
de E en w.

Soit M un motif de rang r sur F, & coefficients dans F. On renvoie
a |[Fon92, FPR94| et [Ta04] pour les différentes réalisations de M et les com-
patibilités entre elles. On utilisera ici

— la réalisation de de Rham Myr qui est un module libre de rang r sur
F ®@ E muni d’une filtration,

— pour toute place finie w de F la réalisation w-adique M,, qui est un
E,-espace vectoriel de rang » muni d’une représentation continue de
Gal(F/F),

— et pour toute place finie v de F' une représentation WD, (M) de rang r
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du groupe de Weil-Deligne W D(F,), qui est rationnelle sur E et définie
sur Q,
en imposant les compatibilités suivantes :
~ pour toute place finie v de F on a un isomorphisme Gal(F,/F,)-
équivariant de Byr ®q E-modules filtrés

Bar ®q,, (@ Mw) ~ Byr @F Mar (17)

w|py

ou la somme porte sur les places w de E au-dessus de p,,

— pour toute place finie v de F', pour toute place w de F au-dessus de
p, et pour toute place p de Q au-dessus de w, 'extension des scalaires
de Q au complété @p de Q en p de WD,(M) est la représentation de
Weil-Deligne associée a la représentation potentiellement semi-stable
My |gaF,/r,) (comme dans [Fo94bl).

On dit que M est non ramifié en v si WD, (M) est non ramifiée. Dans
ce cas le Frobenius géométrique en v détermine ¢, € Conj** (G L,(Q)). Soit
p une place de Q au-dessus de p,, vp la valuation p-adique, normalisée par
Up(qy) = 1 et N, comme dans (2).

Pour tout i € {1,...,n}, soit v; = (v},...,v") € X, (T) = Z" (avec v} <
.-+ < vl') le r-uplet des pentes de Hodge associé a ;. Plus précisément on a un
isomorphisme FRgE = @], E qui envoie z®y sur (0;()y)ie(1,....n}, d’0lt une
décomposition Myr = @?:1 Mg, o Myr; est un E-espace vectoriel filtré
de rang r, dont (v},..., V") est le r-uplet des pentes de Hodge, c’est-a-dire,
en notant ... Fil* D Fil’™ ... la filtration de Myp,, dimFil® = #{j,/ > k}.

Proposition 4.1 Pour toute place v de F ot M est non ramifié, pour toute
place p de Q au-dessus de p,,

Np(cy) <v ou v= m Z Vi

i tel que p divise o;(v)

autrement dit le polygone de Newton p-adique normalisé du Frobenius géo-
métrique en v est au-dessus du polygone (convere) associé & v qui est la
moyenne des r-uplets de Hodge correspondant aux plongements o; : F' — Q
tels que p soit au-dessus de o;(v).

Démonstration. Soit v une place de F' ou M est non ramifié. On note
Foo= W(kpu)[piv] la plus grande extension non ramifiée de Q,, incluse dans
F,. La réalisation cristalline de M en v est définie par

MCrisﬂ} - (BCriS ®va (@ Mw))Gal(fv/Fv).

w[py
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C’est un module libre de rang r sur F,y ®g £ muni d'un automorphisme
Fr ® 1-linéaire ¢,,, ot Fr est 'automorphisme de F, o qui induit = — xP* sur
le corps résiduel.

OnaQ, ®qE = @wlpu E,,, d’ott une décomposition

Mcris,v = @ Mcris,v,w

w[py

ol Muispw €8t un F g ®q,, Ey-module libre de rang » muni d’un automor-
phisme Fr ® 1-linéaire ¢,,.

Le lemme suivant, appliqué a D = Myis , ., montre que pour toute place
w de E au-dessus de p,, et pour tout place p de Q au-dessus de w, le poly-
gone de Newton (convexe) p-adique normalisé du Frobenius géométrique en
v est au-dessus du polygodne (convexe) associé a la moyenne des r-uplets de
Hodge correspondant aux plongements o : F, — E,. On renvoie a [Fo94b|
et au premier paragraphe de [Ta04| pour la régle qui permet d’associer une
représentation de WD(F,) a un (¢, N, Gal(L/F,))-module filtré (ici L = F,
et N = 0 puisque qu’on suppose M non ramifié en v). Ceci termine la preuve
de la proposition 4.1. O

Soient v, I, F,0, qv, Py, Fr comme ci-dessus et s I'entier tel que ¢, = pj.
Soit w une place finie de F au-dessus de p, et F, comme ci-dessus. Soit p
une place de Q au-dessus de w. On note v, la valuation sur Q normalisée par

Up(qw) =1 et
N, : Conj*™*(G(Q,)) — Bi = {(M, .., A) ER" A < o <A
I'application qui & une classe de conjugaison ¢ de valeurs propres (o, ..., @)

ordonnées de telle sorte que vy(aq) < ... < vy(ay,) associe (vp(ay), ..., vp(a)).
Comme FE,, contient la cloture galoisienne de F},, on a un isomorphisme

F, ®q,, Ew =D E. (18)

qui & z ® y associe (o(x)y),, ou o parcourt les plongements de F, dans E,,.
De méme on a un isomorphisme

Fo0 ®0,, Bw =D Eu (19)

qui & = ® y associe (7(x)y),, ou 7 parcourt les plongements de F, o dans E,,.
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Lemme 4.2 Soit D un F), o ®Qq,, Ew-module libre de rang r, muni d’un au-
tomorphisme Fr @ 1-linéaire . Soit (Fil'Dp,);cz une filtration de

DFU = D ®Fv,0 Fv

par des sous-F, ®q,, E,-modules (non nécessairement libres). On suppose
que le p-module filtré D est faiblement admissible, c’est-a-dire que ty (D) =
tn(D) et que pour tout sous-F, ®q,, E,-module D' de D stable par ¢ (et
donc libre), on a tg(D') < ty(D’"). On rappelle que

tn(D') = vyp(detg, (¢]p))

(o detg, (p|p) désigne le déterminant de v agissant sur D' considéré comme
E.-espace vectoriel) et que

1

tH(D/) - [Ew . Qp ]

> idimp, (Fil' DY, /Fil"*' Dj, )

1E€EL

en notant Dy, = D' ®p,, F, et Fi'Dy, = D} NFil'Dp, (on a normalisé
tn(D') et ty(D') pour qu’ils soient invariants par extension des scalaires de
E,, et coincident avec les définitions usuelles st E,, = Q,, et on note que ce
ne sont plus nécessairement des entiers).

Soit Dp, = @, Dp, » la décomposition associée & l'isomorphisme (18).
Chaque Dr, , est un E,-espace vectoriel filtré, dont on note (v}, ... V") est
le r-uplet des pentes de Hodge (avec v} < --- < V"), qui est tel que

dimg, Fil} = #{j, 2 > k}
si on note ... Fil¥ > Fil*™ .. la filtration sur Dp, » vérifiant Fil* = D, Fil”.
Soit v la moyenne des v, ot o parcourt les plongements de F, dans Fj,.

Soit D = @, D, la décomposition associée a l'isomorphisme (19). Alors
D, est un E,-espace vectoriel de dimension v, p° : D — D préserve D, et
agit de facon E,-linéaire sur D, pour tout T, et le polynome caractéristique
de laction de ¢* sur D, est indépendant de T (parce que ¢* commute a
© qui permute circulairement les D, ). On note c la classe de conjugaison
semi-simple dans GL,.(E,) qui correspond a ce polyndme.

Alors Nyp(c) < v, c’est-a-dire que Ny(c) appartient a l’enveloppe convexe

~

dans X (T) ®z R =R" des w(v) pour w € &,,.

Démonstration. On remarque simplement, comme le fait Fontaine dans
la preuve de la proposition 4.3.3. de [Fo79|, que tout point de rupture du
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polygone de Newton détermine un sous-F, o ®q,, F,-module D’ de D stable
par ¢ (et donc libre) et comme

vp(detg, (#°|pr)) = vp(detg, (plpr)) = tx(D')

ce point de rupture est (rangp, o, g, D’ tn(D')). Comme v est la moyenne
v, py —W

des v, ou o parcourt les plongements de F, dans FE,, pour tout

sous-F), o ®q,, Ew-module D’ stable par ¢ (et donc libre),

(rangy, o, 5, Dstu(D'))

est au-dessus du polygone associé a v. Grace a la condition de faible admis-
sibité ¢t (D) > ty(D') donc a fortiori le point de rupture

(vangp, yoq g D' in (D))

est au-dessus du polygone associé a v. [l

On renvoie & [RR96] pour des résultats sur les polygones de Newton des
isocristaux.

Comparons maintenant les estimées des propositions 3.1 et 4.1. Soit M
un motif de rang r sur F' & coefficients dans Q correspondant & m|det|® avec
a € T;Ql—l—Z et 7 une forme automorphe cuspidale dont la partie finie apparait,
via la formule de Matsushima, dans

lim H*(GL,(F)\GL(A)/ K Koo, W) @5 Q

ou la limite est prise sur K de plus en plus petit et o W est comme dans le
paragraphe 3. On sait que M doit avoir pour r-uplets de Hodge indexés par
ie{l,...,n}lesv; =p+p —a(l,1,...,1). En effet les — wy(v;) sont les
caractéres infinitésimaux des composantes a l'infini de 7|det|* (voir [CI8§]
et |Ta04| pour des rappels sur les caractéres infinitésimaux) et d’aprés les
conjectures habituelles les v; sont les r-uplets de Hodge de M. Les classes de
conjugaison de “Hecke” et de “Frobenius” dans G'L,(Q) associées a 7 et M
comme dans les propositions 3.1 et 4.1 sont reliées par la puissance o™ du
cardinal du corps résiduel. Donc les estimées des propositions 3.1 et 4.1 se

correspondent.

5 Cas des groupes non déployés, et lien avec un
article de Dat

Pour simplifier nous n’avons considéré dans cet article que des groupes
déployés. En fait les mémes arguments que ci-dessus donnent des estimées
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en toutes les places “non ramifiées déployées”, c’est-a-dire en les places v
ou le groupe G s’étend en un groupe réductif déployé (encore noté G) sur
I’anneau des entiers Op, du corps local F, associé, et telles que le sous-groupe
compact en v soit conjugué a G(OF,). En les autres places non ramifiées des
estimées existent aussi mais pour les justifier il faudrait reprendre 'article
de Gross [Gr98| dans le cadre non déployé (comme dans les paragraphes
1.11,1.12, 1.13 de [BR94]|, mais de fagon plus explicite et avec des coefficients
dans Z au lieu de C).

Dans [Da09], Jean-Frangois Dat introduit la notion de représentation p-
adique localement entiére pour des groupes p-adiques. Dans les notations du
troisiéme paragraphe, si G est un groupe réductif sur un corps de nombre
F, K+ un compact maximal a Uinfini, si le systéme local est trivial (c’est-
a~dire si W est la représentation triviale), si v est une place de F' au-dessus
d’un nombre premier p, si m est une forme automorphe pour G, telle que sa
partie finie 7, = ) Tw soit définie sur Q (pour simplifier, en
général une extension finie de QQ serait nécessaire) et que ﬂffv soit non nulle
et apparaisse dans

w place finie de F

lim H*(G(F)\G(A)/K* K, Ko, Q)

(o K", sous-groupe compact hors v, est fixe et la limite est prise sur K,
sous-groupe compact en v, lorsqu’il devient de plus en plus petit), alors pour
tout choix de K, I'intersection de ﬂva” ®q Q, et de

' (G(F)\G(A) /KK, K, Z,)

est un Z,-réseau de ﬂf v 20 Q, stable par I'action de la Z,-algébre de Hecke
en v relative a K, (c’est-a-dire la Z,-algebre des fonctions sur K,\G(F,)/K,
a valeurs dans Z,, munie de la convolution pour la mesure de Haar sur
G(F,) telle que K, ait pour masse 1). La représentation 7, ®g Q, est donc
localement entiére au sens de la définition 3.1 de [Da09] et Dat a classifié ces
représentations, ce qui redonne nos estimées lorsque G est déployé en v, donne
certainement les bonnes estimées aux places non ramifiées non deployés, et
donne encore des renseignements aux places ramifiées.

Pour G = GL, nous allons comparer les renseignements donnés par les
résultats de [Da09] sur le paramétre de Langlands de la représentation loca-
lement entiére m, ®g Q, en une place ramifiée v, ot 7 est comme ci-dessus,
avec ceux que fournit la faible admissibilité du (¢, N, Gal(L/F},))-module fil-
tré associé a un motif M relié & 7w par la correspondance de Langlands pour
GL,. Ce qui suit figure essentiellement dans [Hu07].

Soit W D(F,) le groupe de Weil-Deligne de F,,. Pour chaque représentation
7 de WD(F,) a coefficients dans Q, (muni de la valuation v, normalisée par
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vp(qy) = 1) on appelle polygone de 7 le polygone convexe ayant pour pentes
vp(), ..., vp() OU @, . .., o, sont les valeurs propres de n’importe quel re-
levé du Frobenius géométrique dans le groupe de Weil de F,,. On choisit une
place p de Q et une place v de F au-dessus du méme nombre premier p. Le
choix de p détermine un plongement Q — @p. Soit M un motif sur F' a coef-
ficients dans Q, d’olt une représentation de Gal(F/F) & coefficients dans Q,,.
La restriction de cette représentation & Gal(F,/F,) est potentiellement semi-
stable et la théorie de Fontaine lui associe un (¢, N, Gal(L/F,))-module filtré
faiblement admissible, o L est une extension finie de F),, ainsi qu'une repré-
sentation 7 de WD(F,) & coefficients dans Q,, (voir [Fo94a, Fo94b, Hu07]).
Comme dans la preuve du lemme 4.2 (ou comme dans le théoréme 1.2
de [Hu07]) la faible admissibité entraine que le polygone de 7 est au-dessus
du polygone associé a p (la demi-somme des racines positives de GL,.). En
effet comme ﬂjlfv apparait dans la cohomologie du sytéme local trivial, pour

tout plongement de F' dans Q, le polygone de Hodge du motif M relié a =
doit étre le polygone associé a p. L'équivalence entre (ii) et (iii) du théo-
réme 1.2 de [HuO7] montre que la condition de faible admissibilité ne donne
pas d’autre renseignement sur le polygone de 7 (en dehors du fait qu’il est
au-dessus du polygone associé a p).

D’autre part la proposition suivante est une réinterprétation de la conjec-
ture 3.8 de [Da09], que Jean-Frangois Dat démontre pour GL,.

Proposition 5.1 Soit m, une représentation lisse admissible et irréductible
de GL,(F,) a coefficients dans Q, et T la représentation de W D(F,) qui lui
est associée par la correspondance de Langlands locale. Alors m, est localement
entiere si et seulement si le polygone de T est au-dessus du polygone associé
a p et a les mémes extrémités (p est la demi-somme des racines positives de

GL,). O

Donc dans le cas d'un systéme local trivial on obtient exactement les
mémes estimées pour les formes automorphes cuspidales cohomologiques
pour GL, et les motifs qui leur correspondent (conjecturalement). La re-
marque 3.17 de [Da09| suggére que cela devrait rester vrai pour les sys-
témes locaux arbitraires (voir aussi I'implication (i) =(ii) du théoréme 1.2

de [Hu07)).
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6 Comparaison avec les estimées des normes
archimédiennes des valeurs propres de Hecke

La notion de représentation p-adique localement entiére est l’analogue
p-adique de la notion de représentation complexe bornée (i.e. dont tous les
coefficients de matrice sont bornés). Ces représentations sont bien comprises
(cf [BWSO]), et pour les représentations sphériques, la classification des fonc-
tions sphériques bornées fait intervenir I’enveloppe convexe des w(p).

On suppose G semi-simple pour simplifier. On pourrait donc obtenir des
estimées des normes archimédiennes des valeurs propres de Hecke analogues
aux estimées p-diques qui font I'objet de cet article en utilisant le fait que les
représentations automorphes cuspidales sont bornées en tant que représenta-
tions complexes. Cependant ces estimées archimédiennes n’ont aucun intérét
car elles sont beaucoup plus grossiéres que celles résultant du fait que les re-
présentations automorphes cuspidales sont unitaires, et infiniment plus gros-
siéres que les estimées proposées par les conjectures de Ramanujan-Petersson
(qui sont reliées par la correspondance de Langlands aux conjectures de Weil
mentionnées au début de l'introduction).

Cependant les estimées p-adiques des propositions 2.1 et 3.1 sont opti-
males pour les corps de fonctions (pour GL, et pour les autres groupes si on
admet la correspondance de Langlands), et trés probablement pour les corps
de nombres.
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