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Nous proposons un renforcement de la propriété (T) de Kazhdan en rem-
placant les représentations unitaires par les représentations dans des espaces
de Hilbert qui ne sont pas nécessairement unitaires, mais a croissance expo-
nentielle suffisamment petite. On sait qu'un groupe localement compact a
la propriété (T) si et seulement si il existe un idempotent p dans C, (G)
tel que pour toute représentation unitaire continue (H,7) de G, w(p) est le
projecteur orthogonal sur le sous-espace fermé de H formé des vecteurs G-
invariants. Pour la propriété (T) renforcée, nous posons une définition dans
ce style.

On appelle longueur sur un groupe localement compact G une fonction
continue ¢ : G — R, vérifiant {(g7) = £(g) et L(g1g2) < (1) + £(g2)
pour ¢, g1,92 € G. Dans la suite, pour tout groupe localement compact G,
on supposera choisie une mesure de Haar a gauche, qui munit C.(G) d’une
structure d’algebre, par convolution.

Définition 0.1 Soit G un groupe localement compact. Si ¢ est une longueur
sur G, on note Eqy la classe des représentations continues m de G dans un
espace de Hilbert H telles que ||7(g) ||z < €9 pour tout g € G, et on note
Ci(G) lalgebre de Banach involutive (pour l'involution usuelle) complétion
de Ce(G) pour la norme || f|| = supgmee,, I7()llcm) (en particulier pour
(=0, on aCy(G) = Cf .. (G)).

On dit que G a la propriété (T) renforcée si pour toute longueur £ sur G,
il existe s > 0, tel que pour tout C' € R, il existe un idempotent autoadjoint
p dans Csic(G) tel que pour tout (H, ) € Eqsvc, m(P) ait pour image le
sous-espace de H formé des vecteurs G-invariants

Dans la situation de la définition, pour (H,w) € &gy, 'n(p) a pour
image le sous-espace (H*)¢ de H* formé des formes linéaires continues G-
invariantes sur H (comme ¢ est symétrique la représentation contragrédiente
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(H*, g ~ 'm(g~1)) appartient aussi a £z 4). Son orthogonal ((H*)“)! est un
supplémentaire G-invariant de H dans H, et 7(p) est la projection sur H¢
parallélement & ((H*))t. Donc 7(p) commute & l'action de G et donc p
est un élément central de Cyyo(G). Pour tout (H,7) € g, H est la somme
directe (pas nécessairement orthogonale) des deux sous-représentations Hy =
Im7(p), sur laquelle G agit trivialement, et Hy = Im(1 — 7(p)) = Kerm(p)
qui ne posséde ni vecteur invariant non nul ni forme linéaire continue G-
invariante non nulle.

Nous montrerons d’abord que les groupes hyperboliques n’ont pas la pro-
priété (T) renforcée, en construisant une représentation (H,7) & croissance
polynomiale, qui n’a pas de vecteurs invariants non nuls, mais dont la repré-
sentation contragrédiente en posséde.

Nous montrerons ensuite que, pour tout corps local F', SL3(F') a la pro-
priété (T) renforcée. L’idée pour SL3(R) est que les coefficients de matrice,
biinvariants par SO3(R), de représentations dans des Hilbert & petite crois-
sance exponentielle vérifient certaines majorations de la norme de certains
produits de Schur qui leur sont associés, et d’autre part que toute fonction
sur SO3(R)\SL3(R)/SO5(R) qui vérifie ces estimations admet une limite en
I'infini et tend trés vite vers cette limite (c’est-a-dire a un comportement
analogue a celui mis en évidence par Howe pour les coefficients de matrice
de représentations unitaires, voir [HT92]). Cette deuxiéme propriété est un
obstacle trés sérieux a une démonstration de la conjecture de Baum-Connes
a coefficients pour SL3(R) utilisant K K" (voir [Laf02] 1.7). La preuve pour
SL3(F) avec F non-archimédien a ’air différente, mais on pourrait I’exprimer
a ’aide de produits de Schur du méme type.

Nous en déduisons que pour tout corps local F', et pour tout groupe
algébrique G presque simple sur F' dont 'algébre de Lie contient sl3(F),
G(F) a la propriété (T) renforcée.

Il faudrait aussi montrer que pour tout corps local F, Sps(F') a la pro-
priété (T) renforcée car cela impliquerait alors que tous les groupes algé-
briques presque simples sur un corps local, de rang déployé > 2, possédent
la, propriété (T) renforcée.

Nous montrons que la propriété (T) renforcée est héritée par les réseaux
cocompacts (peut-étre par tous les réseaux mais il faudrait affiner l'argu-
ment).

Nous montrons aussi que pour tout corps local non-archimédien F', SL3(F')
vérifie une généralisation de la propriété (T) renforcée aux actions sur les es-
paces de Banach. Cette question m’avait été posée par Uri Bader (voir [BFGM],
en particulier la remarque 1.7 (2), ou les auteurs montrent, en utilisant le
théoréme 3.2 ci-dessous, que pour n > 4, toute action par isométries affines
de SL,(Q,) sur un espace de Banach super-réflexif admet un point fixe).

2



Soit @ > 0, p un nombre premier et r € N*. On note EP"* la classe des
espaces de Banach E (munis d’une norme bien précisée) tels que pour tous

(%)ic(z/pzyr dans E, on ait, en notant (Z/pZ)" le groupe des caractéres de
(Z/pZ)",
2

Py Hp‘r > X(i)xiESe‘a(p‘r > HIiHQE)'

Xe(mr 1€(Z/pZ)" 1€(Z/pZ)"

Tout espace de Hilbert est dans EP™"°¢P On peut montrer que tout es-
pace de Banach uniformément convexe est dans EP"®, ou « ne dépend que
de p,r et du module d’uniforme convexité. Assaf Naor m’a fait remarquer
que d’aprés [Jam64, Enf72], tout espace de Banach dans £ pour un cer-
tain a > 0 (c’est-a-dire uniformément non-quarable) est super-réflexif, donc
on peut trouver une norme équivalente qui est uniformément convexe. Mais
Gilles Pisier m’a dit que U,en+ o050 EX™® est exactement la classe des espaces
de Banach B-convexes, c’est-a-dire ne contenant pas (1 + €)-isométriquement
(Y pour un certain entier N > 0 et un certain ¢ > 0, et que d’aprés
James [JamT74]|, cette classe contient des espaces de Banach non réflexifs.
Plus précisément U,so £2™ contient la classe des espaces de Banach ne
contenant pas (1 -+ ¢)-isométriquement ¢/ (réel), pour un certain ¢ > 0 et
est inclus dans la classe des espaces de Banach ne contenant pas (1 + €)-
isométriquement ¢2" (réel), pour un certain ¢ > 0.

Si ¢' est une longueur sur G, on note £ la classe des représenta-
tions continues (£, 7) de G dans un espace de Banach E de la classe EP™
tel que ||7(g)|lcmy < €. On note Ci"™*(G) l'algebre de Banach involu-
tive (pour l'involution usuelle) complétion de C.(G) pour la norme || f|| =

(BEm)eel” L(E)-
Sup g mycen [7(F)]

Définition 0.2 Soit G un groupe localement compact. Soit p un nombre pre-
mier et r € N*. On dit que G a la propriété (T) renforcée banachique relati-
vement a (p,r) si pour toute longueur ¢ sur G et pour tout o > 0, il existe
s >0, tel que pour tout C' € R, il existe un idempotent autoadjoint p dans
Ce(G) tel que pour toute représentation (E,m) € ELy, m(p) ait pour
image le sous-espace de FE formé des vecteurs G-invariants.

On montre alors que pour tout corps local non-archimédien F'; SLs(F')
vérifie la propriété (T) renforcée banachique relativement a (p,r) si le corps
résiduel de F' a p" éléments.

On montre que la propriété (T) renforcée banachique relativement a (p, r)
est héritée par les réseaux cocompacts.



Assaf Naor a eu l'idée que cela pouvait permettre de construire des fa-
milles d’expanseurs ne se plongeant uniformément dans aucun espace de
Banach uniformément convexe. En discutant nous avons réussi a nous en
convaincre. L’argument est expliqué dans le dernier paragraphe. Cela répond
a une question posée par Kasparov et Yu dans I'introduction de [KY06]. Je
remercie beaucoup Assaf Naor pour cette idée. Je remercie aussi Uri Bader
et Gilles Pisier pour les discussions que j’ai eues avec eux.

1 Cas des groupes hyperboliques

Le but de ce paragraphe est de montrer que les groupes hyperboliques
n’ont pas la propriété (T) renforcée. Dans un autre article nous construirons,
pour tout groupe hyperbolique G, des homotopies entre v et 1 sortant de
K K¢(C,C) mais faisant intervenir des représentations de G dans des espaces
de Hilbert avec des croissances exponentielles arbitrairement petites et cela
nous permettra de montrer la conjecture de Baum-Connes & coefficients pour
les groupes hyperboliques.

Définition 1.1 Soit 6 > 0. Un espace métrique (X,d) est dit 0-hyperbolique
st pour tout quadruplet (z,y,z,t) de points de X on a

d(z,t) + d(y, z) < max (d(z,y) + d(z,t),d(z, z) + d(y,t)) + 6.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes : pour z,y dans
un espace métrique (X, d), on note géod(x,y) = {z € X,d(z,2) + d(z,y) =
d(z,y)} et pour k > 0, k—géod(x,y) = {z € X,d(x, 2)+d(z,y) < d(z,y)+~K}

Définition 1.2 Soit § > 0. Un espace métrique (X,d) est dit faiblement
d-géodésique si pour tous x,y € X et pour tout s € [0,d(x,y) + d] il existe
z € X tel que d(x,z) < s etd(z,y) <d(x,y) —s+0.

Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique (resp. faiblement géodé-
sique) sl existe § > 0 tel que (X, d) soit d-hyperbolique (resp. faiblement
d-géodeésique).

Pour z € X et r € R,, on note B(x,r) = {y € X,d(z,y) < r}.

Définition 1.3 Un espace métrique (X, d) est dit uniformément localement
fini si pour tout r € R, il existe K € N tel que, pour tout x € X, B(z,r)
contienne au plus K points.



Pour tout groupe hyperbolique I' muni de la métrique d invariante a
gauche associée a la longueur des mots déterminée par un systéme fini de
générateurs, I’espace métrique (I', d) est hyperbolique, faiblement géodésique
et uniformément localement fini.

Théoréme 1.4 Soit G un groupe localement compact possédant la propriété
(T) renforcée. Soit X un espace métrique hyperbolique, faiblement géodésique
et uniformément localement fini, muni d’une action continue et isométrique
de G. Alors toute orbite pour cette action est bornée.

Dans la suite de l'article nous montrons la propriété (T) renforcée pour
un certain nombre de groupes algébriques réels ou p-adiques simples de rang
déployé > 2 et leurs réseaux cocompacts. Yves Benoist pense qu’il n’est pas
trés difficile de montrer directement que les actions continues et isométriques
de ces groupes sur des espaces hyperboliques faiblement géodésiques et uni-
formément localement finis ont des orbites bornées (son idée est de considérer
deux éléments hyperboliques qui commutent).

Lorsque X est un arbre, le théoréme est bien connu, sans ’hypothése que
X est uniformément localement fini d’ailleurs, et la propriété (T) suffit.

Néanmoins nous allons commencer par ce cas.

Cas d’un arbre

Soit X l’ensemble des sommets d’un arbre et ¢ un entier tel que chaque
sommet de I'arbre ait au plus ¢ + 1 voisins. Soit G un groupe localement
compact, ayant la propriété (T) renforcée et agissant de fagon continue et
isométrique sur X. Nous devons montrer que les orbites de G dans X sont
bornées.

Pour tout n € N et pour tout x € X, onnote S = {a € X,d(z,a) =n}la
sphére de rayon n et de centre z. Pour k,n € N avec k < n et pour tout 2 € S¥
on note I"** = {a € S}, 2 € géod(z,a)} de sorte que Sy = |J, g [
est une partition de la sphere S?. Lorsque k = n c’est la partition par les
singletons et lorsque k = 0 la partition grossiere.

On note CX) I'espace vectoriel des combinaisons finies d’éléments de X.
On définit alors H, comme l'espace de Hilbert, complétion de C&) pour la

IS f@edly, =S +12 3 Y sl

neN k=0 zeSk aEIQ’k’I

On a noté Y f(a)e, la fonction a — f(a). Le facteur (n + 1)? a pour
role de rendre continue la forme linéaire ), f(a)e, — >, f(a).

Fixons z € X et introduisons la longueur ¢ sur G définie par ¢(g) =
d(x,gx). Posons H = H,.



Nous allons montrer que I'action de G par translations a gauche sur C*),
donnée par la formule 7(g)(f)(z) = f(¢g~'z) pour g € G, f € CH¥) x € X,
s’étend en une représentation continue de G sur H, qu’il existe un polynome
P tel que ||7(g9)||zy < P((g)) pour tout g € G, que la représentation
contragrédiente H* a un vecteur non nul fixe, et que H a un vecteur non nul
fixe si et seulement si les orbites de 'action de G dans X sont bornées.

Soit g € G. On pose ' = g(x), de sorte que d(x,2’) = £(g). Il résulte de
la définition de H = H, que l'on a une isométrie O, : H — [*({n, k, 2,0 <
k <n,z e S*}) définie par

@z(z fla)e,) = <(” +1) Z ﬂa))(n,k,z)'

acIke

On introduit de la méme fagon une isométrie O,/ de H,, dans I*({(n’, k', 2'),0 <
k' <n' 2 € S%}). Le lemme suivant permet de comparer les normes de H,
et de H. -

Lemme 1.5 Pour (n,k,z) € {(n,k,2),0 < k < n,z € Sk} on peut écrire
I8 comme une réunion disjointe finie d’au plus (¢ — 1)(d(x,2') + 1) + 1
parties I:,/’k/’xl pour (' k', ") € {(n', k', 2),0 < k' < n',2 € SK}, de sorte
que pour chaque (n', k', 2") la partie I:,/’kl’z/ intervienne au plus d(x,x’) + 2
fois dans ces décompositions (c’est-a-dire que l’ensemble des (n, k, z) tels que
la partie I:,/’k/’xl intervienne dans la décomposition de ™% est fini et de
cardinal inférieur ou égal a d(x,z") +2)

En effet si 2 n’appartient pas a géod(z,z’), on a [™F* = IZl’k/’xl avec
2=z kK =d(x',z),n =n+k —k.Siz appartient a géod(z,2’), on peut
écrire I™%* comme la réunion disjointe des If,l’kl’x/, avec z' n’appartenant
pas a géod(x, z') mais a distance 1 d’un point de géod(z,z’), k' = d(a’,2') et

n' =n—d(zx)+2(k—1). O
Soit A la matrice de I2({(n/, k', 2),0 < k' <0/, 2" € SK}) dans 1?({(n, k,2),0 <
k < n,z e SF}) dont le coefficient vaut 2L si I:,/’k/’x/ intervient dans la

décomposition de I™%* dans le lemme précédent, et 0 sinon. On a alors
A o0, = 0,. Dans chaque ligne de A il y a au plus (¢ — 1)(d(z,2") + 1) + 1
coefficients non nuls, dans chaque colonne au plus d(x,z’) + 2 et ces coeffi-
cients ont une valeur absolue inférieure ou égale & d(x,z') + 1 (car pour n et
n’ comme dans le lemme avec I:,/’k,’g”, intervenant dans la décomposition de

1257 on a|n —n/| < d(x,2'), donc 2 < d(x,2') 4+ 1). Donc

IA|l < /(g — D)(d(z,2') + 1) + 1\/d(x, 2') + 2(d(x,2") + 1).



Pour tout f € C), onal|f|ln, < [|Alllfln, et donc ||7(g)flla < |Alllx(9) fln,., =

| Al f1lr. On voit que 7(g) est continu de H dans H, de norme inférieure
ou égale a \/(q — 1)(¢(g9) + 1) + 1\/4(g) + 2(¢(g) + 1).

Enfin H posséde une forme linéaire continue G-invariante : 'image de
Y wex f(a)eq par cette forme linéaire est ) _ f(a). Mais un vecteur G-
invariant de H est forcément nul si les orbites de ’action de G sur X ne sont
pas bornées.

Cas général

Définition 1.6 On dit qu’un espace métrique (X,d) est un bon espace hy-
perbolique discret si

— d prend ses valeurs dans N et est géodésique :Va,b € X, Vk € {0, ...,d(a,b)},
dec € X,d(a,c) = k,d(c,b) = d(a,b) — k,

— (X, d) est uniformément localement fini (comme d est géodésique, cela
équivaut a dire que le nombre de points a distance 1 d’un point, est
borné indépendamment du point),

— (X, d) est hyperbolique.

Remarquons que si G est un groupe hyperbolique, et d est la distance in-
variante a gauche associée a la longueur des mots, pour un systéme fini de
générateurs, (G, d) est un bon espace hyperbolique discret, muni d’une action
isométrique de GG par translations a gauche.

Soit 0 € R, et (X, d) un espace métrique é-hyperbolique et J-faiblement
géodésique, et uniformément localement fini, et muni d’une action isomé-
trique d’'un groupe G. Munissons X de la distance suivante : d'(a,b) =
min{: € N, Jag, ..., a;, ag = a,a; =b,¥j € {0,...,1 — 1},d(a;,a;+1) < 6+ 1}.
On a alors les propriétés suivantes :

— l’action de G sur (X, d’) est isométrique,

— d’ est équivalente a d : il existe une constante C' telle que d' < C(d+1)

et d < C(d +1),

— (X, d') est un bon espace hyperbolique discret.

L’hyperbolicité de (X, d’) résulte de la conservation de '’hyperbolicité par
quasi-isométrie pour des espaces faiblement géodésiques (pour les espaces
géodésiques la démonstration figure dans [GAIH90, CDP90| et pour les es-
paces faiblement géodésiques il n’y a pas grand chose a modifier).

Il suffit donc de montrer le théoréme 1.4 avec X un bon espace hyperbo-
lique discret, ce que nous faisons maintenant.

Soit (X, d) un bon espace hyperbolique discret, muni d’une action isomé-
trique et continue d’'un groupe localement compact G. Soit § € N* tel que
(X, d) soit d-hyperbolique.



On appellera constante universelle une constante qui ne dépend que de
X et de § : en fait les constantes universelles que nous verrons apparaitre
ne dépendront que de d et du nombre maximal de points a distance 1 d’un
point de X.

Pour tous k,n € N, k < n, on introduit la partition de S? = {a €
X,d(z,a) = n} pour la relation d’équivalence suivante : aRb si pour tout
z € B(z,k) on a d(a,z) = d(b,z). On note J™** I'ensemble des classes
d’équivalence et ST = (J; jn.e "™ la partition.

Comme X est géodésique, uniformément localement fini et hyperbolique,
il est équivalent de connaitre les distances d’un point a a tous les points de
B(z, k), ou seulement & un nombre fini (universellement borné) d’entre eux (a
savoir les points de B(z, k) a distance minimale de a & 30 prés) et comme ces
points sont & distance bornée (universellement) les uns des autres par I’hy-
perbolicité, en fait la connaissance de tous ces points n’apporte qu'un nombre
fini (universellement borné) d’informations supplémentaires, par rapport a la
connaissance d'un seul point parmi les points les plus proches (qui appartien-
dront nécessairement a S¥), et enfin les distances de a & ces points différent
entre elles au plus d’une constante universelle. Donc le cardinal de J™*% est
majoré par le produit du cardinal de S* et d’une constante universelle.

Ces affirmations sont justifiées par les lemmes suivants

Lemme 1.7 Soient a € X, n = d(z,a) et k € {0,...,n}. Pour tout r € N,
les points de B(x, k) dont la distance a a est inférieure ou égale a n — k +r
forment un ensemble de diamétre inférieur ou égal a 6 + r.

On applique la propriété d’hyperbolicité a a, z et deux de ces points. O
En particulier les points de B(x, k) les plus proches de a (c’est-a-dire a
distance n — k) forment un ensemble de diamétre inférieur ou égal a §.

Lemme 1.8 Soient a € X, n = d(z,a), k € {0,...,n} et z un point de
B(x,k) a distance minimale (c’est-a-dire n — k) de a. Alors la connaissance
des distances de a auz points de B(x,k) N B(z,30) entraine la connaissance
des distances de a auz points de B(x, k).

En effet soit y € B(x, k). Sid(a,y) > n—k+20, soit y € géod(a,y), d(y,y’) =
d (un tel ¢ existe puisque X est géodésique). La propriété d’hyperbolicité
appliquée a z, a,y,y’ montre que 3y € B(x, k). En effet elle s’écrit

d(z,y") < max(d(z,a) +d(y,y") —d(a,y) +6,d(z,y) + d(a,y’) — d(a,y) + 0)

et on a d(z,a) +d(y,y') —d(a,y) +0 <n+d6d—(n—k+2))+06 =Fet
d(z,y) +d(a,y) —d(a,y) +0 <k —3d+ 0 =k. Comme d(a,y) =d(a,y) +6
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la connaissance de d(a,y) est impliquée par la connaissance de la distance de
a &y qui est un point de B(z, k) strictement plus proche de a que y et on
recommence le procédé. Si d(a,y) < n — k + 29, le lemme précédent montre
que d(z,y) < 39. O

Ces deux lemmes justifient les affirmations ci-dessus. Nous allons en pro-
fiter pour renforcer le lemme précédent, car nous en aurons besoin plus tard.

Lemme 1.9 Soient a € X, n = d(z,a), k € {0,...,n} et z un point de
B(z, k) a distance minimale (c’est-a-dire n—k) de a. Si a' est un autre point
de X, tel que a et o’ soient a la méme distance des points de B(z, k)NB(z, 36),
alors ' appartient & la méme partie I que a.

Si z est un point de B(zx, k) a distance minimale de a/, c’est exactement le
lemme précédent. Supposons par ’absurde que z n’est pas un point de B(z, k)
a distance minimale de a’. Soit 2’ un point de B(x,k) a distance minimale
de @’. On a alors forcément d(z,z') > 30. Par la propriété d’hyperbolicité
appliquée a z,d’, z, 2/, d(d',z) > d(d’,2’) + 26. Par le premier argument de
la démonstration du lemme précédent, si 2” est un point de géod(d’, z) tel
que d(z,2") = 9, alors 2" € B(x,k) et d(d’,2") = n — k — § alors que
d(a,z") > n—k donc a et a’ ne peuvent pas étre & méme distance des points
de B(z, k)N B(z,34), contradiction. O

On définit alors, pour x € X, H, comme l'espace de Hilbert, complétion
de C¥) pour la norme

1Y f@ed =Y+ S | Y s

aeX neN k=0 ;e Jn.kx ae[ﬁ,k»-r
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On fixe maintenant x € X. Soit ¢ la longueur sur G définie par ¢(g) =
d(x,gz). On pose H = H,.

Proposition 1.10 La représentation de G sur CX) par translations a gauche
s’étend en une représentation continue m de G sur H, et il existe un polyndéme
unwersel P tel que ||7(g)||zcmy < P(U(g)) pour tout g € G.

Soit g € G. On pose ' = g(x), de sorte que d(x,2’) = £(g). Il résulte de
la définition de H que l'on a une isométrie O, : H — *({(n, k,1),0 < k <
n,i € J@**}) définie par

0. fen) = (n+1) X @)

De méme on a une isométrie O, de H,, dans I*({(n/,¥,4),0 < K <n/,i' €

Jn’,k’,r’})‘



Lemme 1.11 [l eziste une constante universelle C' telle que, pour (n, k,i) €
{(n,k,1),0 < k < n,i € J8} on peut écrire Ilnkw comme une réunion
disjointe finie d’au plus C(d(z,2") + 1) parties Ig/’k/’m/ pour (n' k' i) €
{(n,K,i),0 < K < n/,i' € JVF'Y, de sorte que pour chaque (n',k' i)
la partie I;/’k/’x/ intervienne au plus C(d(z,z") 4+ 1) fois dans ces décomposi-
tions.

Par définition de I kT 18 partie de B(x, k) formée des points les plus
proches (c’est-a-dire a distance minimale) d’un point a de I" T ot indépen-
dante de a. On peut donc parler des points de B(z, k) les plus proches de
e,

. !k ! . . . C..
Comme les parties I, " avec n/, k', ¢’ variant sont deux a deux disjointes
. . L. k .
ou incluses 'une dans lautre, si on peut écrire I'"™" pour tous n, k, i, comme
L. . !k ! . ) )
une réunion de parties I, ™" de sorte que les majorations du lemme soient
. . , . k . . .
satisfaites, alors on peut écrire I;""", pour tous n, k,i, comme une réunion
C. . ! k! !
disjointe de parties Ij, """
satisfaites.
Le lemme 1.11 résulte de I’énoncé plus précis suivant : on peut écrire
k A : 'K :
I"™" comme une réunion de parties I, ™" telles que pour tout z parmi

de sorte que les majorations du lemme soient

les points de B(x,k) les plus proches de I T e pour tout 2z’ parmi les
points de B(a', k') les plus proches de Ii’,ll’k/’x,, on ait z' € 100d-géod(z’, 2),
z € 1006-géod(z, 2'), et |(n' — d(2/, 2)) — (n — d(z, 2))| < 1004.

37 7k7
Pour montrer cela soit a € """

; et soit z parmi les points de B(z, k)

les plus proches de a. Il s’agit de montrer qu’il existe une partie ];f,’k/’xl
contenant a, incluse dans I]"*" et vérifiant les conditions ci-dessus. Soit ¢
un point “au centre” du triangle azz’, plus précisément soit ¢t € géod(a, 2)
tel que |(d(2',a) — d(a/, 2)) — (d(t,a) — d(t, 2))| < 1. Alors, par la propriété
d’hyperbolicité appliquée a 2/, a,t, z, t appartient a (6 + 1)-géod(z’,a) et a
(04 1)-géod(z’, 2). Soit k' = d(a',t) + 66 et n',i" uniques tels que a € Igl7k,’x/.
Soit a’ € I;f/’kl’xl. Alors a’ et a sont a la méme distance des points de B(t, 69).
IIs sont donc a la méme distance des points de B(z,30) : c’est évident si
d(z,t) < 36 sinon on applique le lemme 1.9 avec z au lieu de = et d(z,t) au
lieu de k. Comme o’ et a sont a la méme distance des points de B(z,30) le
lemme 1.9 montre que o’ € I, Donc 11" est bien incluse dans I,
Le lemme 1.11 est démontré. UJ

On introduit la matrice A de *({(n/,k,i'),0 < k' < n/,i' € J"F='})
dans 1*({(n,k,7),0 < k < n,i € J**"}) dont le coefficient vaut LAl si
intervient dans la décomposition de I % Jans le lemme précédent
et 0 sinon. Alors dans chaque ligne il y a au plus C(d(x,2’) 4+ 1) coefficients

In’,k’,:p’
i/
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non nuls, dans chaque colonne au plus C'(d(z, ") 4+ 1) coefficients non nuls
et ces coefficients ont une norme inférieure ou égale a d(z,z") + 1 (car |n —
n'| < d(x,a') si I;}”’“"’”’ intervient dans la décomposition de I/”**). Donc
1Al < /C(d(z,2') + 1)y/C(d(z,2') + 1)(d(z,2") + 1) = C(d(x,2") + 1)
On a donc ||f||g, < C(d(z,2) + 1)*|f]lu, pour tout f € CX), et comme
dans le cas des arbres on en déduit ||7(g)||zm) < C(¢(g) +1)%

La proposition 1.10 est donc démontrée. 0

Enfin H posséde une forme linéaire continue G-invariante : 'image de
Y wex f(a)eq par cette forme linéaire est ) _ f(a). Mais un vecteur G-
invariant de H est forcément nul si les orbites de ’action de G sur X ne sont
pas bornées. ]

2 Propriété (T) renforcée pour SL3(R)

Nous montrons que le groupe SL3(R) a la propriété (T) renforcée. On
munit R? de la métrique euclidienne standard et sl3(R) de la métrique eucli-
dienne induite de (R?*)* @ (R?).

Théoréme 2.1 Soit G = SL3(R). Soit ¢ la longueur sur G définie par £(g) =
log ||Ad(g)||, en notant Ad la représentation adjointe. Soit o € [0,1/6]. 1l
existe t, ' > 0, tels que pour tout C' € R, il existe un idempotent autoadjoint
p dans Corrc(G) tel que
— (i) pour tout (H,7) € Egaerc, (D) a pour image le sous-espace de H
formé des vecteurs G-invariants,
— (i) il existe une suite p, € C.(G), telle que [, |pn(g)|dg < 1, p, est a
support dans {g € G, £(g) < n}, et ||[p — pullca,, o < C'e*C7

On note S? la sphére dans R?, munie de la mesure usuelle, normalisée
pour étre de masse 1. Pour tout € € [—1, 1] on note T; l'application linéaire
continue de L?*(S?) dans lui-méme définie par la formule suivante : pour toute
fonction continue f sur S? et pour tout x € S%, T.(f)(x) est la moyenne de f
sur le cercle formé par les y € S? qui vérifient (x,y) = ¢ (et T} est I'identité
et T_; lantipodie). On vérifie que 7%, a priori défini sur les fonctions conti-
nues seulement, est formellement auto-adjoint, et a pour noyau une mesure
positive, et que I'image de la fonction 1 est 1 et donc on obtient (par inter-
polation, ou par Cauchy-Schwarz) que 7. s’étend de maniére unique en un
opérateur borné sur L2(S2), de norme 1 (cet opérateur est équivariant pour
'action de SO3(R) sur L?(S?) par translation a gauche).

Lemme 2.2 a) Il existe une constante Cy telle que || Ty — T.|| zr2(s2)) <
C1\/|e| pour tout € € [—1,1].

11



b)Pour tout ¢ € [—1,1] et a,b € R, on a ||aTy — VI.|| > |a — b|.

La deuxiéme assertion est immédiate puisque la fonction 1 est vecteur
propre de T, avec valeur propre 1, pour tout ¢ € [—1,1].

Montrons donc la premiére assertion. Pour |e| > 1/2, I'inégalité est vraie
si C; > 2v/2, donc on peut supposer € € [—1/2,1/2]. On a la décompo-
sition L*(S?) = @,,cy Hn en harmoniques sphériques, ot H, est égal a
I’espace des restrictions a la sphére des polynémes homogeénes de degré n
et harmoniques. Si on note (uy, us, ug) des coordonnées orthonormales dans
R3, et si P, est le n®™° polynéme de Legendre, la fonction P,(u3) appar-
tient a H,. Comme H,, est une représentation irréductible de SO3(R), et
comme l'opérateur 7. agit comme un scalaire sur les H,, il est clair que

ce scalaire est égal a P,(¢), si P, a été normalisé pour que P,(1) = 1.
Par conséquent ||Th — T¢||z(r2(s2)) = SuPpen [Pa(0) — Po(e )| Or P, posséde
la représentation intégrale suivante : pour x € [—1,1], P, =1 fo

iv1 — 22 cos0)"df. Mais |z + iv/1 — 22 cos 0] = /a2 + (1 — a:2 Cos2 0 et par
suite pour € € [—1/2,1/2], |e + iv/1 —e2cosf| < /1 + 3 cos?d. De plus

pour a,b € C, en écrivant a" — b" = g_l(a — b)a™ 17" on aboutit &

l'inegalité |a" — b"| < n|a — bl max(|al,|b])"~!. Enfin pour ¢ € [-1/2,1/2]

en posant a = icosf et b = 5 + iv1—¢%cosf on a |a — b] < 2|e|, d’ou
~1)/2

la™ — b"| < 2n|5|( 3 cos? 9> . D’autre part il est évident que |a™ —
n/2 (n—1)/2

bl < lal™ + b" < 2(}l + 2 cos? 9) < 2(%1 + 2 cos? (9) . Or il existe

(n—1)/2
une constante C' telle que —fo < + 3 cos? 0) do < C/+/n+1 pour

4 4

tout entier n (cela est évident pour n = 0,1, et pour n > 2, on utilise
(n—1)/2 /2 3 5 (n—1)/2
) df = (4 + 4 cos 9) do, et

le fait que L [F ( 3 cos? 0 N

lexistence de a > 0 tel que Z + L%cos2 0 < e*a92 sur [0,7/2], et enfin la ma-

joration fow/2 e gp < fooo e g — C’/v/n — 1 pour une certaine
constante C”).
—T.|| <2C+/l|el,
[

Par suite |P,(0)—P,(¢)| < 2C min(nle|, 1)\/7
Dans la suite on note G = SL3(R) et K = SO3(R). Pour s,t € Ry on

pour tout € € [—1/2,1/2], ce que l'on voulait démontrer.

es+t 0 0
pose D(s,t) = - 0 et o , et on note A, I’ensemble des matrices
0 0 1

D(s,t) quand s,t parcourent R. Une fonction sur G biinvariante par K est
déterminée par sa restriction a A, en vertu de la décomposition G = KA, K.
On a l(kD(s,t)k') = s+t, pour k, k' € K et s,t € R,. On rappelle que pour
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a,C € Ry, Eqarrc désigne la classe des espaces de Hilbert munis d’une

représentation continue 7 de G telle que ||7(g)]| gy < €49

Proposition 2.3 Soit « € [0,1/6[. Il existe une constante Cy > 0 telle que
pour tout C' € Ry la propriété suivante soit vraie. Si (H, ) est dans la classe
Ea o+, § et n sont des vecteurs K-invariants de norme 1 dans H et H*, et
si on pose c(g) = (n,m(9)€) pour g € G, la fonction c¢(D(s,t)) tend vers une
limite cso 0 Uinfini et on a |¢(D(s,t)) — coo| < Coe2C (6ot

Proposition 2.4 Soit a € [0,1/6]. Soit (V,T) une représentation irréduc-
tible unitaire non triviale de K. Il existe une constante Cy > 0 telle que pour
tout C € Ry la propriété suivante soit vraie. Si (H,m) est dans la classe
Ec.atrc, € est un vecteur K-invariant de norme 1 dans H, n un vecteur K-
invariant de norme 1 dans V ® H* et si on pose c¢(g) = (n,7(g9)&) € V' pour
g € G, la fonction ¢(D(s,t)) a valeurs dans V' tend vers 0 a l'infini et on a
1D (s, )}l < Coe2c~i-alasn),

Pour § > 0, la constante Cj est uniforme lorsque a parcourt [O,% — 4]

Démontrons le théoréme 2.1 en admettant les deux propositions. En fait
la proposition 2.3 permet la construction d’un idempotent p qui grace a la
proposition 2.4 sera celui du théoréme. Cependant dans le cas ot les représen-
tations sont isométriques, c¢’est-a-dire pour montrer la propriété (T) usuelle,
on voit facilement que cet idempotent est celui du théoréme (sans utiliser
la proposition 2.4). Soit f € C.(G) une fonction d’intégrale 1, de support
inclus dans {g € G,¢(g) < 1}. Soient @ < 1/6 et C' € R;. Pour g € G,
on pose Py, = exeyfeg, cest-a-dire que Py(h) = [, . f(kig~ hks)dkydk,,
ou les intégrales sur K se font pour la mesure de Haar de masse 1. D’aprés
la proposition 2.3, P, est une suite de Cauchy dans Cnr+c(G) quand g tend
vers l'infini, et on note p la limite de cette suite. La proposition 2.3 montre
aussi que p ne dépend pas du choix de f et que Py = ex f*es-1ex tend vers
la méme limite, d’ou 'on déduit p = p*. De plus pour toute représentation
(H,n) dans la classe &g aric, m(p) a pour image le sous-espace des vecteurs
x tels que pour tout g € G, m(ex)m(g9)r = x. En effet exe, Py est égal a
) x Pyrgdk, d’ott il résulte que exeyp = p. Par ailleurs il est évident que 7(p)
agit par Id sur les vecteurs x tels que pour tout g € G, w(ex)n(g9)r = =,
donc p est un idempotent. Si 7 est unitaire les vecteurs x tels que pour tout
g € G, mlex)m(g)r = x sont exactement les vecteurs G-invariants (en effet
| (g)x|| = ||z|| et tout vecteur y tel que ||7(ex)y|| = ||y|| est K-équivariant).
En général nous utilisons la proposition 2.4. Soit V' une représentation ir-
réductible non triviale de K, et e le projecteur sur les éléments dont le
K-type est V. La proposition 2.4 implique que e}/(eg fex tend vers 0 dans
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Cot+c(G) quand g tend vers l'infini dans G. Il en résulte facilement que,
pour tout g € G, eje,p = 0 dans Coryo(G). Donc pour toute représenta-
tion (H,7) € Egaetrc, I'image de m(p) est formée exactement des vecteurs
G-invariants de H. De plus, si on pose p, = Ppm-1,1), la suite (pp)nen+ vé-
rifie les conditions (i) et (i) du théoréme (avec t = ¢ — a). Ceci achéve la
démonstration du théoréme 2.1. OJ
Démontrons la proposition 2.3. On commence par un lemme évident.

Lemme 2.5 Soit X un espace compact muni d’une mesure de masse 1, et
b une application continue de X dans un espace de Hilbert H, et a une ap-
plication continue de X dans H*. Soit T un opérateur borné sur L*(X) et
notons T" opérateur obtenu en multipliant au sens de Schur le noyau de
T par {a(x),b(y)), autrement dit T' est défini de fagcon rigoureuse par T" =
A(T®1)B, ou B : L*(X) — L*(X) ® H est défini par (Bf)(y) = f(y)b(y),
pour f € L*(X), ot on a identifié L*(X) ® H avec L*(X,H), et de méme
A:LA(X)® H — L*(X) est défini par (Af)(x) = (a(z), f(2)), a laide de la
méme identification. Alors on a

17N e <Sup|!a( )| sup [|b(y) |1 T]] £(z2(x))
zeX yeX

OJ

Corollaire 2.6 Soient X = S?, H un espace de Hilbert, et a : X — H* et
b: X — H des applications continues. Supposons qu’il existe une fonction
continue h : [—1,1] — C telle que {a(z),b(y)) = h({x,y)) pour z,y € S*.

Alors, pour € € [=1,1], |h(0) — h(e)| < sup,ege [|a(z)| supyese [16(y)[|C1+/Ie],
ou C] est la constante du lemme 2.2.

En effet le produit de Schur de Ty — 7. par (a(x),b(y)) = h({(z,y)) est
h(0)Ty— h(e )T Par la partie b) du lemme 2.2 on a |h(0) —h(e)| < Hh( )T —
h(e)T:| z(r2(x))- Par le lemme précédent,

|1A(0)To — h(e)T:|| zez2cxy) < sup |la(z)]] sup [[6(y) |1 To — Tel| 222 (x))-

€S2 y€eS2

Enfin, par la partie a) du lemme 2.2, || Ty —T%|| z(z2(x)) < Ci+/|€|. Gilles Pisier
m’a fait remarquer que l'inégalité

[7(0) = h(e)| < sup [la(z)]| sup [[b(y)[| max|P,(0) — Pu(e)]

z€S5? yeS?2

résulte aussi du théoréme 4 de [Kri79] (les P, sont comme dans la preuve du
lemme 2.2 et on rappelle que ||Ty — 1% || £(12(x)) = Mmaxpen | P (0) — Py(e)]).0
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On définit 6, : G/K — H* et 6 : G/K — H par 0,(g9) = 'n(g7")n
et O¢(g) = m(g)&, en utilisant le fait que n et ¢ sont K-invariants. D’autre
part pour tout r € R soit ¢, : X = S? — G/K Dapplication définie de
la fagon suivante. On note ¢ : SO3(R) — K = SO3(R) l'inclusion A +—

1

<(1) 2) L’image de ¢ est le stabilisateur de | 0 | pour l'action de K sur

0
R3, d’ou une identification S?* = K/i(SO2(R)) que nous utiliserons souvent.
e 0 0
Le stabilisateur de e”3 [ 0 1 0| K pour l'action de K par multiplication
0 01

a gauche sur G/K contient t(SO5(R)), d’ot une application K-équivariante
¢ S? = K/i(SO2(R)) — G/K. Autrement dit, si on identifie G/K a
I’espace des formes quadratiques définies positives sur R?, & homothétie prés,
q-() est la classe de la forme quadratique dont la boule unité est un ellipsoide
dont les axes par rapport a la boule euclidienne standard de R® ont pour
longueur e”, 1 et 1, x indiquant la direction du premier.

On définit alorsa : X — H* et b: X — H en posant a(x) = 0,(q—(s+4)(x))
et b(y) = O¢(q:(y)). Comme q_(s14)(2) et ¢(y) appartiennent a G/K, on peut
former q_(s44) (%) 'q:(y) € K\G/K et cet élément exprime la position relative
des deux formes quadratiques (a homothétie prés) associées & q_(s44)(2) et
q:(y). Le coefficient de matrice ¢ : g — (n, w(g)§) est une fonction sur K\G/K
et on voit facilement que (a(z), b(y)) = c¢(g—(s+4) () 'q(y)). Comme g_(s1y) :
X — G/K et ¢4 : X — G/K sont K-équivariantes, I'application (x,y) —
g—(s+t)(2) g (y) de X? dans K\G/K est invariante pour l'action diagonale
de K sur X2 et donc (a(x), b(y)) ne dépend que de |{x,y)|. Lorsque (z,y) = 0,
on voit que ¢ s+ (2) 'q:(y) = KD(s,t) K. En général on a le lemme suivant.

Lemme 2.7 Pour s,t € Ry, q_(s41)(x) 'q(y) = KD(s',¥')K, avec §',t' €
2

o (€2tie2t’)(623+2t72t/ —1)

Ry, '/ <t,s+2t=5 42, et (x,y)* =

(62t71)(62s+2t71)

Comme ¢_(s44)(7) " 'q:(y) ne dépend que de |(z, y)| on peut supposer z =

1 cos et 0 0
0] ety= | sind |, donc q_(si)(z)™' = Kes [ 0 1 0] etqly=
0 0 0 01
cosf) —sinf 0 e 00
sinf  cos® O0]es |0 1 0K etlelemme résulte de la premieére
0 0 1 0 01
partie du lemme suivant (la deuxiéme partie servira pour la démonstration
de la proposition 2.4). O
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Lemme 2.8 Soit s,t € R, et 6 € R.
(i) Alors il existe s',t' € R, uniques et 01 € [—m/2,7/2],05 € R tels que

estt cos) —sind\ (e 0
0 1 sinf  cosf 0 1

_ (cosb —sinb, et cosfy —sinb,
- \'sinf; cosb, 0 e sinfly  cos 0
etonas +2 =s+2t, 0 <t/ <t<s+t<s+t <s+2t et

(e2t . e2t’)(e2s+2t—2t’ . 1)

(e2t _ 1)(628+2t _ 1)

cos? 6 =

e2s’+2t’ _e2s+2t)(62t’ —1)

e2t! (625’ —1)(e2s+2t—1) °

(ii) De plus on a sin®6; = {

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.9 Soient a,C € R,. Si (H,m) est dans la classe Egaoic, € et
n sont des vecteurs K-invariants de norme 1 dans H et H*, et si on pose
c(g) = (n,m(9)§) pour g € G, alors pour s,t,s',t' € R, avec s+ 2t = s’ +2t/,
et 0 <t <t<s+t<s+t <s+2t onal|c(D(st)) —c(D(s 1)) <
Ce2Ctalst20=t'/2 o0 O est la constante du lemme 2.2.

On applique le corollaire 2.6 avec a,b comme ci-dessus et en prenant ¢ =

2t _ g2ty (p2s+2t—2t/ _ als
VEFAE D Comme sup,ege fla(@)]] < €70 et sup, e [[b(y)]| <

eC*ot e corollaire 2.6 donne |c(D(s,t)) — c¢(D(s',t))| < e2C++2001, /|e].

Enfin on a ¢ < %ge_t'. O
On a aussi le lemme symétrique obtenu en inversant les roles de s et t
0 01 0 01
(c’est-a-dire en faisant agir 'automorphismeg — [0 1 0]fg™ |0 1 0
100 100

de G, qui stabilise K, et envoie D(s,t) sur D(t,s)).

Lemme 2.10 Sous les mémes hypothéses, pour s,t,s',t' € R, , avec 2s+1t =
28’ +t et 0 < 5" < s < s+t < '+t <25+t onale(D(s, 1)) —c(D(s',1'))] <
Cle2C+a(2s+t)—s'/2 ]

O
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La proposition 2.3 découle des lemmes 2.9 et 2.10. En effet si s < ¢, on

applique le lemme 2.9 avec s’ = ¢/ = =£2_d’on

s+ 2t s+ 2t
3 7 3

le(D(s,t)) — c(D( )| < Cre2C-(E-als+20),

Si s > t, on applique le lemme 2.10 avec s’ = = 25 d’on

2s+t 2s+1t

5 g )| < e,

|e(D(s, 1)) — e(D(

*

Soient maintenant u,v € R*, avec * €]1,2[. En appliquant le lemme 2.9 &
(s,t) = (20 —u,2u —v) et (s, t') = (u,u), on obtient |c¢(D(2v — u,2u —v)) —
o(D(u,u))| < Cre2¢+Be=2)u En appliquant le lemme 2.10 & (s, ¢) = (v, v) et
(s',t") = (2v — u,2u — v), on obtient |¢(D(2v — u,2u — v)) — ¢(D(v,v))| <
CleQC—l—(Sa—l)v—&—u/Q' D’oil

le(D(u, u)) — ¢(D(v,v))| < C1e?C(eBa2)e 4 Ba-Dute/2),

On applique cette inégalité avec u/v assez proche de 1. On en déduit facile-
ment la proposition 2.3. (]
L’expression exacte de € dans la preuve du lemme 2.9 permet de montrer
qu’en dehors d’un voisinage de Porigine dans R, le coefficient de matrice ¢
est 1/4-Holder, avec une constante tendant exponentiellement vers 0 a I'infini.
Montrons maintenant la proposition 2.4. Le lemme suivant remplace le
lemme 2.5.

Lemme 2.11 Soit X un espace compact muni d’une mesure de masse 1, VW
un fibré hermitien sur X, H un espace de Hilbert, a une section continue de
W®RH* et b une application continue de X dans H. Soit T un opérateur borné
sur L*(X) et notons T" lopérateur borné de L*(X) dans L*(X, W) obtenu
en multipliant au sens de Schur le noyau de T par {(a(x),b(y)), autrement
dit T' est défini de fagon rigoureuse par T' = A(T @ 1)B, ou B : L*(X) —
L*(X) ® H est défini par (Bf)(y) = f(y)b(y), pour f € L*(X) et de méme
A:L*(X)® H — L*(X,W) est défini par (Af)(x) = (a(x), f(x)). Alors on
a
1T 22, e200my) < sup fla(@)] Sup 16T N 2220y
v

€S

0

On note V le fibré hermitien G-équivariant G X 'V sur G/ K. Les sections

de G xg V sur G/K sont les fonctions f : G — V telles que f(gk) =
(k7Y f(g) pour g € G et k € K. La représentation 7 de G' sur H munit le
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fibré constant H sur G/ K d’une structure G-équivariante. On a une bijection
entre les sections G-équivariantes de V& H* sur G/K et (V@ H*)X. On note
0, la section G-équivariante de V @ H* sur G/K associ¢e a n € (V @ H*)¥.
Comme précédemment on note ¢ la section G-équivariante de H sur G/K
associée a £ € HX : c’est Papplication de G/K dans H définie par 0¢(gK) =
m(g)¢.

On rappelle que ¢(g) = (n,7(g)§) € V pour ¢ € G. On a donc, pour
gEG etk e K, clgh) = clg) et c(kg) = r(k)elg), car c(kg) = {n, m(kg)) =
(18 '7(k))n. 7(9)6) = ((7(k) @ . w(9)6) = 7). w(9)€), puisque 7 est
invariant par 7(k) ® 'r(k™1).

Nous appliquons le lemme précédent & X = S?, a T = Ty — T, et &
certaines applications a et b que nous allons maintenant définir.

Pour tout r € R, on définit ¢, : S* — G/K comme précédemment. Rela-
tivement a laction évidente de K = SO3(R) sur S?, ¢, est K-équivariante.
On pose alors a(x) = 0,(q—(s+¢)(2)) et b(y) = O¢(q:(y)). Ici a est une section
K-équivariante du ﬁbre K equlvariant W® H* sur 5% (ou K agit diagonale-
ment) en notant W = ¢* (V) et b est une application K-équivariante de
S? dans H. Donc {(a(z),b(y)) est une section K-équivariante (pour l'action
diagonale de K) du fibré W @ C sur S? x S?, et nous voulons la calculer.
Pour cela on rappelle I'identification S? = K/it(SO5(R)). Le fibré W sur
S? g'identifie alors & K Xgo,m®) V, ot SO2(R) agit sur V par 7o ¢ et s'in-
jecte dans K par ¢. On identifie K\(S? x S?) a +(SO9(R))\K/1(SO5(R))
en envoyant (z,y) sur x~'y. Alors (a(z),b(y)) est en fait une section du fi-
bré V xgo,m) K/t(SO2(R)) sur t(SO2(R))\K/t(SO2(R)) et nous devons la
calculer. On peut voir cette section comme une application ¢ : K — V
telle que o(u(k)k) = 7(u(k))o(k) et o(ku(k')) = o(k) pour k € K et

estt 0 0 e 00

s+2t

k' € SOy(R). En fait o(k) = (n,m(e” "3 0 1 0]Jk[O 1 0])) €
0 01 0 01
V. Comme tout élément de t(SO2(R))\K/t(SO2(R)) admet un représen-
cos —sinf 0
tant de la forme | sinf cosf 0 |, il suffit de calculer o(k) pour k =
0 0 1
cosf —sinf 0
sinf  cosf 0 ].D’apres le lemme 2.8, on a
0 0 1
cosff —sinf 0 cosf)y —sinf; O
o| sinf cosf O] =7/ sinf; cosh; 0] c(D(s, 1)),
0 0 1 0 0 1
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ou s',t',0; sont comme dans ce lemme. Il reste a calculer le produit de Schur
de Ty—T; par o et a minorer sa norme. Pour § € R et ( € V nous introduisons
un opérateur K-équivariant Ty € L(L*(S?), L*(S?,W)), dont le noyau est
supporté par les couples (z,y) € S? x 5% tels que (x,y) = cosf. De fagon
précise pour toute fonction f sur K/i(SOy(R)) = 52,

cos —sinf 0
Toc(f)(k) = /so . f(kL(u) sig@ C(E)SQ (E L(SOQ(R)))T o t(u)(¢)du

ol du est la mesure de Haar de masse 1 sur SO,(R). On rappelle que les
sections de W sur S? s’identifient aux fonctions f : K — V telles que
fke(u)) =T ou(u™)f(k) pour k € K et u € SO,(R).

Soit 8 € [0, 7/2] tel que cosf = ¢, et s',t', 0,1, 02 comme dans le lemme 2.8.
Alors le produit de Schur de Ty — T, par o est

Tz e(psy) — T

cosf; —sinf; O
07| sin (91 COos 91 0 |e(D(s' 1))
0 0 1

Pour minorer la norme de cet opérateur on a le lemme suivant.

Lemme 2.12 [] existe une application continue A : R/277Z — End(V) telle
que A(m/2) soit inversible et que pour 0,0" € R et (,¢' € V on ait

1To,c — Tor o'\l 20,2y = 1A0)C — A)||v

En effet, soit s une trivialisation du fibré hermitien ¥V sur un voisinage U
0

de [ 1] dans S2, autrement dit s est un isomorphisme de W vers V sur U,
0

respectant les normes hermitiennes. Soient fi, fo des fonctions continues po-

sitives sur S?, de norme 1 dans L*(S?), avec f1, respectivement fo, supportée

0 1
dans un voisinage assez petit de [ 1 |, respectivement | 0 | (et en particu-
0 0
lier suppfi C U). Alors (f1s,Tpcf2) = A(f)¢ pour une certaine application
continue A : R/27Z — End(V), et A(w/2) est inversible. O

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 2.13 Il existe une application B : {(s,t,s,t') € (R ) s+ 2t =
42800 <t <t <s+t< s+t <s+2t} — End(V), telle que || B||gna(v)

19



est borné et que B tend vers Idy lorsque t' et s +t — t' tendent vers + oo,
et une constante Cy (dépendant de V') de sorte que pour tout C' € R, la
propriété suivante soit vraie. Si (H,m) est dans la classe Eg ovrc, € est un
vecteur K-invariant de norme 1 dans H, et n un vecteur K-invariant de
norme 1 dans V & H*, et si on pose c(g) = (n,7(g)&) pour g € G, alors pour
s, t, st eR,, avec s+ 2t =5 +2t', et 0 <t/ <t < s+t < s+t < s+ 2t
on a

lle(D(s,t)) — B(s,t, s, t)e(D(s', 1)y < C,e2Ctalst2)—t'/2.

(6215 _e2t! ) (623+2t—2t’ _

En effet soit ¢ = \/ Casy sy U g e [0, 7/2] tel que cosf = ¢, et 6,
comme dans le lemme 2.8. Par le lemme 2.11, puis par le lemme 2.2 on a

HTg’C(D(S’t)) -T COSs 91 — sin 91 0 HC(LQ(X),LQ(X,W))

07| sinfl;  cosfy O |c(D(s' 1)
0 0 1

< sup la(e) | sup [BIITo — Ty < 6902
€S2 yeS?

t

et on sait que € < e*". On déduit alors du lemme 2.12 que

cosf; —sinf; O
HA(W/Z)C(D(SJ))—A(@)T sinf,  cosf 0 c(D(s’,t’))H
0 0 1 v

< 01620+a(8+2t)_t//2.

D’ou le lemme, avec Cy = C1]|A(7/2) ™ ||gnaqvy et

cosfy —sinf; O
B(s,t,s',t") = A(n/2) ' A(@)7 | sinf;  cosf; O
0 0 1

On vérifie que B(s,t,s',t') tend vers Idy si t’ et s+t —t' tendent vers + oo,
¢ . 2t/

car ¢ < e ¥/2 et sin?(6;) < T T O

La proposition 2.4 découle du lemme 2.13 et de son symétrique obtenu

en inversant les roles de s et ¢ (c’est-a-dire en faisant agir 'automorphisme

0 01 0 01
g— [0 1 0t [0 1 0] de G, qui stabilise K, et envoie D(s,t) sur
1 00 1 00

D(t,s), et en appliquant le lemme précédent aux représentations m o 0 et

T00).
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Soit u € R;. On applique le lemme ci-dessus avec s = 0, t = 3u/2 et
s' =t =wu. On aalors ||c(D(0,3u/2)) — C(u)c(D(u,u))||y < Cope?d*+Ba=1/2u
ou C': Ry — End(V) est défini par C(u) = B(0,3u/2,u,u) et tend vers Idy
en -+ oo.

En appliquant le symétrique du lemme on obtient

e(D(3u/2,0)) — C"(u)e(D(u, u))||y < Cpe2C+Bal/2u

ou C': Ry — End(V) tend vers Idy en + oo.

Mais on remarque que ¢(D(3u/2,0)) est invariant par ((SO2(R)) et que
A0
0 1
de SO,(R) dans K. Par le lemme suivant on a ||c(D(u, u))||y < Cse2C+Ba=1/2u
ou C5 ne dépend que de V. On conclut alors trés facilement en utilisant le
lemme 2.13 et son symétrique. O

c(D(0,3u/2)) est invariant par ¢/(SO2(R)), ou ¢/ est I'inclusion A — (

Lemme 2.14 [l existe un voisinage V de Id dans GL(V') et une constante
Cy ne dépendant que de V' tels que, pour hy,he € V, x € V, y € V invariant
par hi'(SOo(R))hy, 2 € V invariant par hy't'(SO2(R))ha, on a ||z|ly <
Cimax(||z —yllv, |z — z[lv).

Comme les images de SO5(R) par ¢ et «/ engendrent K, les sous-espaces
VUSO:R)) ot V(502(R) de V ont une intersection réduite & 0. I1 existe donc
K > 0 tel que pour u € VHUSO2R) et ¢ € VV(5O02(R) on ait ||u— vy > &|ulv.
Comme V est de dimension finie, on en déduit facilement qu’il existe un
voisinage V de Id dans GL(V) tel que pour u € V{5O2R) ) ¢ YV (SO2R)) o
hi,hs € V, on ait ||hy 'u—hy'vlly > £||hy ully. Avec les notations du lemme
on a alors [zl < ylly + llz — yllv < (2 + 1) max(||e - yllv, o - 2llv). O

3 Propriété (T) renforcée banachique pour SL3
sur un corps local non-archimédien

Soit F' un corps local non-archimédien, O son anneau d’entiers, 7z une
uniformisante, IF le corps résiduel, et ¢ le cardinal de IF. On note ¢ = p" avec
P premier.

Nous montrons que SL3(F') a la propriété (T) renforcée et la propriété
(T) renforcée banachique relativement a (p,r).

On note G = SL3(F) et K = SL3(Op).

On munit G de la longueur ¢ définie par

s ﬂ_;(iJFJ’) 0 . 0
k(TR 0 77 0PK)=i+y
0 1
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pour k. k' € K et i,j € N, i—j € 3Z.

Théoréme 3.1 Soit s < %. 1l existe t,C" > 0 tel que pour tout C € R,
il existe un idempotent autoadjoint p dans Csprc(G) tel que
— (i) pour tout (H,m) € Eq serc, m(p) a pour image le sous-espace de H
formé des vecteurs G-invariants,
~ (ii) il existe une suite p, € C.(G), telle que [, |pn(g)|dg < 1, p, est a
support dans {g € G, £(g) < n}, et ||p — pPullc., @) < €2°C e,

On rappelle que pour a > 0 on note EP"* la classe des espaces de Banach
E (munis d'une norme bien précisée) tels que pour tous (z;);c(z/pz)r dans E,

—_—

on ait, en notant (Z/pZ)" le groupe des caractéres de (Z/pZ)",
2

pY Hp"" > X(i)a:iESe‘“(p"" > Hxill%)-

XE(Z]pLy" i€(Z/pZ)" i€(Z/pL)"

Par Cauchy-Schwarz tout espace de Banach est dans la classe £P"0.

On rappelle que si ¢ est une longueur sur G, on note &' la classe des
représentations continues (F,7) de G dans un espace de Banach E de la
classe EP™ telles que ||7(g)|lcm) < €9 et C™(G) l'algebre de Banach
complétion de C.(G) pour la norme || f|| = SUD (7, m)cenm 7 ()]l zee)-

Théoréme 3.2 Soient « > 0 et 3 € [0, %[ Il existe t,C" > 0 tels que pour
tout C € R™, il existe un idempotent autoadjoint p € Cg5,(G) tel que
~ (i) pour toute représentation (E,m) € EGY 5, (D) a pour image le
sous-espace de E formé des vecteurs G-invariants,
~ (ii) il existe une suite p, € C.(G), telle que [ |pn(g)|dg <1, p, est a

support dans {g € G,€(g) <n}, et ||p— p”“C%J’;’ge(G) < 20 tn,

Comme tout espace de Hilbert est dans EP"" 18P le théoréme 3.2 implique
le théoréme 3.1. Le reste de cette section est consacré a la démonstration du
théoréme 3.2.

On commence par montrer que le théoréme 3.2 résulte des deux proposi-
tions suivantes. On note A = {(4, ) € N?,i — j € 3Z}.

Proposition 3.3 Soit a > 0 et 3 € [0, §[. Il existe C" > 0 telle que la
propriété suivante soit vraie. Soit C € RT arbitraire. Si (E,7) est dans la
classe EG' 5 et § et m sont deur vecteurs K-invariants de norme 1 dans E

et E*, et si on pose c(g) = (n,7(g)&) pour g € G, la fonction ¢ : A — C

—(i+5)
2 [TF 00
définie par abus de notations par c(i,j) = c(mp® 0 ' 0]) tend
0 1

vers une limite co @ Uinfini et on a |c(i,§) — coo| < C'e2¢=(G=AHI),
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Proposition 3.4 Soient o > 0 et 3 € [0, §[. Soit (V,T) une représentation
irréductible unitaire non triviale de K. Il existe une constante C' > 0 telle
que la propriété suivante soit vraie. Soit C € RT arbitraire. Si (E,m) est
dans la classe EGY 5, 51 € est un vecteur K-invariant de norme 1 dans E,
et n un vecteur K-invariant de norme 1 dans V @ E* et si on pose c¢(g) =

(n,m(9)¢) € V pour g € G, la fonction ¢ : N — V définie par abus de

—(i+7) 0 0
iv2 [TF _
notations par c(i,j) = c(mp® 0 7 0 |) tend vers 0 a Uinfini et
0 1

on a ||c(i, j)||v < C"e2C~(E-A+I),

Montrons que les propositions 3.3 et 3.4 impliquent le théoréme 3.2. Soient
a>0et e [0,5] La proposition 3.3 permet la construction d'un idem-
potent p qui grace a la proposition 3.4 sera celui du théoréme.

Soit €' € R;. Pour g € G, on pose P, = egeqex. D'aprés la propo-
sition 3.3, Py est une suite de Cauchy dans Cz\3,(G) quand g tend vers
linfini, et cette suite tend vers un certain élément p. Comme Py = FPj-1,
p est autoadjoint. De plus pour toute représentation (E,7) dans la classe
Sg’fcﬁﬂg, 7m(p) a pour image le sous-espace des vecteurs x tels que pour tout
g € G, m(eg)m(g9)r = . En effet exe, Py est égal a [} Pyrgdk, d’ou il ré-
sulte que exe,p = p. Par ailleurs il est évident que la restriction de 7(p) aux
vecteurs z tels que pour tout g € G, m(ex)m(g)r = z est Id, donc p est un
idempotent. Si 7 est isométrique et ' est uniformément convexe, le lemme
suivant montre que les vecteurs z tels que pour tout g € G, w(ex)n(g)r = x

sont exactement les vecteurs G-invariants.

Lemme 3.5 Soit m une représentation isométrique de G sur un espace uni-
formément conveze E. Soit x € E de norme 1, tel que m(ex)m(g)r = x pour
tout g € G. Alors x est G-invariant.

En effet soit £ 'unique forme linéaire de norme 1 telle que (£, x) = 1. Comme
elle est unique elle est K-invariante, et donc (£, 7(g)z) = 1 pour tout g € G.
Mais tout vecteur y € E de norme 1 tel que (£,y) = 1 est égal a x. Donc x
est G-invariant. 0J

En général nous utilisons la proposition 3.4. Soit V' une représentation
irréductible non triviale de K, et el le projecteur sur les éléments dont le
K-type est V. La proposition 3.4 implique que ejeyex tend vers 0 dans

013(G) quand g tend vers l'infini dans G. Il en résulte facilement que

exegp = 0 dans CZY5,(G) pour tout g € G. Donc pour toute représentation
(£, 7) dans la classe 5 g, I'image de m(p) est formée exactement des
vecteurs G-invariants de H. Enfin on peut prendre p, = Py, , . avec g, =
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" 0 0
T 0 7z" 0. On vérifie facilement que ¢t et C’ ne dépendent pas de
0 1
C. Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.2. O
Il nous reste maintenant & montrer les propositions 3.3 et 3.4.

Soit G’ = {g € GL3(F),det g € w2} /(7%1d). Alors G est un sous-groupe
d’indice 3 dans G’ et K est un sous-compact maximal de G'. Tout élément
W;(i+j) 0 0
de G’ s’écrit sous la forme & 0 W;j 0| ¥, avec i, € N uniques et

0 1
kK € K. On munit G de la longueur ¢ définie par
’/T;(i+j) 0 0
((k 0 ) 0| K)=1i+j, pour k,k' € K eti,jeN.
0 1
En induisant les représentations de G a G, on voit que les propositions 3.3
et 3.4 découlent des deux propositions suivantes.
Si ¢ est une longueur sur G’, on note Sg’,f’; la classe des représentations
continues (F,7) de G' dans un espace de Banach F de la classe EP™ telles
que [lm(g)]|cqe < @),

Proposition 3.6 Soit a > 0 et 8 € [0, §[. Il existe C' > 0 telle que la pro-
priété suivante soit vraie. Soit C' € Rt arbitraire. Si (E,m) est dans la classe
EGl e g0 €t & et sont deux vecteurs K-invariants de norme 1 dans E et £,
et si on pose c(g) = (n,m(g)§) pour g € G', la restriction a A de la fonction

00
F )
c:N? — C définie par abus de notations par c(i, j) = c( 0 ' 0])
0 1

tend vers une limite co, G Uinfini et on a |c(i,]) — coo| < C'e20~(5=AHI)
pour (i,7) € A.

Proposition 3.7 Soient a > 0 et 3 € [0, §[. Soit (V,T) une représentation
irréductible unitaire non triviale de K. Il existe une constante C' > 0 telle
que la propriété suivante soit vraie. Soit C € R arbitraire. Si (E,m) est
dans la classe E¢/¢, gy, 51 € est un vecteur K-invariant de norme 1 dans E,
et n un vecteur K-invariant de norme 1 dans V ® E* et si on pose ¢(g) =
(n,m(9)€) € V pour g € G', la restriction a A de la fonction ¢ : N> — V
W;(H‘j) 0 0
définie par abus de notations par c(i,j) = c( 0 77 0|) tend vers 0

0 1
a Uinfini et on a ||c(i, §)|ly < C'e2°=G=AHD pour (i,5) € A.
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Il nous reste maintenant a montrer les propositions 3.6 et 3.7.

Nous commencgons par un lemme qui servira pour les deux.

Soit x : F — C* un caractére non trivial. Dans toute la suite nous pon-
dérons toutes les sommes pour qu’elles soient des moyennes.

Lemme 3.8 Soit o > 0, n € N*. Soit E un espace de Banach dans la classe
P, (&m,y)x,yeop/ngp des vecteurs de E. Alors

1 1
qE Z H qn+1 Z X(g)gm,ax—i-b—&—w;_le

a,bEOF/TI'}OF IEOF/ﬂ'?OF,EEIF

1
<e qun > €217

LEEOF/W"FI‘OF,yGOF/ﬂ';.OF

2

Par hypothése E est dans la classe EP"°%. De fagon équivalente, pour toute
famille (u.)ccr de vecteurs de E,

3 |2 3 wledyu

deF celF

2 1
< —a 02>.
o (G 2 el

ceF

Montrons le lemme pour n = 1.
Posons u, = % > cer X(€)&c.e pour ¢ € F et appliquons I'inégalité ci-dessus
aux vecteurs u.. On en déduit

12 le Z X(f‘:)ga},ax—l—a ’ S lz Hl ZX(—CLI')Uw
q a€clF q z,e€F q aclF q z€elF

1 1
<e EZ lual® < e e D Il

zeF z,yelf

2

Soit maintenant n > 2, supposons le lemme vrai pour n—1 et montrons-le
pour n. Appliquons I'inégalité ci-dessus aux vecteurs

1
ab __
U = — E : X(g)éac,az—&-b—i-ﬂ;i_la'
{EEC-‘—WFOF/TF?OF,&EF

On en déduit

1 1
an Z ‘ n+1 Z X<€>£ac,a:v+b+7r;§_1s

(l,bEOF/ﬂ'?‘OF IEEOF/W"FI‘OF,EG]F

1 1 1
= q% Z 5 Z ’ qn+1 Z X(g)gcc,(a—dﬂ?;l)x—i—b—&-fr?fla

a,bEOF/W?‘OF deF wEOF/W"F]“OFﬁeF

2

2
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‘ 2

5 Y e e

q2n
(l,beOF/ﬂ"}n;OF deF ceF
1 1
T DD N (7 &
q=" q

a,bcOp /mk0Op ~ c€F
2)

Pour chaque ¢ € F, on choisit un relevé ¢ de ¢ & Op/7mkOp. Le membre de
droite de I'inégalité précédente est alors égal a

L1 1
¢ 52(@ .

ceF aEOF/w;LflOF,bEOF/W%OF

1 1 1
= €_aa Z (an Z H q_n Z X(g)gx,aa:—i—bﬁ-w;*le
ceF

a,beOp /TO0Fp z€c+npOF /mOF ,c€F

)

1
q_n Z X(€)§é+7rpx,a7r1:x+b+7r;715

.Z’EOF/WTFLflOF,&EF

c,deF a,b€0p /7 Op
2)

6+71Fx,cz+7rFy)x,y€Op/ﬂ;fflOF )

1
q_n Z X(E)€E+7FF$,J+CLTI’FZE+TI’FZ)+7F2_15

€0 /Th tOp c€F

On applique 'hypothése de récurrence aux familles (&
pour ¢,d € F. Le lemme 3.8 est démontré.

Nous commengons par un lemme préliminaire pour montrer la proposi-
tion 3.6.

Dans la suite on note B l'immeuble de PG L3(F'). On rappelle que les
sommets de B sont identifiés aux réseaux de F?, & homothéties prés, et
que PGL3(F) agit & gauche sur B. Donc G’ agit & gauche sur B et cette
action est transitive. D’autre part soit zy le sommet correspondant au réseau
O3 dans F*® : son stabilisateur dans G’ est K = SL3(OF), ce qui permet
d’identifier B et G'/K. Si M est un réseau associé a un sommet = de B,
det(M) = n,* det(O%) pour un certain entier a € Z, dont 'image dans Z /37
ne dépend que de x : on dit que c’est le type de x. Etant donnés z,y € B il
existe des entiers 7, j € N uniques tels que pour une certaine base (vy, vy, v3)
de F? engendrant & comme Op-module on ait y = OFTF;i_j v + OFW}_;j Vg +
Orvs modulo F*. On écrit o(z,y) = (i,j) € N2 On a alors o(y,x) = (j,1)
et le type de y est type(z) + i — j modulo 3. Etant donnés z,y € B =G'/K,
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on a o(x,y) = (i,7) si et seulement si 271y = K 0 7’ 0| K dans
0 0 1
K\G'/K.

On note (e, ez, e3) la base standard de F3. Soit m,n € N. Pour z,y €
Op/m30F et a,b € Op /7 Or on note M, et M, ;" les réseaux suivants de
F3 .

sz = Opﬂ;”(el + xey — y€3) + OFeg + OF€3 et

M, = {ure; + ugey + uses € O, urh + usa + us € 78 Op}
= OF(€1 — beg) + OF(GQ — aeg) + OFW;@@:;.

Par abus nous avons supposé que x,y,a,b étaient relevés en des éléments
de Op, le résultat ne dépendant pas de ce choix. On note encore M}, et
M_ " les classes d’homothétie de ces réseaux, considérées comme des éléments

= 0 0

de B = G'/K. Dans G'/K ona My, = e 1 0] K et Ma_gn:
-7y 01
1 o o0\ "
0 1 0 K.

b e wE"
Remarque Ici m et n jouent des roles similaires & s 4+ ¢ et t avant le
lemme 2.7. En fait les images de S? par q—(s+t) €t g; correspondraient ici aux

10 0 7" 00
K-orbitesde |0 1 0 | K et 0 1 0] K dans G'/K, qui s’identi-
00 7 0 0 1

fient & des plans projectifs P*(Op /77 Op) et P*(Op/7OF). Les points M, ;"
pour a,b € Op/nFOr et M}, pour z,y € Op/npOp décrivent des plans
affines dans ces plans projectifs (ce ne sont plus des K-orbites, nous perdons
par conséquent l'action de K).

Le lemme suivant, qui est I’analogue du lemme 2.7, montre que la position
relative de M, ;" et M, ne dépend que du produit scalaire entre le vecteur
e1 + xeg — yey et la forme linéaire ujeq + uges + uges — urb + uga + uz (nous
avons choisi les lettres pour qu'’il prenne la forme agréable (ax + b) — y).

Lemme 3.9 Soient z,y € Op/m%:0OF et a,b € Op/7ROp. Soiti le plus grand

entier de {0, ...,min(m, n)} tel que y—(ax+b) appartienne a W%OF/W?in(m,n)OF.

Alors a(M,;", My!,) = (m +n — 2i,1).
En effet si i < min(m,n) on a

M}, = Opmp"(er +xeq—yes)+O0p(ea—ae3)+Opmr(e1+req — (ax+b)es) et
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M;gn = Opﬁgnii(el + Treo — y€3) + OF(€2 — CL€3) -+ OF(61 + Treg — (CLJ? =+ b)eg)

sii=mn (et donc m >n) on a
M, = Opmg"(e1 + wez — (ax 4+ b)es) + Op(ex — aez) + Opes et

M. " = Op(e; + xes — (ax + b)es) + Op(es — ae3) + Opmies

a,

et si i =m (et donc n > m) on a
Ma?,y = Opmp" (€1 + veg — yes) + Op(es — aes) + Opes et

M,y = Orp(e1 + zea — ye3) + Op(ex — ae3) + Opmpes.
O

Montrons maintenant la proposition 3.6. Soient m,n € N, avec m > n.
Soient z,y € Op/nOF et a,b € Op/7FOp. On pose &, = (M} )§ € E
et 1y = 'm((M") )y € E*. Alors [€agll < €79 ngyll < cEm9 et
(Nasp, Exy) = c(m+mn—2i,7), ot ¢ est le plus grand entier de {0, ...,n} tel que
y — (ax + b) appartienne a 740r/m:Op. 1l résulte de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et du lemme 3.8 que

1
q2m+n+1 ‘ E X(E) <7]a,b7 fx,ax+b+a7rgfl>
a,bEOF/ﬂ’?OF,J,‘EOF/W?OF,&‘EF

1
< e Z [17a,6/1?

a7bEOF/7r}?OF

2

1 1
qQ_m Z H n+1 Z X(g)fx,am+b+€ﬂr;71

a,bEOF/ﬂ?—}OF SEEOF/TI'?OF,EG]F
< e—n%GQC-i—(m-‘rn)ﬂ

Mais le membre de gauche est égal a $|c(m —n,n)—cm—n+2n-—1), et

donc |¢(m —n,n) —c(m —n+2,n —1)| < ge "2 2C+m+n)s,

On a donc, pour 7,7 € N avec j > 0,

lc(i, §) — c(i+2,j — 1)| < ge ™75 20HE+2)0,

0 0 1 0 0 1
En faisant agir ’automorphisme g— [0 1 0] ' [0 1 0| de &,
100 100
00 00
qui stabilise K, et envoie 0 .’ 0| sur 0 ' 0], on
0 0 1 0 0 1



obtient, pour ¢, 7 € N avec ¢ > 0,
lc(i, §) — c(i — 1,j + 2)| < qe~"32C+HHDI,

Donc on a, pour 7,7 € N, avect > jet i — j € 3Z,

2. ] 2 ] eY i+7 @ s
Z;_j’ Z;j” §q€2c(€_15+...+€_(2;]+1)§)€(2H—])6

< q€20<€% - 1)—16—(22‘—1-3')(%—5)7

(i, 7) —

ainsi que la méme inégalité en inversant ¢ et j, et
i, i) — (i + 1,7+ 1)] < qe* (1 + e@F3)e (5 39),

La proposition 3.6 est démontrée. 0

Montrons maintenant la proposition 3.7 (nous rappelons que cette pro-
position n’est pas nécessaire si on se limite aux actions isométriques sur des
espaces de Banach uniformément convexes).

Pour z,y,a,b € Op, nous devons calculer I'image de

1 0 0 = 0 0
0 1 0 mer 10
b e wE" -7y 01

dans K'\G'/K, ou K’ est un sous-groupe ouvert compact de K inclus dans
le noyau de 7, alors que le lemme 3.9 calculait 'image dans K\G'/K. Pour
simplifier nous ne ménerons ce calcul que lorsque m > n et y = axr + b ou
y=ax+b+ WZ_I. Le lemme ci-dessous, qui est une variante du lemme 3.8,
permet de nous limiter & ces cas-la. Le role de la variable supplémentaire k
sera expliqué plus tard.

On sait que tout caractére non trivial de F est de la forme x4 : x — x(dx),
pour d € F*. De plus on peut écrire —61 = > g taXa, pour certains t; € C.
On pose Cy = ¢* Y jcp [tal.

Lemme 3.10 Soit « >0, n € N* et k € {0,...,n — 1}. Soit E un espace de
Banach dans la classe EP™?, (éz,y)x,yEOF/ﬂ'}OF des vecteurs de E. Alors

1 1 1
@ Z ‘ n—k Z gac,anrb - qn—k Z éﬂc,az-{—b—f—n;_l

2

2n

q a,b€O0F /T 0F z€nk Op /m0F zerkOp /77 0F
< Cpe~nRo_2 16l
= 26 q2n7k. x,y ‘

z€nkOp /m%0p ,y€OR /TROR
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On se raméne tout de suite au cas ou k = 0, ce que 'on suppose désormais.

On écrit . )
q_” Z ga:,aw—l-b - q_n Z gx,aa:—l—b-i-w;*l
:BEOF/TI';?OF LUEOF/W"FL‘OF
1
= q Z td(qn-‘rl Z Xd(6>§x7az+b+7r7}715)7
deF* $EOF/7T$OF7EEF
puis on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.8. O

On fixe maintenant k € N tel que 7 se factorise par SL3(Or/7%OF) et on
note K’ le noyau de K — SL3(Op/7%OF). On va appliquer le lemme 3.10
pour cette valeur de k

Soient m,n € N, avec m > n. Pour a,b € Op, la classe dans G'/K’

1 0o 0\ "
de 0 1 0 ne dépend que de a,b modulo W?MOF. Pour
b e wE™"
z,y € Op/T}0F et a,b € Op /TR Op on peut donc définir

= 0 0
&oy=m| m"x 1 0]E€Eet

-7y 01
1 0 0
Nap = (' 0 1 0 | R1peE"xV.

—m —m —m
b mp"a TR

Alors [[€yll < e, {Inapll < €777 On a (Nap, &) = c(Ag}) €V, ot

1 0 0 " 0 0
Ay = 0 1 0 m'x 10
b e wR" -7y 01

T 0 0

= T T 1 0

—m-—-n

T Mar+b—y) mp"a wR™

00
On note ¢(i, j) = ¢ 0 7’ 0 |. Onrappelle que c(kgk’) = 7(k)c(g) €
0 0 1

V pour k, k' € K,ge G.Siy=azr+bona
m—n+1

— T 10 T 0 0 0 a 1
Azby = —7p "2 2 1 0 7z" 0 1 7pa 7p
0 0 0 0 1 0 1 0



et donc

— 10 =" 0 0
cAgy=7| —7p "z oz 1)l 0O w" 0
1 0 0 0 0 1
e 10
=7| -7 "2 2 1) ce(m—n,n).
1 0 0
Siy=ar+b+7nt ona
—art 0\ (w0 0\ /=1 mpa 7
ALy = ey x 1 0 W;("_l) 0 0 a 1
1 0 0 0 0 1 0 1 0
et donc
At o\ (a0 0
SUTARE G SR I [ R
1 00 0 0 1
—aprtl 10
=7| -7y z 1)e(m—n+2,n—-1)
1 00

On rappelle que 7 se factorise par SL3(Or/7%OF). On va appliquer le
lemme 3.10 pour cette valeur de k de sorte que l'on aura toujours z €

—rpt 10 — 10
80 /TROF, ce quiimplique 7 | — 72" e o 1] =7 0 0 1
1 0 0 1 0 0

(c’est pour cela que nous avons introduit la variable supplémentaire k dans

le lemme 3.10).
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 3.10, on obtient

1
m” Z ((Maps Ex,a+6) — (Mabs 5:c,ax+b+7r;i‘1>)H
q S . v
CL,bEOF/’TI'F OF"’EGWFOF/W?OF
1 1
< q2m+2k Z Hna,bH ‘ qn—k Z Ex,a:r+b - fa:,a.r—‘rb—l-w;i_l
a,b€O0F /mmtFOp z€mh Op /m%0p

< \/Cre ("M% 2CH(m )3
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D’apres les calculs qui précédent, cette inégalité se réécrit

— 10 — 10
HT 0 0 1])elm—n,n)—7 0 01 c(m—n—i—?,n—l)”
1 00 1 00 v

< \/Che —(n—k)§ 20+(m+n)B et donc
HC(m—n,n) —C(m—n—i—Q,n— 1)”\/ < /Che™ (n—k)§ 2C+(m+n)s

On a donc

c(0,34) — ¢(2i, 20) ||y < /Coe~FF3 (e3 — 1) 1e20+68,
) ’ V = 2

En faisant agir 'automorphisme g — de G’, qui

S = O

1
0 tg—l
0

_— o O
O = O

stabilise K, et envoie w;i , et en ap-
0
pliquant l'inégalité précedente aux representatlons mo# et Tof, on voit

que

— o o o

0
0
1
7T Z“l‘] ) l+j) O

16(30,0) — ¢(2, 20) ||y < \/Cae~ M5 (5 — 1)~1e20+6i8.

Or ¢(0,3i) est invariant par le sous-groupe K; de K formé des matrices
x x 0

de la forme [ % 0], ¢(3¢,0) est invariant par le sous-groupe Ky de K
0 0 =

et on a le lemme suivant.

* *x O
* * O

*
formé des matrices de la forme | O
0

Lemme 3.11 [l existe une constante Cs (dépendant de V') telle que pour
x €V, y €V invariant par Ky, et z € V invariant par Ky, on a ||z|y <
Csmax(f|lz — yllv, [z — z([v).

Comme les sous-groupes K et K, engendrent K, on a VEINVE2 = et
le lemme en résulte aisément. O
En appliquant le lemme on voit que

c(2i.2) ||y < Carn/Core~Fi=F)3 (o5 — 1) 12C+6i0
) Vv > L3 2

On conclut alors comme & la fin de la démonstration de la proposition 3.6. [
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4 Extension a d’autres groupes algébriques sur
des corps locaux et a leurs réseaux cocom-
pacts

Nous commencons par les groupes algébriques réels.

Corollaire 4.1 Soit G un groupe algébrique presque simple sur R, dont [’al-
gébre de Lie contient une sous-algébre de Lie isomorphe a sl3(R). Alors G a
la propriété (T) renforcée.

L’argument que nous allons donner provient du paragraphe 1.6 de [BHV].
D’abord G contient un sous-groupe R qui est localement isomorphe a SL3(R).
Soit g l'algebre de Lie de G. Soit a € R l’exponentielle d'un élément semi-
simple non nul a de t et g = ®crg” la décomposition de g en espaces propres
sous Paction adjointe de a. Soit g™ = @508 et g~ = @r<0g*. D’aprés [BHV]
g est engendré par gt Ug™.

Soit ¢ la longueur sur G définie par ¢'(g) = log ||Ad(g)||, en notant Ad
la représentation adjointe (on choisit pour cela une norme hermitienne sur
g, invariante par SO3(R) C R). 1l existe x € R tels que /| < wl. Soit
f € C(G), d’intégrale 1, avec Supp(f) C {g,¢(g9) < 1}. Soit s,t,C,C" €
R%,p € Conerc(R), pn € Co(R) vérifiant les conditions (i) et (ii) du théo-
réme 2.1. Alors pour établir que G a la propriété renforcée il suffit de montrer
que si s est assez petit la suite p,f € C.(G) converge dans Cypyo(G) vers
un idempotent autoadjoint p’ tel que pour tout (H,7) € Eg i, m(p') ait
pour image le sous-espace de H formé des vecteurs G-invariants. D’abord il
est clair que la suite p, f est de Cauchy dans Cgry(G) et on note p’ la limite
(on peut voir p comme un multiplicateur de Cg1c(G) et alors p’ = pf).
Soit (H,m) € Egswic- 1l est évident que w(p’) agit par l'identité sur tout
vecteur G-invariant. Il reste donc & montrer que pour tout x € H, w(p’)x est
G-invariant (en effet il en résultera que p’ = f*p’ = f*pf, donc que p’ est
autoadjoint). 11 suffit de montrer que 7(p’)x est invariant par exp(g*) pour
A > 0et A <0.On utilise le lemme de Mautner comme dans [BHV], avec
une petite subtilité due au fait que la représentation n’est pas isométrique.
Montrons par exemple que 7(p’)z est invariant par exp(g*) pour A > 0. Soit
Y € g*. On sait que 7(p’)x est fixe par R, donc en particulier par a. Il s’agit
donc de montrer que

m(expY)7(p')z — m(p')x = m(expY)m(a")m(p )z — w(a")7(p')x
= m(a")(m(exp(ad(a) ")) = 1)7(p')z = 7(a") (w(exp(e "Y)) — 1)m(p')z

tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
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On pose m = E(k7'3n), ou E désigne la partie entiere. Comme 7(f)z

est un vecteur C', il existe Cy € R, (dépendant de f et de x) tel que
| (r(exp X) — D (F)all < Coll X g pour [ X]lg < Y] Alors

7 (@™) (m(exp(e™"Y)) = 1) (P f) ]|
< eCtstiam (ﬂ(exp(e”\”Y)) — V) (pmf)z| 0
o) [ pfg)a(o) (xtesp(e Adg™)Y)) ~ (Sl

<e C+st'( a)n C+s3n sup ”( (exp( ’\”Ad(gfl)(y))) _1)7T(f)x”H

v(9)<3n

Or pour £(g) < 3n on a ||e " Ad(g~)Y || < e 2"[|Y]|4 et donc

| (w(exp(e ™ Ad(g™)(V)) = )7()z]la < e 2"CollY |

On a donc
)\

7 (a™) (m(exp(e Y )) = D)7 (pp f)a| i < ECHEC @2y 1y,

et ceci tend vers 0 quand n tend vers 'infini si s <
Ensuite

A
20 (a) A

I7(a™) (7 (exp(e™"Y)) = D)7((p' — )]l
< SO (L4 O ((0 = P )
oit " = supe(q [|m(exp(tY))]| ne dépend que de Y. Mais
(0" = P )zl < C'e™|m(f)|lu

grace a (ii) du théoréme 2.1 (on rappelle que C’ et ¢ sont les constantes du
théoréme 2.1). Au total,

Iw(a™) (7 (exp(e™*"Y)) = Da((p' = )21

< OO O (£
et si s < 2@,2 3‘ ceci tend vers 0 quand n tend vers l'infini. O
On peut adapter 'argument au cas non-archimédien.

Corollaire 4.2 Soit G un groupe algébrique presque simple sur un corps local
non-archimédien F. Si g contient sl3(F'), G a la propriété (T) renforcée.
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En effet G contient le quotient de SLz(F') par un sous-groupe central
fini (voir le lemme II1.5.2 et le théoréme I11.5.3 de [Mar91]| pour les détails).
On répéte argument précédent avec un élément de G(F') qui est l'image
d’une matrice diagonale de SL3(F) dont I'un des coefficients a un module
strictement supérieur a 1. ]

On montre de la méme fagon que les groupes comme dans le corollaire 4.2
ont la propriété (T) renforcée banachique relativement a (p,r), ou le corps
résiduel de F' a p" éléments.

Montrons maintenant que la propriété (T) renforcée est héritée par les
réseaux cocompacts.

Proposition 4.3 Soit G un groupe localement compact et I' un sous-groupe
discret cocompact de G. Si G a la propriété (T) renforcée, T' I’a également.

Comme Sp(n, 1) et Fy_90) possédent des réseaux cocompacts, qui sont
hyperboliques, ceux-ci n’ont pas la propriété (T) renforcée et donc Sp(n, 1)
et Fy(_20) non plus. Ce dernier résultat est bien connu de Cowling et Julg.

Montrons la proposition 4.3. L’existence de I'" implique que G est uni-
modulaire. Soit dg la mesure de Haar sur G telle que G/I' soit de me-
sure 1. Comme I' est cocompact, il existe f € C.(G), positive et telle que
ZveF f(g7) = 1 pour tout g € G (ceci implique que [, f(g)dg = 1). Soit

= Supp(f). Soit ¢ une longueur sur I' et ¢’ la longueur sur G définie par
K’(g) = max{l(7),gX N X~ # 0}. Alors si p’ € Cp(G) vérifie les conditions
de la définition 0.1, on peut en déduire un idempotent p € Cy(I") vérifiant les
conditions de la définition 0.1. Si p’ est la limite dans C» (G) de pl, € C.(G),
alors p sera la limite dans Cy(T") de la suite p,, € C,(I") définie par la formule
suivante : pn(v) = [y Prl91)f(927) [ (9192)dg1dgs.

Pour justifier ceci on remarque que pour tout (H,m) € &py, on peut
construire une représentation induite (H',7’) € Eg o de la fagon suivante :
H' est le complété de I'espace des applications continues s : G — H Vériﬁant
s(gy) = m(y")s(g) pour la norme de Hilbert |s]|* = [, f( 9)||%dg.
De plus 7(p,) : H — H est égal & §o7'(p),) o, oW « : H — H' est
déﬁni par a( ) = (9 = X er flgr)m(v)x), et B : H’ — H est donné par

f o g)dg. Les normes de « et 3 sont bornées indépendamment de
(H 7r) et l’1mage par « (resp. ) d’un vecteur I'-invariant (resp. G-invariant)
est G-invariant (resp. I'-invariant) et si x € H est [-invariant, § o a(z) = .

Enfin on caleule pj(y) = [oqPn (90)f (9277 )f (g1 g2)dgndgs =
foG pl( (ggv)f(gggg)dgldgg par le changement de variable g5 = g; *g27~!,
donc comme p est autoadjoint, p 'est également. O
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Proposition 4.4 Soit G un groupe localement compact et I' un sous-groupe
discret cocompact de G. Soit p un nombre premier et r € N*. Si G a la
propriété (T) renforcée banachique relativement a (p,r), I' aussi.

La démonstration est exactement la méme. Pour (F,7) dans la classe
ELy”, on définit la représentation induite £’ comme le complété de I'espace
des applications continues s : G — FE vérifiant s(gy) = n(y7')s(g) pour la
norme ||s[|* = [, f( 9)||%dg. Le seul point nouveau (mals évident) est
que E’ appartient a la classe EPMY et donc a la classe Sg” : O

Pour des réseaux non cocompacts, il vaut mieux se limiter aux represen-
tations isométriques.

Nous dirons qu'un groupe a la propriété (T) banachique relativement a
(p,r) si pour tout o > 0 il existe un idempotent autoadjoint p dans C§"*(G)
tel que pour toute représentation (E,7) € £7", m(p) ait pour image le
sous-espace de E formé des vecteurs G-invariants.

Proposition 4.5 Soit G un groupe localement compact et I' un sous-groupe
discret de covolume fini de G. Soit p un nombre premier et r € N*. §i G a
la propriété (T) banachique relativement a (p,r), I' aussi.

On reprend les notations de la preuve de la proposition 4.3. Soit f €
LY(G), positive et telle que Y p f(g97) = 1 pour presque tout g € G (ceci
implique que [, f(g)dg = 1). Alors si p’ € C"*(G) vérifie les conditions de
la définition 0.2, on peut en déduire un idempotent p € C{'"*(T") vérifiant les
conditions de la déﬁnition 0.2. Si p’ est la limite dans )" (G) de p/, € C.(G),
alors p sera la limite dans C;"*(T") de la suite p, € C.(I') définie par la
formule suivante : p.(v) = [, ¢ Ph(91)f(927) f (9192)dgrdgo.

Pour justifier ceci on remarque pour tout (E, ) € 51’3:8’&, on peut construire
une représentation induite (£', ') € 5" de la fagon suivante : £’ est le
complété de I'espace des applications contlnues s: G — E vérifiant s(gy) =
m(y71)s(g) pour la norme ||s||* = fG/F |ls(9)l|%dg. De plus 7(p,) : E — E
est égal & Bon'(p) o, ou a : E — E’ est défini par a(z) = (g —
doer flgN)m(y)z), et B 1 E' — E est donné par B(s) = [. f(9)s(g)dg
Les normes de a et 3 sont bornées indépendamment de (F,x), et l'image
par « (resp. ) d’un vecteur I'-invariant (resp. G-invariant) est G-invariant
(resp. I'-invariant) et si € E est [-invariant, 5o a(z) = x.

Le méme calcul qu’a la fin de la démonstration de la proposition 4.3
montre que p est auto-adjoint. ]
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5 Familles d’expanseurs

Nous présentons ici une conséquence du théoréeme 3.2. Cette conséquence
nous a été suggérée par Assaf Naor.

Soit F' un corps local non-archimédien. On écrit le cardinal du corps ré-
siduel sous la forme p", avec p premier. Soit I" un réseau de SL3(F'). D’aprés
le théoréme 3.2 et la proposition 4.5, T a la propriété (T) banachique relati-
vement a p, 1.

Soit (I';);en une suite décroissante, d’intersection triviale, de sous-groupes
d’indice fini de I" (on sait qu’une telle suite existe). On choisit un systéme fini
symétrique de générateurs de I'. Cela munit X; = I'/T"; d’une structure de
graphe et on note d; la métrique associée. Comme I' a la propriété (T) usuelle,
il est bien connu (depuis [Mar73|) que les X; forment une suite d’expanseurs.

On dit que la suite X; se plonge uniformément dans un espace de Banach
E §’il existe une fonction p : N — R, tendant vers + oo & l'infini et des
applications 1-lipschitziennes f; : X; — E telles que || fi(x) — fi(y)||lg >
p(di(z,y)) pour i € Net z,y € X,.

Théoréme 5.1 La suite d’expanseurs (X;,d;) n’admet aucun plongement
uniforme dans un espace de Banach de la classe EP™ avec a > 0, et en
particulier dans un espace de Banach uniformément conveze.

En fait aucune sous-suite n’admet un tel plongement uniforme, et on a
méme le résultat plus précis suivant. Soit a > 0 et £ un espace de Banach
de la classe EP™7.

Proposition 5.2 [l existe une constante C' dépendant seulement de « telle
que pour tout i € N, et pour toute application [ : X; — E, on ait

1
(£X3)?

D If@) = fl? < Cﬂ)l(i >, 1f () = F)I*.

z,yeX; z,y voisins dans X;

Il est bien connu que la proposition implique le théoréme. Si la suite
(Xi,d;) admettait un plongement uniforme dans un espace de Banach E
de la classe EP™%, on aurait des applications 1-lipschitziennes f; : X; —
E et une application p : N — R, tendant vers 4+ oo en + oo telles
que pour i € N et z,y € X; on ait ||fi(z) — fi(y)|lg > p(d(z,y)). Or

m > eyex, Pld(z,y))? tend vers + 0o quand 4 tend vers I'infini, car, pour
tout entier k, sup, ti%jj{(x,y) € (X;)?, d(x,y) < k} est fini, et £X; tend vers
I'infini quand ¢ tend vers l'infini. O

Il nous reste & montrer la proposition. On note F; ’espace des fonctions
de X; dans F, muni de la norme || f[|3, = 5 2.y, [|f(2)][3. T est évident
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que l'espace de Banach E; appartient a la classe 5173:6’0‘ des représentations
continues isométriques de I' dans des espaces de Banach de la classe EP™.
On rappelle que Ci*(T") est 1'algébre de Banach complétion de C.(I") pour
la norme ||f|| = SUD (. myeep e | 7(f)llz(p). Comme I' a la propriété (T) ba-
nachique relativement a (p,r), il existe un idempotent p € C5"*(T") tel que
pour toute représentation (F,7) dans la classe £y, 7(p) ait pour image le
sous-espace de E formé des vecteurs I'-invariants.

Les vecteurs I'-invariants de F; sont exactement les fonctions constantes
de X; dans E. Pour toute fonction f € E;, on a pf = my, ou my =
ﬁ > wex, [ (z) € E est lamoyenne de f, considérée comme fonction constante
sur X;. Il est bien connu que

X Yo @) = fwIP = —my|* =
z,yeX;
Soit p; € C.(I"), d’intégrale 1, tel que Ilp — P1||c““(r < 3. Alors ||pf —
(> = p)(f —mp)le - Drou |[f -

< 2” f—p1fllg,- Enfin on V01t facﬂement qu’il ex1ste une constante 4

(dependant seulement de Pl) telle que ||f plfHEl — ; Zz,y voisins dans X; (I>_
F)I%. U
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