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Le but de cet article est d’appliquer les méthodes de |[GL10] aux ¢/&-
modules de Breuil et Kisin (voir [Bre97a, Bre97b, Bre9d8, Bre99a, Bre99b,
Bre02, Kis05]). On démontre ainsi un léger renforcement du corollaire 1.3.15
de [Kis05], sans utiliser les résultats de Kedlaya [Ked04, Ked05|. Le corol-
laire 1.3.15 de [Kis05| est un étape essentielle de la nouvelle démonstration
du théoréme “faiblement admissible implique admissible” de Colmez et Fon-
taine [CF00] que Kisin a donnée dans |Kis05]. En insérant dans [Kis05] notre
preuve du corollaire 1.3.15 on obtient donc une démonstration relativement
élémentaire du théoréme “faiblement admissible implique admissible”.

En revanche les méthodes employées ici ne s’appliquent pas aux (¢, I')-
modules (voir [Fon90, Berg02, Berg04a, Berg04b, KR09|), pour lesquels le
relévement du Frobenius n’est plus u +— uP. De facon plus précise il semble
que l'on ne puisse pas retrouver avec notre méthode les résultats de [KR09|
(qui sont pourtant assez paralléles a ceux de [Kis05] et utilisent les résultats
de Kedlaya de la méme fagon).

La théorie des ¢/&-modules de Breuil et Kisin est Z,-linéaire. Dans le
dernier paragraphe nous indiquerons un cadre général ou Z,, est remplacé par
I'anneau des entiers d'un corps local non archimédien Op. Les ¢ /&-modules
en ce sens géneéralisé sont exactement les chtoucas locaux [GL10| lorsque Op
est d’égales caractéristiques. Ce cadre plus général unifie une partie de [GL10]
et le présent article (a I'exception du premier paragraphe), a des variantes
de notations pres.

Soit k un corps parfait contenant IF,,. On note W = W (k). On posséde un
morphisme de Frobenius Z,-linéaire ¢ : W — W qui reléve I'endomorphisme

x — xP de k. On note Ky = FraclW = W[%] On note & = W/[u]]. On note
¢ : & — 6 le morphisme égal & ¢ sur W et envoyant u sur u?. Si M est
un module sur un anneau A muni de ¢ : A — A (qui sera égal & W ou &

ou & un localisé d'un de ces anneaux) on note ¥M = M ®4, A. Ce module



¢ M est noté o*(M) dans [Kis05] et "M dans [GL10]. Si f : M — M’ est un
morphisme de A-modules on note ¥f = f® 1 et si x est un élément de M on
note Yr = ® 1.

Soit K une extension totalement ramifiée de Ky = W[%], e = [K : K
I'indice de ramification de K sur Ky, mg une uniformisante de K, et E le
polynéme minimal de 7x sur Ky, qui est un polynéome d’Eisenstein. On a
donc E = u® + ce_1u®t + ... + ¢y, avec ce_1,...,c1 € pW et cg € pW*. On
notera F(0) = co.

Soit Ok l'anneau des entiers de K. Le morphisme G/FS — Ok qui
envoie u sur mx est un isomorphisme.

Définition 0.1 On appelle ¢/&-module un couple (M, pon) o M est un
S-module libre de type fini et pon : *M[5] — M[E] est un isomorphisme
de &[%]-modules. Pour s,t € Z vérifiant s < t, on dit que (9, pox) est
d’amplitude C [s,t] si on a E* 9 C pop(*OM) C E5 M.

On note Mod/“% la catégorie des p/S-modules et MOdfe,[s,t] la catégorie
des ¢ /S-modules d’amplitude C [s,t].

On note Mod76 ®z, Qp la catégorie a isogénie pres et on appelle iso-p /G-
module un objet de cette catégorie.

Remarque 0.2 La catégorie Mod/“"6 de [Kis05] n’est pas exactement la notre
mais en est la sous-catégorie pleine formée des objets d’amplitude C [0, 4o00].

Soit & le complété de 6[%] par rapport a I'idéal engendré par E. C’est un
anneau local d’uniformisante £ dont le corps résiduel est K = G[+|/ EG[+] =

1 1
R N p P
&/EG.

Définition 0.3 On appelle p-module un couple D = (D, pp) ou
— D est un Ky-espace vectoriel de dimension finie
— @p YD — D est un isomorphisme de Kg-espaces vectoriels.
St D est un Ko-espace vectoriel de dimension finie on appelle structure de

Hodge-Pink sur D un &-module libre V' qui est un réseau dans ¥ D @y, S[=].

On appelle p-module de Hodge-Pink un triplet D = (D, ¢p,Vp) ou :
— (D, pp) est un p-module,
~ Vp est une structure de Hodge-Pink sur D. R

On notera toujours Up = ¥D ®p, & qui est un réseau dans *D ®p, S[+].

On note MHP(p) la catégorie des p-modules de Hodge-Pink. Un mor-
phisme de p-modules de Hodge-Pink D' — D est un morphisme de o-modules
f tel que f(Vp) C Vp.



La terminologie “Hodge-Pink” provient du cas d’égales caractéristiques
(voir [Pin97, Pin00, GL10]). De tels objets ont été introduits par Breuil [Bre97a,
Bre97b, Bre99b, Bre02| mais toujours sous la condition de transversalité de
Griffiths (que nous rappelerons dans (2) ci-dessous).

Si D est de dimension 1, la matrice de ¢p dans une base est le produit
de p* et d’une unité. De plus on a Vp = E'Up. On note ty(D) = k et
ty(D) = —L.

Si D est de dimension r, on note det(D) = A"D, @aer(py = det(pp) et
Vaet(p) = det(Vp). Alors det(D) est un ¢-module de Hodge-Pink de dimen-
sion 1. On pose alors tx(D) = tn(det(D)) et ty(D) = ty(det(D)).

On notera ty(D) = ty(D,¢p) et ty(D) =ty(D,vp,Vp) en cas d’ambi-
guité.

Si (D, @p) est un g-module on appelle sous-¢-module un sous- Ky-espace
vectoriel D’ tel que pp(¥D’) = D', et on prend pour pp la restriction de pp
a®D'. Si D est un p-module de Hodge-Pink on munit D" d'une structure de
Hodge-Pink en posant Vpr = Vp N (YD’ @k, &[3]).

Définition 0.4 Un @-module de Hodge-Pink D est dit faiblement admissible
sity (D) =tn(D) et pour tout sous-p-module D' on a ty(D'") < ty(D').

Remarque 0.5 Soit D faiblement admissible. Pour tout p-module de Hodge-
Pink (D', op, V) et tout morphisme injectif f : D' — D de p-modules de
Hodge-Pink, on a Vpy C Vp N (?D' Q, S[£]) et donc ty(D') < tn(D').

On va construire un foncteur de Dieudonné Dy, : Mod“/o6 ®z, Qp —
MHP(p) et notre résultat principal sera le théoréme suivant.

Théoréme 0.6 Le foncteur Dy, est pleinement fidéle et son image essen-
tielle est constituée exactement des p-modules de Hodge-Pink faiblement ad-
misstbles.

On appellera admissibles les objets de I'image essentielle de ce foncteur.
La partie difficile de ce théoréme est bien sir 'implication “faiblement ad-
missible implique admissible”. Le théoréeme 0.6 sera démontré dans le para-
graphe 4 (en utilisant les résultats des paragraphes 2 et 3).

Le théoréme 0.6 est un léger renforcement du corollaire 1.3.15 de [Kis05|
car on verra dans le premier paragraphe que I’énoncé de Kisin équivaut au
cas particulier du théoréeme 0.6 ou les structures de Hodge-Pink vérifient
la, condition de transversalité de Griffiths (rappelée dans (2) ci-dessous). Il
est trés probable que les arguments du premier paragraphe de [Kis05] (qui
reposent de fagon essentielle sur les résultats de Kedlaya) permettent aussi



de montrer notre théoréme 0.6. L’avantage de la démonstration que nous
proposons ici est d’étre plus élémentaire et de ne pas nécessiter 'introduction
d’une cloture algébrique de K.

Voici le contenu de cet article.

Dans le premier paragraphe nous donnons un dictionnaire entre les (¢, N)-
modules filtrés au sens de Fontaine et les p-modules de Hodge-Pink vérifiant
la condition de transversalité de Griffiths (rappelée dans (2) ci-dessous). Les
propriétés de faible admissibilité se correspondent de part et d’autre. Ceci
fait du corollaire 1.3.15 de [Kis05| une conséquence du théoréme 0.6.

Dans le paragraphe 2 nous introduisons la notion de pseudo-iso-p/&-
module et nous montrons qu’elle est équivalente a la notion plus restrictive
d’iso-p/S-module.

Dans le paragraphe 3 nous construisons un foncteur de Dieudonné de la
catégorie des pseudo-iso-¢/S-modules vers celle des ¢p-modules de Hodge-
Pink. Nous montrons de plus qu’il est pleinement fidéle, que son image es-
sentielle est formée d’objets faiblement admissibles et qu’elle est stable par
extension.

Dans le paragraphe 4 nous achevons la démonstration du théoréeme 0.6,
qui est notre résultat principal.

Dans le paragraphe 5 nous développons une théorie entiére : par des
arguments trés proches de ceux de la démonstration du théoréme 0.6, nous
redémontrons un résultat de Caruso et Liu (le théoréme 2.2.1 de [CL09]).

Enfin le dernier paragraphe introduit un cadre général ou Z, est remplacé
par I'anneau des entiers d’un corps local non archimédien.

Cet article est essentiellement une transcription de |[GL10], aux change-
ments de notations prés. Au prix de certaines répétitions, nous avons fait en
sorte que le lecteur n’ait pas besoin de se reférer a [GL10].

Nous remercions Laurent Fargues pour des observations qui ont été dé-
terminantes pour cet article. Nous remercions également Laurent Berger,
Christophe Breuil, Olivier Brinon, Xavier Caruso, Pierre Colmez, Jean-Marc
Fontaine, Mark Kisin et Ariane Mézard pour des discussions tres utiles et
leurs encouragements a écrire cet article.

Dans cet article on notera souvent f au lieu de f ® 1. Si A est anneau,
M,.(A) désignera 'anneau des matrices de taille r x r & coefficients dans A.

1 Transversalité de Griffiths

Le but de ce paragraphe est de montrer que le théoreme 0.6 implique le
corollaire 1.3.15 de [Kis05].

La définition ci-dessous est due a Fontaine [Fon94b].



Définition 1.1 On appelle (p, N)-module filtré un quadruplet
D = (D, ¢p,Np, (Fi'Dk)) ot

— (D, ¢p) est un @-module,
— Np : D — D est une application Ky-linéaire vérifiant

Npyp = ppp?Np,

— (FiI'Dg) est une filtration décroissante de Dx = D ®g, K par des
sous-K -espaces vectoriels tels que

Fil'Dy = Dg pour 1 << 0 et Fil'Dyi =0 pour t >> 0.
On note MF (o, N) la catégorie des (¢, N)-modules filtrés.

Soit D = (D, pp, Np, (Fil'Dg)) un (¢, N)-module filtré. On définit ¢ 5 (D)
comme précédemment. Si D est de dimension 1, on note ty(D) 'unique
entier i tel que Fil'Dyx = Dy et Fil'™' Dg = 0. En général on note ty(D) =

Si (D, p) est un g-module on appelle sous-(¢, N)-module un sous- K-
espace vectoriel D’ tel que ¢p(¥D') = D" et Np(D') C D'. On définit alors
wpr et Np comme la restriction de ¢p & ¥D’ et de Np a D' et on munit D’
de la filtration Fil'D}. = Fil'Dg N (D' @k, K).

D’aprés [Fon94b| on a la définition suivante.

Définition 1.2 Un (o, N)-module filtré (D, op, Np, (Fil' D)) est faiblement
admissible si ty(D) = ty(D) et si pour tout sous-(p, N)-module D' on a
ty(D") < tn(D).

A toute structure de Hodge-Pink V' (c’est-a-dire un S-réseau dans ¥ D® Ko

é[%]) on peut associer la structure de Hodge (Fil'Dy);cz (c’est-a-dire une
filtration décroissante, séparée et exhaustive, de Dx = D ®g, K par des

sous- K -espaces vectoriels) définie par
P (Fil Dy ) = (Eiv N UD> / (Eiv N EUD) (1)

dans YD ®g, K = Up/EUp, pour tout i € Z.

Cette application (qui & une structure de Hodge-Pink associe une struc-
ture de Hodge) est surjective mais pas injective (sauf dans le cas minuscule).
Le lemme suivant, qui est di & Breuil (voir [Bre97a, Bre97b, Bre99b, Bre(2|),
fournit une section de cette application (dépendant de la donnée supplémen-
taire de Np)



Lemme 1.3 Soit D = (D, pp, Np, (Fil'Dg)) un (¢, N)-module filtré. Il existe
une unique structure de Hodge-Pink V' sur D qui vérifie les deux conditions
sutvantes

~ la filtration (Fil'Dg) est associée a V comme dans (1),

~ V wérifie la condition de transversalité de Griffiths relativement a la

connezion p?Np @ 1 4+ 1 ® ust sur D ®, &[], c’est-a-dire que

d
(P"Np®@1+1® u@) (V)c E7'V. (2)

Démonstration (d’aprés Breuil [Bre97b, Bre02]). La formule suivante
détermine V par récurrence. Pour i € Z assez petit on a E'V NUp = Up et
pour tout ¢ € Z on a

‘ d .
EF'VNUp={ze€Up,(p*Np®@1+1® u%)(x) € E'VNUp
et  mod EUp € ngl(FiliDK) dans Up/EUp = ?D ®k, K}. (3)

De plus V = E~%(E'"V N Up) pour i assez grand. O

On note
HP : MF(p,N)— MHP(p)

le foncteur qui a (D, pp, Np, (Fil'Dg)) € MF(p, N) associe (D, ¢p, Vp) oil
Vp est 'unique structure de Hodge-Pink qui satisfait les deux conditions (1)
et (2).

On a alors le lemme suivant.

Lemme 1.4 L’image d’un objet (D,¢p, Np, (Fil'Dg)) de MF(p,N) par
HP est faiblement admissible au sens de la définition 0.4 si et seulement si
(D, ¢p, Np, (Fil'Dg)) est faiblement admissible au sens de la définition 1.2.

Démonstration. On note (D, ¢p, Vp) I'image de (D, ¢p, Np, (Fil'Dg)) par
HP. Tl est évident que la faible admissibilité de (D, p, Vp) implique la faible
admissibilité de (D, ¢p, Np, (Fil'Dg)). En effet on a

tu(D,¢p,Vp) = tu(D,¢p, Np, (Fil'Dg)) (4)

et cette relation reste vraie pour tout sous-(¢, N)-module D’ de D.

On suppose maintenant que (D, ¢p, Np, (Fil'Dg)) est faiblement admis-
sible et on suppose par I'absurde que (D, ¢p, Vp) ne l'est pas. Il existe donc un
sous-p-module D’ dans D tel qu’en posant Vp = Vp N (YD’ Rk, é[%]) on ait
tg(D',op, Vpr) > tn(D',op). On suppose D' minimal pour cette propriété,

ce qui implique pour tout ¢-module D quotient non trivial de D', en notant
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Vi I'image de Vpr dans °D @, @[%] on a ty (D, oy, V) > tN(bl,goﬁ).
Pour tout ¢ € N on note

D) =D+ Np(D')+ ...+ N5(D').

On a D) = D’ et pour tout ¢ € N, D! est un sous-p-module de D. La
suite (D!);en est croissante et stationnaire et on note D’ sa limite, qui est
un sous-(¢, N)-module de D. On pose D’ ; = 0. Pour tout ¢ € N on note
J— Nt

D,(i) le quotient de D’ par le noyau du morphisme surjectif D' — D}/D]_,,

autrement dit ﬁ/(i) est le p-module quotient de D’ tel que

!/

_ Nt
Dy — D;/D;_,

soit un isomorphisme de Ky-espaces vectoriels. Comme Npyp = ppp?Np,
on a

in(D}/D)_,) = tn (D)) — i dim(D)). (5)

~

Pour tout i € N on note Vp, = Vp N (YD} ®k, 6[%]) et Vpyp, | limage
de Vp, dans #(D;/D;_,) ®k, @[%} On remarque que l'on a une suite exacte
0— VDg_l — VD; — VD;/Dg_l — 0 d’ou

tu(D;, 0p, Vo) = ta(Di_y, 0pr_, Vpr

i—1

) =tu(Di/Di_y,ep/p_, Voo ).
(6)

D’autre part il est évident que

tn(Dy, p;) = tn(Di_y, o) = tn(Di/Di_y, 0p1pr ) (7)
La condition (2) de transversalité de Griffiths implique que pour tout i € N,
ona Vp D (E(p‘PND ®1+1® ud%)) (Vpy), Aot Vprypr D E* $Np(Vpy),
ce qui équivaut & Vprypr D E' wNB(VEE,))- On a donc

— Lo /
tu(D;/D;_y,¢p/p:_ s Voo, ) = tu(Dy), ¥5,,0 Vo) —idim(Dg).  (8)

. — — R —
Par hypothese on a ¢y (D), YD), VE@)) > tn (D, @Ex(i)) des que D ;) est non
trivial. Il résulte alors de (5) et (8) que pour tout i € N tel que D;/D}_ est

non trivial on a

tu(D;/D;_y,0pryp_ Voo ) > tn(D;/Di_y, ¢p1pr_ ) (9)



Alors (9), (6) et (7) impliquent que

tu(Dl,opr, Vi) > tn(Dl, ¢pr,)- (10)

Comme D’ est un sous-(¢, N)-module de D (et non simplement un sous-p-
module de D), et grace a I’égalité analogue a (4) pour D._, ceci contredit la
faible admissibilité de (D, pp, Np, (Fil'Dy)). O

Grace au lemme 1.4, le théoréme 0.6 implique le corollaire 1.3.15 de [Kis05].

Voici un exemple pour illustrer les relations entre les conditions de faible
admissibilité pour les (¢, N)-modules filtrés et les p-modules de Hodge-Pink.
On considére le p-module (D, pp) donné par D = K2 et pp = Id. On notera
que l'on a forcément Np = 0. On note (ey, e3) la base canonique de KZ2. Soit
(Fil' D) la filtration définie par

Fil'Dyx = Dk, Fil’Dyg =Fil'Dg = Key, Fil’Dg =0.

Le (p, N)-module filtré (D, pp, Np, (Fil'Dg)) n’est pas faiblement admis-
sible au sens de Fontaine a cause du sous-(¢, N)-module D' = Kye;. Soit
maintenant o € K et soit V5 la structure de Hodge-Pink définie par

VS =GE '(e1 + aEey) + S Fey

de sorte que pour tout a € K, (FiliDK) est la filtration de Hodge associée
a V§ par (1). Alors le p-module de Hodge-Pink (D, ¢p, V) est faiblement
admissible si et seulement si & # 0. On remarque aussi que V}y vérifie la
condition de transversalité de Griffiths si et seulement si o = 0.

2 Pseudo-iso-¢/G-modules

Définition 2.1 Pour s,t € Z vérifiant s < t, on appelle pseudo-iso-p/S-
module d’amplitude C [s,t] un couple (M, x) ot N est un 6[%]—m0dule libre
de type fini et po ‘P‘ﬁ[%] — N[3] est un isomorphisme vérifiant la condition
(PIM) : pour un (ou pour tout) &-module libre M muni d’un isomorphisme
fm[%] =N, il existe une constante C, telle que pour tout n € N*,

P’ pm € p OB ..o" ! (E) Home(F"M, M)
et (pafom. " om) Tt € p OB " Y (E) "Home (9, 7).

On note PIModf6 la catégorie des pseudo-iso-p/&-modules.



Proposition 2.2 Le foncteur évident (I, pon) — (zm[%], wom ® 1) de la ca-
tégorie Modf6 ®z, Q, des iso-p/&-modules dans la catégorie PIModf6 des

pseudo-iso-p/S-modules est une équivalence de catégories.

Démonstration. Seule ’essentielle surjectivité doit étre démontrée. Soient
s,t € Z. 1l s’agit d’établir qu'un pseudo-iso-p/&-module N d’amplitude C
[s,t] est associé & un ¢/G-module M d’amplitude C [s,?] (évidemment
non unique, mais unique a isogénie prés). On note Og le complété de 6[%]
pour la topologie p-adique. C’est un anneau de valuation discréte complet
d’uniformisante p dont le corps résiduel s’identifie a k((u)). On note £ =
Og[%] son corps des fractions. Par le lemme 2.3 ci-dessous il suffit de trouver
un Og-réseau V dans le £-espace vectoriel N ®6[%] &, qui soit préservé par
P DgL, 1) Ide (c’est-a-dire pn D) Idg(¢V) = V). En effet si 9 est le
GS-module libre associé a M et V' comme dans le lemme 2.3, on a pon(¥90) C
E*9 et g (IM) C B M car ESG[Z—l)] NOg = E°S (et de méme avec —t).

Montrons maintenant 1’existence de V. Soit Vi n’importe quel Og-réseau
de M Deld) E. D’apreés la condition (PIM) de la définition 2.1 il existe C' tel

que pour tout n € N I'image de ¥"V; par gpmvgpm.“w"—l(pm est comprise entre
pCVi et p~©V;4. On pose alors

V= () exfen. wa(*N).

keNneNn>k

Il est clair que V' est un Og-réseau de N® g1/, qui est préservé par PP L 1]
P ’p
Ide. 0J

Lemme 2.3 a) Soit 9 un GE]—module libre de rang r, V un Og-module
libre de rang r et a : N ®6[%} & =V ®p, £ un isomorphisme de E-espaces
vectoriels. Alors il existe un unique triplet (I, 3,7), ot M est un S-module
libre de rang r, f: M Qg 6[%] — N est un isomorphisme de 6[1%]-m0dules
libres, v : M ®g O — V' est un isomorphisme de Og-modules libres, et
ao(f®1l)=7®1.

b) Soient M et M’ des &-modules libres de type fini, et

g € Homeyy (M 0 B[, 9 9 6 )
et h € Homp, (M @ O, M @ Of)
tels que g® 1 et h ® 1 coincident dans
Home (M ®@e £, M ®s E).

Alors il existe un unique morphisme f : 9 — M tel que g = fR 1 et
h=f®l.



Démonstration. Partant d'un G-module libre 9y de rang r, muni d'un
isomorphisme My s 6[}17] ~ M, il s’agit de le modifier au point générique
du diviseur p = 0. On peut se limiter a traiter le cas d’'une modification
élémentaire supérieure, c’est-a-dire que l'on suppose

m() R Og cVcC p_li)ﬁo R Og

avec V/My @ Og un k((u))-espace vectoriel de dimension 1 et on doit mon-
trer que p~'My NV est un G-module libre de rang r. D’abord V/My @e Of
est une droite du k((u))-espace vectoriel (p~'9o/Mo) gy k((w)). 11 est
évident que l'intersection de k[[u]]" avec une droite de k((u))" est un sous-
module libre de rang 1 facteur direct de k[[u]]" : il est engendré par un
générateur de cette droite dont le minimum des valuations des coordonnées
est nul. Donc il existe une base ey, ..., e, du k[[u]]-module libre p~'90%, /90,
telle que k((u))e; = V/My @g Of. Soit f1, .., f une base du &-module libre
My telle que p~Lf; mod My = ¢; pour i = 1,...,7. Alors (p~Lf1, fo, ..., fr) est
une base du G-module p~'9M NV et celui-ci est donc libre de rang r. OJ

Remarque 2.4 Le lemme 2.3 résulte aussi du fait que tout module de type

fini réflexif sur un anneau local régulier de dimension 2 est libre (lemme 6
de [Ser59]).

3 Construction du foncteur de Dieudonné

Soit A = Kjy|[u]] le complété de 6[%] pour la topologie u-adique. Cet
anneau fourre-tout contient plusieurs anneaux que nous introduirons ensuite
et les inclusions et intersections de ces anneaux auront lieu dans A.

On note O le sous-anneau de A formé des élements qui, considérés comme
fonctions de la variable u, convergent sur le disque ouvert de rayon 1. Pour
décrire O de fagon plus explicite on a besoin d’introduire une norme ultra-

métrique |.| sur Q,, que I'on étend de fagon évidente a Ky puis a K. Le choix

1
€.

de |p| €]0, 1] est arbitraire mais on a bien str |7Tx| = |p

Pour r €]0,1[ et z =) z,u" € A = Ko[[u]] on pose

225 — sup |2, |r™ € [—o0, +00].
neN

|z

Pour z,y € A\ {0} on a |xy[Maif = |g|naif]y naif,
On a alors "
O = {z € A,Vr €]0,1[, |z|" < 400}

et pour r €]0, 1] on note |.|, la restriction de |.|? & O.
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On munit O de la topologie telle que les parties
{JJ €0, |x’7‘ < 5}

pour r €0, 1] et ¢ € R* forment une base de voisinage de 0.
On a les inclusions 6[%} CcCOCA

On introduit
A= H © ( ) €.

Comme A = 1 modulo u, A\ est une unité dans A, donc A n’est pas diviseur
de 0 dans O. On note d’ailleurs que A est inversible dans 6[[“?]] C A. On

¢tend ||, & O[3] en posant [#A™"|, = |z],|A[;™. On note que |.|, n’est pas la
restriction de [.[2%" a O[] C A, d’on Padjectif “naif”. Pour la suite on note

que

[EQ)], = lpl, = Ip| = [7x[%, [¢™(B)], = max(|mg |, "),
0 ,r,pm e
Al = TT max (1, (—) ) 11
=1 - (1)
et qu’en particulier

0™ (B e = Ip|”"" pour m < n, " (E)|zpepp—n = | pour m > n,
—1 —n)_p

Lemme 3.1 L’anneau O est complet vis-a-vis des normes |.|,. En d’autres
termes, si (Yn)nen est une suite d’éléments de O telle que pour tout r €]0, 1]
la suite |y, — Yni1|r tend vers 0, alors la suite (y,) converge dans O vers une
limite y et pour tout r €]0,1[, |y|, = lim, o0 |Yn |- O

Pour tout n € N on note &, le complété de 6[%] par rapport a l'idéal
engendré par ¢"(E). C’est un anneau local d’uniformisante ¢"(F). En effet
¢"(E) est un élément irréductible de & car c¢’est un polynéme d’Eisenstein.
On note que QASO S et que p : & — & s’étend en des morphismes continus
$:6, -G etp: 6, l=m) — 6n+1[T(E)]

Lemme 3.2 Pour toutn € N, Idg s’étend de fagon unique en un morphisme
O — 6, tel que pour tout k € N* le morphisme

~ ~ 1
O — 6,/¢"(E)'6, = (G/w”(E)kG)[a]

qui s’en déduit est continu lorsque [’on munit [’espace d’arrivée de la topologie
“u-adique” pour laquelle les voisinages de 0 sont les u™(& /" (E)¢&). O
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Lemme 3.3 Soit x € (’)[%], tel que pour tout n € N, ["image de x dans

é”[w;(E)] appartienne a S,. Alors x appartient a O. O
Lemme 3.4 Soit x € O. On suppose qu’il existe C € R tel que |x|, < C
pour tout r €]0, 1[. Alors x appartient a 6[%].

Démonstration. On écrit x = ) x,u”™ avec x, € K. Soit n € N. On a
|z,| < Cr~™ pour tout r €]0,1[, d’on |z,| < C. O
Soit (M, p,) un pseudo-iso-¢/S-module. Nous allons construire son image
par Di,, qui est un ¢-module de Hodge-Pink D = (D, ¢p, Vp), c’est-a-dire
un KO -espace vectoriel D muni d’un isomorphisme de Ky-espaces vectoriels
:¢D — D, et d'un S-réseau Vp dans ¥D Rk, 6[ ].
On remarque d’abord que

1 1 11 11
6[1—9]/“5[1—9] = 6[57 E]/UG[]? E] = Kp.

Soit (D, ¢p) le p-module défini par

Dz‘ﬁ@e[%} Ko =9/uM et pp = pox mod w. (13)

Lemme 3.5 II existe un unique morphisme £ de (’)[i]—modules congru a 1
modulo u de D ®g, O[5] vers M@y O3] vérifiant
p

§lpp @ 1) = (pn ® 1)7€. (14)

De plus c’est un isomorphisme de O[%]-modules et il dépend fonctoriellement

de (m7 Sp‘ﬁ)

Démonstration. L’unicité de £ est évidente car (14) détermine £ modulo
uP ub” . et O[3] C A est une inclusion.

Montrons 'existence. Soit s¢ € Homg[%](D O Ky 6[%], M) égal & 1 modulo
u. On choisit aussi un W-réseau A de D et un G-module libre 9t avec un
isomorphisme sm[zl)] =M.

On pose alors

1 1
€= nkrfm s, dans HomG[ (D ®r 6[1—?],‘)‘{) PelL) O[X]

N n— n n—1 1 1
ou s, = px...” Sﬂmw $0”  ¥p %D

1 1 1
H 1 — — ey ————<|.
€ OmG[;](D XK, 6[p]7m>[Ea ) QOn_1<E)]
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Cette limite existe pour la raison suivante. Soit C' € N* tel que

Y € p’CE’CHomg(‘pim, m), gol’)l € p’CHomW(A,‘PA) (15)
et so € p “Homg(A @w &, M). (16)

Alors
(Snt1— Sn) € p*C(Q"Jrg)E*C...@"(E)*Cuanomg(A Ry S, M)
donc \%(s,11 — s,) € p~ GGt p" (WH/\)CHom@(A Rw S,M)

et donc

6pn+1

A (sn1 — $0) € p OO Home (A @y &, M) @6 S[[—]].

Le lemme 3.1 montre que la suite A®s,, converge dans Homg(A®w &, M) ®e
O. Donc ¢ appartient a Home[%](D Rk, 6[%], N) Beld) A=¢0. Ceci termine
la démonstration de l’existence de &.

De la méme fagon, on choisit s, € Homg[%](‘ﬁ,D ®K, 6[3]) égal a 1
modulo u, on pose & = lim,, o0 ©p...7" ©p?"sh?" oyl...o5' et on montre
que & appartient & HomG[%}(‘ﬁ, D ®k, 6[%]) BefL) O[3]. Une adaptation de
Pargument d’unicité de & montre que £’ = 1 et £&& = 1, donc £ est un
isomorphisme. Il

Remarque 3.6 C’est le lemme 1.2.6 de [Kis05]. La démonstration précé-
dente est exactement la méme que celle donnée dans [Kis05]. Elle est aussi
paralléle a celle du lemme 7.4 de [GL10] (la transcription est détaillée dans
le dernier paragraphe).

Remarque 3.7 Dans le cadre des (p,I")-modules apparaissent d’autres re-
levements de ¢ de W a &, qui sont donnés par

s uP 4+ hy, uPt + .+ hyu avec h; € pW, (17)

au liew de u +— uP. On renvoie & [KR09] pour une situation proche de la
notre. Pour un tel relevement de ¢ la suite s, de la démonstration précédente
ne converge pas nécessairement (sauf évidemment en rang 1). D’ailleurs la
démonstration du lemme 2.2.2 de [KR09] est de nature différente, car elle
utilise la connexion induite par l'action de I'. En fait ’analogue brutal du
lemme 3.5 est faur dans le cadre de [KR09], comme le montre l'exemple
suivant. On prend E(u) = % et le relevement de ¢ de W a & donné

13



paru— (14u)?—1. On prend N = 6[%]2 et pm = (é 2) avec ¥ € u+u*S.

Par fonctorialité € devrait étre de la forme <(1) Z;\) avec y € uO[%] et d’apres
(14), y devrait vérifier

y—p o(y) =p Az (18)

On écrity =Y 0~ ypu™. Alors o(y) = > 7 | Un <(1—i—u)p—1) = py1u mod u?.
Donc y—p~to(y) est divisible par u* alors que p~'¥\x est congru a p~'u mo-
dulo u?, donc (18) ne peut étre satisfaite. En fait en revenant au cadre général
du lemme précédent, mais avec un relévement de ¢ comme dans (17), l’obs-
truction a ’existence de & vérifiant (14) réside toujours modulo une puissance
finie de u. En effet on peut montrer que si C' est comme dans (15), et si sg
vérifie so(op @ 1) = (pm @ 1)¥sy modulo w3°TL, alors la suite s, converge
dans )\_CHomG[%}(D Sk, 6[%], N) Deld) O et sa limite £ vérifie (14).

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink Vp sur D et
terminer ainsi la construction de Djg,.

Définition 3.8 Le foncteur Dy, envoie (N, o) sur (D, vp, Vp), ou D et pp
sont définis par (13), et ou la structure de Hodge-Pink Vp est le &-réseau de
?D @, S[g| défini par

Vo =(pp ®1) (€' (N Be1) 6)) =% ((pm® 1) (N Bgp2) 6)). (19)
On va montrer que le foncteur Dy, est pleinement fidéle en construisant
un foncteur quasi-inverse sur son image. Autrement dit on va montrer que
Vp détermine de maniére unique £71(M) C D ®k, O[%], et par conséquent
détermine le couple (M, ) & un unique isomorphisme pres.
Soit M Pensemble des x € D K, O3], tels que
— pour tout n € N, I'image de x dans D ®g, én[

¢p..#op? Vp,
— il existe une constante C' € R telle que pour tout n € N,

1
" (E)

| appartienne a

n—1

(@D pp) el g < O (20)

On précise que ?'Vp est un én—réseau de ¢""'D K, én[ﬁ] et donc

©p...*"pp?"Vp est un én—réseau de D ®k, é”[w;(E)]
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Pour donner un sens & (20) il faut choisir un W-réseau A de D : dans

at
une base de ¥"A sur W on écrit ((pD...‘Pn_lgpp)‘lx = | : | avecy; € (9[%]
Yr
n—1 _
on pose |(¢p--#" wp) 2 - = max(yil s s Vel pn ). Comme
POl oo = [P[|0] = POUT tout b € Ol[5], si on change A la derniere

condition reste vraie pour une autre constante C', donc la définition de M ne

dépend pas du choix de A. On vérifie facilement que (pp®1)(#9[L]) = N[L].

Proposition 3.9 On a &1(N) = N.

Démonstration. On suppose (M, ¢q) d’amplitude C [s,t]. On fixe un &-
module libre 9t muni d’un isomorphisme 9 = E)ﬁ[]%] et une constante Cj telle
que la condition (PIM) de la définition 2.1 soit satisfaite (avec Cj au lieu de
(). On fixe aussi un réseau A de D. Grace a A et 9 toutes les normes
qui vont suivre seront bien définies. On choisit des bases de 91 et de A. Ce
sont donc aussi des bases de M et de D. On va appliquer les lemmes 3.3
et 3.4 aux cordonnées d’'un élément de £(M). En effet (M) est formé des
yen Bes) O[3] tels que

~ (C1) pour tout n € N, I'image de y dans M@ ]6 15

a &(ep..#"op?Vp),
— (C2) il existe C' € R telle que pour tout n € N,

n—1 _ _
[(op-#" o) T Y o < C

o E)] appartienne

On a
E(op-"op? Vi) = E(pp..#" pp? € (PN ety &,))
= o " (PN Bl G,) =N ®ei2) Sn

car oo, ..., ?" oo sont inversibles a coefficients dans én D’aprés le lemme 3.3
la condition (C1) équivaut donc & y € M @g1; O.
p

Comme “’n_lgpgl...cp]gl{*ly = “’nfflg"n_lgogtl...go;tly la condition (C2) équi-
vaut a 'existence de C' € R tel que pour tout n € N,

n—1

& me P y||7r pn < C.

Il existe C; € N tel que les coefficients de & et ¢! appartiennent a
pOS([L]], dion [E],, pn < p|O et [P < [p] O

y
|7 [P

n._ n—1 _1 —1
P67 om0 Yl e

|¢n 1 —1

et donc |p|“* <
Por Py y||ﬂK|p—n

< |p|=“".
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Enfin, grace a (12) la condition (PIM) donne I’encadrement suivant :

1 - o= o
p~ 4. +p ”)+Co.’y||7rK|p_n < |4pn Q0m1~-80m1y||7rK\P_”

n)fCO ’yhﬂ_K'p—n .

Ip|
< ’p’ft(p*1+...+p*

On voit alors que la condition (C2) équivaut a l'existence de C' € R tel que
pour tout n € N, |y|_ ,-» < C.
La condition (C1) équivaut a y € N g1y O. Sous cette hypothese, grace

au lemme 3.4, la condition (C2) équivaut a y € N, ce qui termine la démons-
tration de la proposition 3.9. O

Proposition 3.10 Le foncteur Dy, est pleinement fidéle.

Démonstration Cela résulte immédiatement de la proposition 3.9. 0

On note que la proposition 3.9 construit explicitement un quasi-inverse
du foncteur Dy, sur son image essentielle. On appellera admissibles les objets
de son image essentielle.

La proposition suivante est I'implication “admissible implique faiblement
admissible”.

Proposition 3.11 L’image du foncteur Di, est contenue dans la sous-catégorie
pleine des p-modules de Hodge-Pink faiblement admissibles.

Soit (M, pm) un pseudo-iso-p/S-module et (D, pp, Vp) le p-module de
Hodge-Pink qui est son image par Djg,.

Lemme 3.12 Pour tout G-réseau M dans N et pour tout W -réseau A dans
D, il existe une constante C' telle que pour tout entier n € N, on a

n—1 _ _
[(ep?¢p-¢" ) pm SO (21)
n—1
et |[&(epPep.." SOD)||7FK\p*" <C. (22)

Démonstration. On suppose (M, pon) d’amplitude C [s,t]. D’aprés la condi-
tion (PIM) il existe C' € N tel que pour tout n € N,

P’ oot om € p O E*..0" 7 (E) Home(*"M, M)
et (pnfom..? px)t € p CE . " (E) "Home (M, £M).
D’aprés (12), pour tout n € N,

nt - S n— S —_ s(p~14... —n
[pn?pm.. " pml o < P CES..o"H(E) e = 1P| Cs(p™ +.4p™™)
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et
n—1 _ _ _ n— _
(o o) g < PTOET " E)
_ |p|—C—t(p*1+-.-+p7").
Or
n—1 _ _ n, n—1 _
(epfep.." op) T =" Honfom..f pm)
n—1 n—1 n
§(ep?ep¥ ¢p) = (enfpm...t pm)?E

et d’autre part |‘pn§\|7rK|p7n = |&|jxg| et ]“’nﬁ_lhﬂk‘pw =& Y jagel-

Le lemme 3.12 est démontré. O

Démonstration de la proposition 3.11. Pour tout entier [, A/(91) est
un pseudo-iso-¢/&-module et le p-module de Hodge-Pink associé est AY(D).
En prenant [ égal au rang de 91, on voit qu’il existe un entier t € Z et
a € (6[%])X tels que paioy = E'a dans une base de AY(91). On a bien sfir
Vi) = E~"Upipy donc tg(D) = t. Par la condition (PIM), il existe C' tel
que pour tout n € N, ap(a)...o" (a) et son inverse appartiennent a p~¢&.
On en déduit a € &* et donc tx(D) = t. Donc on a bien ty(D) = tn(D).

Supposons par ’absurde que D n’est pas faiblement admissible. Il existe
alors un sous-p-module D’ de D tel que ty(D’) > ty(D'). En remplacant 91
par AY(D1), ot [ est la dimension de D', on se raméne & la situation ot D’ est
de dimension 1. Pour toute base (e, ..., e,) de M sur 6[%], on note (f1,..., fr)
la base de D sur K, obtenue par réduction modulo u. On a K, C G[%]
et GL.(Ky) C GLT(G[%]), donc on peut choisir la base (ey, ..., e,) telle que
D' = Kyf;. Notons j = ty(D’) de sorte que op(fi) = ap’ fi avec a € W*.
On suppose par 'absurde que ty (D) > ty(D’), c’est-a-dire

E-Ut9D @4 & C (pp @ 1) (T (M ®e 6))

ou encore, de facon équivalente, f; € Fi+1¢ (N ®g &). Comme & = (oo ®
1)?¢(pp ® 1)7!, comme pg induit un isomorphisme de ¥N ®g &,, dans
N ®s 6, pour tout m > 0, et comme D’ est stable par ¢p, on voit que

~

£(f)) appartient a ™ (E)Y (N Det) S,,) pour tout m € N. (23)

On note £(f1)1 le premier coefficient de £(f;) dans la base (eq,...,e.). On a
alors

— A7UFDE(f))1 est congru & 1 modulo u,

— AUHDE(f)) € O d’aprés (23) et grace au lemme 3.3,
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— pour tout entier n € N*, [£(fi)1], p—n < Clp|=", grace a (22) et au
fait que

n—1

a)p™ fi

< C'|p|™ grace a (12), pour une autre

n—

opfep..? 1<,DD“""f1 = (a*a...”
et donc [A\"UTDE(F),
constante C”.

Or ces propriétés sont contradictoires car O ne contient aucun élément
ayant de telles propriétés, car tout « € O congru a 1 modulo u vérifie |z|, > 1
pour tout r €]0, 1[. La proposition 3.11 est démontrée. O

||7FK\p_"

Nous allons énoncer une proposition qui permettra dans le paragraphe
suivant une réduction de la preuve de “faiblement admissible implique ad-
missible” aux objets irréductibles.

Une suite exacte courte dans la catégorie des ¢-modules de Hodge-Pink
est une suite exacte 0 — D' — D — D" — 0 dans la catégorie des ¢-modules
telle que Vpr soit Pimage de Vp dans D” @, &[5] et Vp I'intersection de
Vp avec D' ®, é[%] Le foncteur D, transforme les suites exactes en suites
exactes.

Proposition 3.13 Une extension de deux p-modules de Hodge-Pink admis-
sibles est admaissible.

Début de la démonstration de la prop051t10n 3.13. Soient (M, pgv)
et (N, po) des pseudo-iso-p/S-modules, et (D', ¢, V) et (D", ppr, Vpr)
leurs images par Dig,. Soit D = (D, ¢p, VD) une extension de (D", ppr, Vpr)
par (D', ¢, Vpr). On doit montrer que D provient d’'une extension (M, pn)
de (N, o) par (M, pov).

On se raméne a montrer la proposition 3.13 dans le cas ou (D", ppr, Vpnr)
est trivial (on indiquera dans la remarque 3.16 comment le lecteur qui le
souhaiterait peut traiter directement le cas général, au prix de notations plus
compliquées). En effet la catégorie des pseudo-iso-¢/S-modules et celle des
p-modules de Hodge-Pink possédent des opérations produit tensoriel et dual.
Par exemple le dual de (M, pgr) est (N, Log) ot Lpgn + M — PN est
le transposé de pgyr. Le produit tensoriel de (M, por) et du dual de (N, o)
est (M @ N, pov ® Log) et il est équivalent de se donner une extension de
(6[%], Id) par cet objet ou une extension de (9, pov) par (I, parr). On est
donc ramené a montrer la proposition 3.13 dans le cas ot (D", ¢pr, Vpr) est
trivial, c’est-a-dire

D' =Ky, ¢pr=1d et Vpr=6.

On fixe un isomorphisme de Ky-espaces vectoriels D = D' & Ky. On a

’ Y . o~
alors pp = (90(1)3 1) pour un certain Y € D’ et Vp est un G-réseau de
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D ®k, é[%] qui est une extension de & par V. Il existe T € ?D’' @, @[%]

tel que
~ 1 ~ 1 ~ 1
T,1)e¥D’ — —|=%D —
( ) )G ®Ko G[E] G[E] ®K0 G[E]
appartienne & Vp et T" est unique modulo Vpr. En d’autres termes Vp est
déterminé par un élément 7' € *D’' ®, &[]/ V.

On pose N =N & 6[1%] comme 6[%]—m0dule. Soit X, € M[4] égal &Y
modulo u. On pose py = 3081 %o ;_ X , avec X € uM'[4] arbitraire (nous

choisirons ensuite X tel que la structure de Hodge-Pink associée & ¢y soit
Vb).

Lemme 3.14 Avec les notations précédentes (M, px) est un pseudo-iso-p/S-
module.

Démonstration. La condition (PIM) de la définition 2.1 est vérifiée car
dans le produit cpm@gpm...‘p%l@m le terme non diagonal apparait 0 ou 1 fois,
donc n’ajoute pas de dénominateur en p d’ordre plus grand qu’une constante
indépendante de n, et il en va de méme pour ‘P"_lgpgtl...‘f’gogtl gogtl. 0

Fin de la démonstration de la proposition 3.13. On va montrer qu’on
peut choisir X de sorte que si

1 1
§: D ®k, O[x] — NOg O[x]

est 'unique morphisme congru & 1 modulo w vérifiant

E(ep ®@1) = (pn® 1)?¢  alors
1, ~ 1 ~ ~. 1
€ (o (M el 6)) = ¢p' (7'M el S)) C¥D @k, G[E]
soit ’extension Vp de S par Vpr qui est donnée au départ (et qui est une
!
extension absolument arbitraire). On a £ = (% ) pour un certain

1
ZeN® (9[1] cN® @[1]
st Ol5 st Sl

) (g7 T DN L,
dépendant de X. Comme £~ = 0 | , il s’agit de montrer que

on peut trouver X tel que — @, (&' (Z)) € YD’ @, é[%] soit égal a T
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modulo V. Cela est équivalent & la condition suivante :

1 N
Zen De) G[E] est égal modulo N’ D1y G a

o (PE(1) = ~€e (1)) € W ogy) (B[ 11/8).

!
Calculons Z en fonction de X. Comme & = (% f) vérifie

(7))

on obtient I’équation
Z = —gl(Y) =+ XO + X + (,Ocﬁ/L’DZ.

On a donc
2
Z = Z() —|— (X + QO(ﬁ/(pX —l— gpm/sogpm/(‘pX + )

ou Zy correspond & X = 0 et ot la somme dans le membre de droite converge
au sens suivant : si C est tel que pgy € E-“Hom (¥, N) et X € ze U, la
série A9 (X + pq? X + O P o X + ..) converge dans N ®g1; O. Grace au
lemme 3.2 la proposition 3.13 résulte alors du lemme suivant p(avec ¢ égal a
la matrice de gy dans une base de 97'). O

Lemme 3.15 Soit C € N* et ¢ € p"“E~“M,(&). Alors I’application

U 1

T 1 =r /=T

qui a X associe X + ¢p¥ X + gb“”(ﬁ@QX + ... est surjective.

Démonstration. On rappelle que E = u® + co_ju"' + ... + ¢y avec ¢; € pW
pour i € {1,....,e — 1} et ¢ = E(0) € pW*. On a

¢ E o
u—:a+— avec a:—(c—0+...+c—1u6_1) eW* +ub C &%,
p b p p

Donc % est un élément inversible de 6/EG.
On en déduit que “Tfe appartient &4 6/E°G C 6[%]/ECG[%] : la formule
pour cet élément est

uC’e

v a(u(c_l)e 4y ulC2eg 4y Ec—l) € 6/ECS.
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On en déduit aussi qu’il existe un élément noté par abus ’;—i € G/ECGS tel

que u”;—f = pY dans G/EYG : la formule pour cet élément est

c
v _ a'p Tt —a Y PE 4 L+ (-1) BT € G/EYS.

ue
L’espace d’arrivée E%éT / S" est muni de la topologie “u-adique” telle
qu’une base de voisinage de 0 soit formée par les uk(E—lcYGT / 6") (comme
dans le lemme 3.2). L’existence des éléments “Tfe et ’;—f dans 6/FE“& montre

qu'une base de voisinage de 0 est donnée aussi par les p* (%GT / 6’“). On en
déduit aussi que

'L[,k 1 T T 1 AT AT’
pour tout k€N, ona UF(ﬁG /G)ZWG /G". (24)
IeN

On écrit 0 =Y 2 0; ou

U Loyr I =~ =, Lo i—1 i
g; : (ﬁG[Z—?]) — EG /6" est défini par 6;(X) = ¢¥¢..0 ¢ X.
En particulier 65(X) = X.
Soient k > C? et [ € N. On a

uek , uek 1 . .
80((pl—ECG) ) = F(FG /6 > (25)
ek e(p'k—2iC?)
et, pour ¢ > 0, 9&(%(@”) C %(%Gr/@”). (26)

On doit montrer (26). Soit i > 0. Comme ¢ € p"“E~M,(S) on a

uek , 1 uepik 1 . .
(7)) € e g (e /)

Comme %}E) € &~ pour tout m € N* et comme % appartient & 6/E°&
on en déduit (26). Comme k > C? on a

inf p'k — 2iC? = pk — 2C?

ieN*
et on déduit de (26) que

uek: ue(pk—QCQ)

r 1 r r
(6~ 0)((-75c8)") © T<ﬁ6 /6 ) (27)
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Comme k > C? on a e(pk — 2C?) > ek. On déduit donc de (25) et (27) que
pour tout k > C? et [l € Non a

ek ek

9((pf‘EC &) = I;l (%GT/G’“). (28)

En fixant k, en faisant varier [ et en utilisant (24) on termine alors la dé-
monstration du lemme 3.15. O]

Remarque 3.16 On peut adapter la démonstration précédente au cas géné-
ral ow l'on ne suppose pas (D", ppr, Vpr) trivial, en prenant Y € D' @ D",
X € UV @N""[£], et en appliquant le lemme 5.15 & la matrice de ooy @ ooy
dans une base de M @ N"*.

4 Faiblement admissible implique admissible

Le but de ce paragraphe est d’achever la démonstration du théoréme 0.6,
en d’autres termes de montrer que le foncteur Dy, de la catégorie des pseudo-
iso-¢/G-modules dans la catégorie M H P(¢) s, des ¢-modules de Hodge-Pink
faiblement admissibles est essentiellement surjectif.

On note M H P(p), 'image essentielle de Dyg,, et on appelle p-modules de
Hodge-Pink admissibles les objets de M H P(y),. On commence par énoncer
les propositions 4.4 et 4.6. Puis on montrera le théoréme 0.6 en admettant
les propositions 4.4 et 4.6 (cela consistera en fait a se ramener au cas ou k est
algébriquement clos et ot les ¢p-modules de Hodge-Pink sont anti-effectifs et
irréductibles parmi les faiblement admissibles). Le reste du paragraphe sera
consacré a la démonstration des propositions 4.4 et 4.6.

Le lemme suivant est une variante du lemme 2.3.

Lemme 4.1 Soit M un &-module libre de rang r et V un S-réseau de MR
S[]. Alors M = (M ®es S[£]) NV est un S-module libre et on a

1 1 -~
m’ (S G[E] =MRs G[E} et M Res G =V.

StV C MBs S on a9 C M et en notant k la longueur du S-module
M s S/V on a det(IM) = E*det(IM). L application qui a M et V associe
M commute aux opérations tensorielles, notamment le déterminant.

Démonstration. Soit C € N tel que E°M@s6 C V € E-Mes6. Alors
9N contient ECM et est déterminé par le fait que M /ECM = V/E MG
dans E=MRsG/EM@6. On en déduit facilement que 9 est réflexif, et
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donc libre car tout module de type fini réflexif sur un anneau local régulier de

dimension 2 est libre (lemme 6 de [Ser59]). Les autres assertions sont faciles.
U

Remarque 4.2 On pourrait aussi modifier MM en d’autres diviseurs que E
(par exemple ©*(E) pour k € N) ou en plusieurs diviseurs simultanément
(Uordre n’importe pas par factorialité de & ).

Définition 4.3 Soit D = (D, pp,Vp) un p-module de Hodge-Pink tel que
Vp C Up.

On définit par récurrence, pour tout entier n € N, et tout W-réseau A de
D le sous-S-module 3,(A) de D ®k, 6[%] de la fagon suivante. On pose

Bo(A) =Aw & et Bu1(A) = (pp @ 1)(¥B.(A) N VD).

Puis on note v,(A) la réduction de (3,(A) modulo u, en d’autres termes,
Tn(A) = Br(A) @ W

Il résulte du lemme 4.1 que pour tout n € N, 3,(A) est un G-module
libre de rang r et

11 1 11 1

=, ——]=D o
p E ’90"*1(1*7)] ®K°6[p’E’ ’w”*l(E)]

Pn(A)]
donc 7, (A) est un W-réseau de D. Dans la suite on notera ¢p au lieu de
©p®1. On remarque que f3,(A) n’est pas un S-réseau de D ®f, 6[%] sin>0
et Vp C Up. On a
n_l(pD‘Pn_l‘/D D...D (PDVD)-

(29)

Bu(A) = ¢p..#" op(P"A @w &) N (pp--*

Dans cette formule #Vp est un @i—réseau de ¥"'D® Ko éi[wi(lE)] et l'intersec-
tion a lieu dans R R
D ®ky Sp1 @ ... & D R, &

ol pp..7" p(?"A @ 6) s’envoie diagonalement.

Proposition 4.4 Soit D = (D, ¢p,Vp) un @-module de Hodge-Pink tel que
Vb C Up. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— 1) pour tout W-réseau A de D (ou pour un W-réseau A) il existe une
constante C' telle que pour tout n € N, on a p° A C y,(A) C p~CA.
—i1) D est admissible.
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On rappelle que si (D, ¢p), (D', ¢p/), (D", opr) sont des ¢-modules de
Hodge-Pink, une suite exacte courte 0 — D' — D — D” — 0 dans la
catégorie des p-modules de Hodge-Pink est une suite exacte dans la catégorie

~

des p-modules telle que Vpr soit I'image de Vp dans D" ®, 6[%] et Vpr

I'intersection de Vp avec D' ®k, @[%] Dans cette situation on a clairement
tn(D) = tn(D') +tn(D") et ty(D) = ty(D') + ty(D"). Le lemme suivant
est immédiat.

Lemme 4.5 Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— i) D est faiblement admissible et ty(D") = ty(D'),
—11) D" et D" sont faiblement admissibles. O

Un ¢-module de Hodge-Pink D = (D, ¢p, Vp) faiblement admissible est
irréductible dans la catégorie M HP(yp) s, des p-modules de Hodge-Pink fai-
blement admissibles si et seulement si ¢ (D) = ty(D) et pour tout sous-¢-
module D" autre que 0 et D, ty(D') < ty(D').

Proposition 4.6 On suppose k algébriquement clos. Soit D = (D, vp, Vp)
un objet irréductible dans la catégorie M HP(p)s, et tel que Vp C Up.

Alors pour tout réseau A de D (ou de fagon équivalente pour un réseau
A de D) il existe une constante C' € N telle que pour tout n € N, on a
p“A C v, (A) C pCA.

Début de la démonstration du théoréme 0.6 en admettant les pro-
positions 4.4 et 4.6. On a vu au paragraphe précédent que le foncteur Dig,
de la catégorie des pseudo-iso-p/S-modules dans la catégorie MHP(p)+q
des ¢-modules de Hodge-Pink faiblement admissibles est pleinement fidéle.
Il reste donc a montrer
(A1) : tout objet (D, ¢p,Vp) dans la catégorie M HP(yp) ¢, est admissible.

On considére les énoncés suivants, dont chacun est plus faible que le
précédent.
(A2) : tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie M HP(p), qui vérifie Vi, C
Up est admissible.
(A3) : si k est algébriquement clos, tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie
MHP(p) s, qui vérifie Vp C Up est admissible.
(A4) : si k est algébriquement clos, tout objet irréductible (D, ¢p, Vp) dans
la catégorie M HP(p), qui vérifie Vp C Up est admissible.

On va montrer (A4), puis (A3), puis (A2), puis (A1).

D’abord (A4) résulte de la proposition 4.6 et de i) = i7) dans la propo-
sition 4.4.

On montre maintenant (A3) a l'aide de (A4). Soit D = (D, ¢p,Vp)
comme dans (A3). D’aprés le lemme 4.5, D admet en tant que ¢-module
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de Hodge-Pink une filtration 0 = Dy C D; C ... C D, = D ou chaque
quotient D;/D;_; est irréductible dans la catégorie M HP(p)s, et vérifie
Vp,p,s C Up,/p,_,- Grace a (A4), chaque quotient D;/D;_; est admissible.
Or la proposition 3.13 montre qu'une extension de ¢-modules de Hodge-Pink
admissibles est admissible et donc D est admissible. On a montré (A3).

On montre maintenant (A2) a laide de (A3). Soit D = (D, ¢p,Vp)
comme dans (A2). Le lemme suivant est bien connu des spécialistes. On note

S et & les anneaux définis comme & et & en remplacant k par k, c’est-a-dire

que & = W (k)[[u]] et & est le complété de @[%] pour la topologie E-adique.
On appelle ¢-module de Hodge-Pink sur k un triplet D = (D, goﬁ,_Vﬁ), ol

D est un W(k)[%]—espace vectoriel de dimension finie, p5 : ¥D — D est un

isomorphisme de W (k) [I%]—espaces vectoriels et V5 est un G-module libre qui

est un réseau dans YD Ow @[] S[1].
p

Lemme 4.7 Soit D un p-module de Hodge-Pink, et D = D ®p, W(E)[;]
le p-module de Hodge-Pink sur k qui s’en déduit (on a par ezemple Vg =
Vb ®g S). Alors si D est faiblement admissible, D est faiblement admissible.

Démonstration. On raisonne par I'absurde. Soit Dy C D un sous-p-module
sur k tel que ty(Dy) > ty(Dp), et minimal pour cette propriété, ce qui
fait que tout quotient Dy de Dy vérifie t;(Dy) > tn(D}). Alors D; =
> ecaik V(Do) provient d'un sous-g-module Dy de D (parce que k =

EGal(k/k)), et en tant que p-module de Hodge-Pink sur E,_ D, est une ex-
tension successive de quotients de v(Dy) pour v € Gal(k/k), donc on a

tg(D1) =ty(Dq) > ty(D1) = tn(D1), ce qui contredit la faible admissibilité
de D. ]
Fin de la démonstration du théoréme 0.6 en admettant les propo-
sitions 4.4 et 4.6. On termine la preuve de (A2) a l'aide de (A3). Gréace
au lemme 4.7, D = D ®, W(E)[}D] est faiblement admissible. Grace a (A3),
D est admissible en tant que ¢-module de Hodge-Pink sur k (c’est-a-dire
qu’il est associé & un pseudo-iso-¢/G-module sur &). Par i) = i) de la
proposition 4.4 (appliquée a k au lieu de k) il satisfait la conclusion i) de la
proposition 4.4. Il en résulte immédiatement que D satisfait la conclusion )
de la proposition 4.4 et par i) = ii) de la proposition 4.4, D est admissible.
On a montré (A2).

Enfin (A1) résulte de (A2). En effet, on s’y raméne en multipliant ¢p
par p~* et Vp par E*¥ pour un entier k assez grand (cela ne change pas
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la faible admissibilité, et si (D, p~*pp, E¥Vp) est associé a un pseudo-iso-
¢/G-module (M, ), (D, pp, Vp) est associé a (N, E¥on)). On a terminé la
démonstration du théoréme 0.6. [

Nous passons maintenant & la démonstration des propositions 4.4 et 4.6.
Nous commencons par des propriétés générales de (3, et v,. Regardons déja
ce qui se passe quand r = dim V' vaut 1. Plus précisément prenons ty € Z<o,
ty € Z et posons D = Ky, pp =p'V, Vp = E7"Up et A =W. On a alors

Ba(8) —p"<tNtH>(ﬁwm(%))‘“6 et () = p W,
m=0

On voit que la condition i) de la proposition 4.4 est vérifiée si et seulement
sity =ty. On suppose ty =ty =t € Z<o. Alors (D, pp, Vp) est admissible
(comme le prévoit la proposition 4.4) et il est associé au pseudo-iso-p/&-

module (I, o) = (6[%], (%E)t). Sionnote M=6 C Nonal (M=
A7IG = Y"A713,(A). On voit que la suite 3,(A) “converge” vers £~1(IM) car

u®P

©"(A) est une unité dans &[[*

]]. Plus généralement pour tout G-module

M libre de rang 1 muni d’un isomorphisme fm[%] = N il existe C' tel que
pour tout n on ait

7 ‘s s

u®P

C
p Bn(A)H D

ep

| C f—lmm%n C pCB.(A)|

uP

il (30)

Dans la formule précédente on a utilisé la convention suivante, qui servira
dans toute la suite :

n n

ucP ucP

])H:Q®66Hp]l

si @ est un G-module libre on note Q]

On verra dans la remarque 4.11 que les inclusions (30) ont lieu pour tout
pseudo-iso-p/G-module (N, pn) et elles joueront un rodle heuristique fonda-
mental dans la preuve de “i) implique ii)” dans la proposition 4.4.

Le lemme suivant établit quelques propriétés satisfaites par (,(A) et

Tn(A)

Lemme 4.8 Soient (D, pp,Vp) et A comme dans la définition 4.53. On sup-
pose ty(D) = ty(D). Alors il existe une constante C' telle que pour tout
n €N,
=) Baa(B) C (o0 ® 1)(#Ba(A)) el funr(B) C pChu(A),
— b) les réseaux det(y,(A)) et det(A) dans det(D) sont égauz et deux
résequz de D quelconques U et U’ parmi v, (A), Ynt1(A), ©p (P71 (4A)),
0 (Phns1 (D)) vérifient U € pCU",
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— ¢) pour tout entier k € N,
Bn(A) mod u P " y.(A) @ & mod u?

—-d)ona

6 €

P7(A) @ upn C Bu(A )Hp | C pCrm(A) ®W6H%H>
— e) pour tout n’ € N on a

p07n+n’(A) C o Vn’(A) C p_07n+n’(A)'

Démonstration. D’abord I'inclusion évidente 3,.1(A) C (¢p ®1)(¥6,(A))
implique Y,41(A) C op (P (A)). 1l existe C € N tel que pp(*A) C p~CA.
Cela implique 3,(A) C p~9By(A). On a alors pour tout n, B,1(A) C
p~YBn(A), ce qui termine la preuve de a). On en déduit pour tout n € N,
Yni1(A) C p~%v,(A). La construction de (,(A) et de v,(A) commute au
déterminant : le fait que l'intersection avec Vp commute au déterminant, et
en fait a toute opération tensorielle, n’est pas évident, c’est une conséquence
du lemme 4.1. On a donc

det(Ba(A)) = (H o ( )) Y det(A) @ &

comme sous-G-module de det(D) ®, 6[%], et donc det(y,(A)) = det(A)
comme W-réseau de det(D). Comme

7n+1(A) - @D(¢7n(A)) ) 7n+1(A) - p_cf)/n(A) et det(%l(A)) = det(A)

il existe une nouvelle constante C' indépendante de n telle que la propriété
b) du lemme soit vraie.

On déduit de 'inclusion évidente 5,,41(A) C (pp ® 1)(¥B,(A)) que pour
tout n on a

Bn(A) mod uP C ch(“”% 1(A)) @w & mod u?,
Bu(A) mod " C opPep (7 (A)) ®w & mod u?”...

Grace a b), la propriété c¢) en découle.

Par la propriété c) il existe une constante C' indépendante de n telle que

€

Bu(A) € p=Cra(D) @y 6[[“;]1.
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Mais le déterminant de 3, (A) et celui de +,(A) different par

(T ()"

qui est une unité de 6[[%]] On en déduit qu’il existe une constante C' indé-
pendante de n telle que d) soit vrai.

La propriété e) est plus difficile & démontrer. Elle jouera un grand role
dans la démonstration de la proposition 4.6. Bien sir il suffit de montrer
I'une des deux inclusions car les réseaux 7, o Y,/(A) et Vnin(A) ont des
déterminants égaux. C’est 'inclusion de droite que nous allons démontrer.

Par (29) on a

n

B (A)) = 005" o (F (D) @ &)
ﬂ(QOD...pn_lwpwn_IVD D...D QODVD)‘ (31)

D’aprés d) on a

(e

() @ & C pC B (A)[ 2] (32)
et (31) implique alors
Bl (A)) C p—%D‘.f"bDw"ﬁn/(A)H“Z i
ﬂ(QOD...WW QDD('OTHIVD D...D SODVD)- (33)

On rappelle que s € Z< est tel que Vp D E~*Up. On applique le lemme 4.9
ci-dessous a

n—1

M = @D---Wnil@D(wﬂn/(A)% Vo =¢pVp,..., Vo1 = ¢p..% SODWHVD-

Comme MN(Vo® ... 5V, 1) = Bnin(A) le lemme 4.9 implique

n n

(MH“Z 1A Vo & ® Vaos) C p—%m,m)n“: I ED)
L’inclusion (33) se réécrit
Ba(u (B)) € p~© (Mu“;f 1N Ve® . ® V). (35)
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Les inclusions (34) et (35) impliquent

ﬁn('Yn’(A)) C p_c_(hﬁn-i-n’(A)H D
d'ott ¥, (Y (A)) = Bu(yw (D)) mod u C p_c_017n+n’(A)a

ce qui achéve la démonstration du lemme 4.8. O

Lemme 4.9 Pour tout s € Z<y il existe une constante C; telle que [’énoncé
suivant soit vrai. Soit n € N, M un &-module libre de rang r, et pour
i €{0,....,n—1} soit V; un &;-module libre de rang r vérifiant

O (E) M ®g G CV,C M®s 6,

Alors MN (Vo @ ... ® V,,—1) est un &-module libre de rang r et on a

ep™ ep™

5 oMl p

(MAWV® ... & V1)) NNVo® ... ® Voot)

ucP”

CpOMNWV® ... Vo))l 5 1. (36)

Démonstration. D’aprés le lemme 4.1, M = M N (Vo @ ... & V,_1) est un
G-module libre de rang r et

Vi = M ®g &; pour tout i€ {0,...,n —1}. (37)

La premiére inclusion de (36) est évidente et pour la deuxiéme on remarque
que, grace a (37),

7

ep
(M[[up NNV @ .. ® Vi)
y n—1 s Uepn ~ —~
c Mos (B¢ (E) 'S )0 (Sur .. 0 &)
et on applique le lemme suivant. 0

Lemme 4.10 Pour tout s € Z< il existe une constante C, telle que pour
tout n € N,

n 7
u?P u®P

5 ]]) N(Gn1@..06) cp e

(B¢ (m) sl I

p
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Démonstration. On prend pour C le plus petit entier supérieur ou égal a
1+ (=s)(; + 5z +..). Ona

u?” ~ ~ u®" 1
g 1N @uie..08)cs ]

(B () 8]l

En effet pour tout i € {0,...,n — 1} on a

, u® 1~ u® 1
©'(E)°6 -1NG, =6 -].
(Eyel=-IE) =1L
On posséde sur 6[[“27:”]][%] la norme .| ,—». On a alors pour tout entier
r ez,
ucP" w1 ucP"
p'S c{re® x| e < |p|" cpie[—].
=t [ 1) [ pl"} =1
Grace a (12), le lemme en résulte. O

Démonstration de “ii) implique i)” dans la proposition 4.4. Soit
(M, on) un ¢/S-module dont l'image par Dy, est D = (D, ¢p, Vp). Pour
vérifier 1) choisissons A = 9t mod u. Comme O[5] C 6[[“7]][%], le lemme 3.5
montre qu’il existe C' tel que £71(9M) C p’cﬁo(A)[[%]]. Quitte a augmenter
C on suppose de plus que I’énoncé du lemme 4.8 est vrai pour cette valeur
de C (le lemme 4.8 s’applique car ty (D) = tg(D) puisque D est admissible).

On en déduit #"(¢71(M)) C p~© “""ﬁo(A)[[“e;n]]. Par factorialité de & on

M = oon (MO (5 (M) 6 8)).
Autrement dit E71(9M) = op(?(E7HM)) N Vp) d’ou

n n—1

&Y M) = pp..*" vp (Sﬂn(f_l(fm))) N (ep--#" o Vo @ ... & 0pVp)

ucP”

Cp pp.."" op (Wlﬂo(A)> I 5

n—1

QODSOTHIVD 69 @ QODVD)-
(38)

H N (QDD..‘SD

On applique le lemme 4.9 a

n—1 n—1

M == (,ODSO(,OD...SAJHIQOD <<pn60(A)>, VO = QDDVD, ceny Vn—l = QDD...LP QODC'D VD.

L’inclusion (38) se rééerit

ucP”

M) Cp M| 5

NNV @...®V,1)
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et par définition de 3,(A) on a
ﬁn(A> =MnN (Vg D...D Vn71>-

Donc le lemme 4.9 implique

71 Cp~ TN BUA) [ (39)

p
On en déduit A = £71(M) mod u C p~ %14, (A). Ceci montre 'une des
inclusions de i) de la proposition 4.4, mais l'autre en résulte car ¢ty (D) =
tg(D) et donc det(y,(A)) = det(A). Ceci achéve la démonstration de “ii)
implique i)” dans la proposition 4.4.

Remarque 4.11 L’inclusion (39) et un argument de déterminants montrent
qu’il existe C' tel que pour tout n € N on ait

n epn n

JestEmi—c p—%m)n“;f I (0)

uP

P B.(A)]] P

On pourrait en déduire une autre preuve de la proposition 3.11 “admaissible
implique faiblement admissible”. Mais le plus important est que (40) justifie a
posteriori la construction du pseudo-iso-p/S-module (M, ;) dans la preuve
de “i) implique ii)” que nous allons donner maintenant.

Début de la démonstration de “i) implique ii)” dans la proposi-
tion 4.4. On a det(y,(A)) = p"tnP)=tu(P) T4 condition i) entraine que
tn(D) = ty(D), ce qui permet d’appliquer le lemme 4.8. On fixe un réseau

A de D.

Lemme 4.12 Sous la condition i) de la proposition 4.4 il existe C' tel que
pour tous les entiers m,n € N avec n > m, on ait

m

ep ep™ uer™

“p ncmmn“p I CpCBa(A)]

P Bm (A JI: (41)

p

Remarque 4.13 Si on considére (40) comme une propriété de “convergen-
ce” de la suite ﬁn(A)[[“ej |] vers 5*1(93?)[%], le lemme précédent affirme que
(sous l’hypothése i)) la suite ﬁn(A)[[“ppn]] est “de Cauchy”. Le lemme 4.1}

ci-dessous affirme que si une suite est “de Cauchy”, elle “converge” et la
combinaison des lemmes 4.12 et 4.14 permettra de construire le pseudo-iso-

©/S-module (M, o) comme “limite” de la suite ﬁn(A)[["Z)n]]
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Démonstration du lemme 4.12. Pour montrer 'inégalité de droite de (41)
on applique le lemme 4.9 avec m a la place de n et

M = ¢D'--¢m_l¢D(@mﬁo(A))a Vo=¢pVp,..., Vo1 = SOD‘--SD
On a

m—1

QODwm_lVD'

ﬁm(A) =Mn (Vo b ...P Vm_l) (42)
et Bu(A) = ¢D---@nl_1@D<wmﬁn—m(A)) NVo® ... Vi 1). (43)

Or
Bam(A) C 5 (A) D1y c«sn“;fn
C O 0(A) iy 6[[“{]1 - pCC’ﬁo<A>H“§n

grace a la propriété d) du lemme 4.8 et a la condition i) de la proposition 4.4
(en notant C” la constante qui y apparait). D’on

7B (D) € = B (A p

et par (43) on a donc

NNV ... V). (44)

Grace a (42) et (44) le lemme 4.9 implique

Bu(B) Cp~ OB, (D)

p

Donc on a établi I'inégalité de droite de (41), et un argument de déterminants
permet d’en déduire I'inégalité de gauche. 0

Suite de la démonstration de “i) implique ii)” dans la proposi-
ueP”
p
pelle que A = Ky[[u]] est le complété de &[] pour la topologie u-adique.

1
p

tion 4.4. On va appliquer le lemme suivant a M, = G,(A)[[*—]]. On rap-

Lemme 4.14 Soit P un A-module libre de rang r et pour tout n € N soit M,

un 6[[“61:% |]-module libre de rang r muni d’un isomorphisme 93?,1@6“@”,,4 =
P. On suppose qu’il existe C' € N tel que pour tout n > m on ait ’
c u” -C
p" M, C M, D e S 5 ] Cp "M, dans P. (45)
p
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Alors il existe un unique 6[%]—module M libre de rang r muni d’un isomor-
phisme N Q@g1) A = P tel que pour tout S-réseau M dans N
p

m

ep

1] € p~¢"M,, pour tout m € N.
(46)

il eziste C' € N tel que polfmm - fm[[u

On a de plus
N={zxecP3keZVmeN,zecpm,. (47)

Début de la démonstration du lemme 4.14. Cela résultera du lemme
suivant, appliqué a @,, = ﬂﬁm®6[[ﬂﬂ6/uepm6. On remarque que A/uf A =
p

(6/1/%5)[%] pour tout k € N.

Lemme 4.15 Soit P un A-module libre de rang r, et pour tout m € N
50t Qp un sous-(S/u?" &)-module libre de rang r de P/u®" P tel que
Qm Osjurm s A/u?" A = P/u®" P. On suppose qu’il existe C € N, tel que
pour m,n € N, avec n > m, en notant (Qn mod uef’m) l’tmage de Q,, dans
P/u*" P, on ait

P Qm C (Qn mod u™™) C p~ Q. (48)
Alors
N ={rc P,3kecZVmeN,x modu?®" cpQ,} (49)

est un 6[%}-m0dule libre de rang r muni naturellement d’un isomorphisme
NQg A= P et st M est un S-réseau de N,
P

il existe C' tel que pour tout m € N, p”Qy C (M mod u™") € p~' Qun.
(50)

Remarque 4.16 L’hypothése que Q,, est libre est bien str nécessaire car si
on prenait P = A et Q,, engendré par 1, “7;3, (%)2, ey (%)p ! la conclusion
du lemme serait fausse.

Début de la démonstration du lemme 4.15. Pour tout n > m > 0 on
note

Q= ZpCQi mod u?".

>n
Alors (Qm,)>m est une suite décroissante de sous-(6& /u®" &)-modules de Q,,
contenant p*¢Q,,. Elle est stationnaire, car (Q",/p*¢Qm)n>m est une suite
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décroissante de sous-modules du (& /u" & +p?“ &)-module de longueur finie
Qm/p* Q. On note Q. la limite de la suite stationnaire (Q"))n>m- Donc
Q. est un sous-(& /u®" &)-module de Q,,, on a p*¢Q,, C Qum C Q. et pour
n > m on a une surjection Q, — Q. Soit (2, ..., 2%) une base du (&/u°®)-
module libre p*“Qy (qui est inclus dans @0). Par récurrence sur n on choisit
Ty € @n, s Xy € @n des relévements de 27!, ... 2" de @n_l a @n Pour
tout ¢ = 1,...,7 la limite projective des z}" définit un élément z; € P. On a
méme z; € IN.
On note P* = Homy(P,.A) et pour tout m € N on note

Q;, = Homg)yerm & (Qm, S/u®" &).

Comme P* et le systeme des @) vérifient les conditions du lemme on peut
leur associer par la construction précédente r éléments 1y, ..., n, € P* tels que
pour i € {1,...,r} et n € N la réduction ' de 1; modulo u®’" appartienne a
Q: et quen?, ..., n° forment une base de p*“Qp. Pourn € Neti,j € {1,...,r},
on an' € Q; et ' € Q,, dott (n;,z;) € &/u?"G. En passant a la limite
on obtient (n;,z;) € &. Donc a = det((n;, x;)) est un élément de & dont la
réduction modulo u est non nulle (et appartient méme a p*“" W >). Pour tout

reNona (n,z) € 6[%]. Donc on a un diagramme commutatif
G = = (8]
! ! !

AW S5 P 5 A
ou les applications horizontales sont données par (aq, ..., ) — ayxy + ... +
a, &, et x+— ((m,x),..., (N, x)) et ou les fléches verticales sont les inclusions

évidentes. Il résulte du diagramme que 'application 9t — (6%])7’ est aussi

une injection. Donc 9 est un 6[%]—module de type fini sans torsion et il
est libre de rang r grace au lemme suivant et au théoréeme de structure des
modules de type fini sur les anneaux principaux.

Lemme 4.17 L’anneau 6[%}] est principal.
Démonstration. L’anneau & est intégre, noethérien et intégralement clos
dans son corps des fractions ; il en donc de méme de & [%] Les idéaux premiers
non nuls de & sont

— les idéaux principaux (f), ou f est un élément irréductible de &,

— lidéal maximal (p, u).
Par conséquent les idéaux premiers non nuls de 6[%] sont maximaux. Il en

résulte déja que 6[%] est un anneau de Dedekind (voir par exemple [Ser68],
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chapitre 1, proposition 4). De plus les idéaux premiers de 6[%] sont princi-
paux, comme on vient de le voir. Donc 6[%] est principal (ibidem, chapitre
1, proposition 7). O
Fin de la démonstration du lemme 4.15. Il reste & montrer (50). Notons
My le G-module libre engendré par 1, ..., z,. Soit @ la limite projective des

@, c’est-a-dire
Q = {z € P,Ym € N,z mod u*" € Q,,}.

Alors @ est un sous-G-module de P qui contient 1, ..., z,. Comme @m C Qm
et n" € Q* pour tout m € N, on a (n;,z) € & pour i € {1,...,r} et x € Q,
d’ou @ C a '9My. Comme & est noethérien, @ est donc un G-module de
type fini. On a bien sir

{x € P,¥Ym € N,z mod u?" € p*°Q,,} C Q

C {zr € P,Ym € N,z mod u*?" € Q,,},
donc @ engendre le 6[%]-module M. Soit M un G-module libre de rang r tel
que M Rg 6[]19] = M. Comme M et Q sont des G-modules de type fini qui
engendrent N, il existe C’ tel que p& M C @ C p~9'M. Pour tout m € N on
a

pQCQm C (@ mod uepm) = ém - Qm
et donc p*°+¢'Q,, C (M mod u?") C p~" Q. O

Fin de la démonstration du lemme 4.14. Comme cela a été annoncé,
on applique le lemme 4.15 a

pr— em epm .
Qm ?)J?m®6“%”6/u S

On a le droit d’appliquer le lemme 4.15 car en tensorisant (45) par & /u®" &

au-dessus de 6[[“e;m |] on obtient (48). Soient 91 et M comme dans le lemme 4.15.

Pour n > m on note, jusqu’a la fin de la démonstration du lemme 4.14, G, ,,
I'image de 6[[“62 ]] dans (G/uepnG)[I%]. Grace a I’hypothése (45), il existe
C tel que pour n > m on a

pci)ﬁm X

G C My Oruerny S C P~ My, @ S

(51)

i) (2] i)

Comme M, ® G = Qn Qg juerm s GOmyn il résulte alors de (50) (avec

CIE=a)
n au lieu de m) qu’il existe C' tel que pour n > m on a

M @ Spn C MBSy Cp M, ® Gmn-  (52)

ey Sl
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En fixant m et en faisant tendre n vers I'infini on en déduit (46) car 6[[“e;m )] =
lim &, ,,. Enfin (47) résulte de (46). O
% I

Fin de la démonstration de “i) implique ii)” dans la proposition 4.4.
Y] et donc

Gréce a (41) on peut appliquer le lemme 4.14 & 9, = G,(A)|] >

m

u®P

S (63)

N={r€D®gk, A3k €ZVmec N xcprp,(A)]

est un 6[%]—modu1e libre de rang r. On note que d’apres la démonstration
du lemme 4.14 on a aussi

N={re Dk, A Ik €Z,Ym e N,z mod u®" € p*3,,(A) mod u”"}

mais on n’utilisera pas cette formule.
On définit ¢y : 91 — ¢ comme la restriction de

o5 D @K, A— D g, A

(a posteriori comme Vp C Up, %}1 n’a pas de dénominateur en F, la matrice
¢! associée & N est & coefficients dans O au lieu de O[] et N C DRk, O C
D ®k, A).

Il nous reste & montrer que gpgtl : N — PN est bien défini et détermine un
isomorphisme de 6[%, +]-modules pg : #N[+] — N[+], que (I, pn) est un
pseudo-iso-¢/S-module et que D = (D, pp, Vp) est le p-module de Hodge-
Pink associé.

Montrons que ¢3! : D ®p, A — ?D ®f, A envoie N dans *N et que son
image contient £° N ou s € Z<g est tel que Vp O E~*Up. Pour tout n € N
on a

EiSSDD(Lpﬁn(A)) C ﬁnJrl(A) C @D(¢ﬁn(A))
Gréce a (46) on en déduit

E™op(?0) C N C op(*N).

Donc gog?l : 9 — PO est bien défini comme la restriction de ;' a N, et
05 (M) D E~* *N. On montre maintenant que (N, o) satisfait la condition
(PIM). On a

n

¢p”pp...” _ISOD(@nﬁm(A)) - (Eu-son_l(E))Sﬁern(A) (54)
et 6m+n<A> C SOD@SOD-'-(pn_ISOD(@nﬁm(A))' (55)
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Soit M un G-module libre de rang 7 muni d'un isomorphisme M[ ] = N.
D’aprés (46) il existe C”" € N tel que pour tout [,m € N,

m m m

ueP ep

ol BB

u®P

pll (56)

<M )] € p |

En appliquant (56) a1 =0 et &l = n on déduit de (54) que, pour m,n € N,

m m

! n— —Ss n—1 n ’LLEP uep
P (B.p" H(E))  omfom " pm(PI)]| 5 Il | 5 1,
et donc pour tout n € N,
P (Beo" H(E)) oo pom... " om(PM) C M. (57)
De la méme fagon on déduit de (55) que, pour tout m,n € N,
/ uer n—1 n uepm
PPCM[—]] C oo ? (P I [[—]]
p p
et donc pour tout n € N,
PEM C onfom. " pm(FM). (58)

Grace a (57) et (58), la condition (PIM) est satisfaite et donc (M, px) est un
pseudo-iso-p/S-module.

Montrons maintenant que (D, ¢p, Vp) est associé & M. D’abord (D, ¢p)
est la réduction de (M, o) modulo u. Le raisonnement établissant 1'unicité
de la matrice £ dans le lemme 3.5 montre que l'inclusion de 9 dans D ®g, A
est &1

Il reste a démontrer que Vp est bien associé a M, c’est-a-dire que Vp =V
ot V = ppt(M BelL) S) est la structure de Hodge-Pink associée a (M, px)
(puisque N désigne ici E1(MN) C D ®k, A). On choisit m > 0. D’apres (46)
on a

m

N ey S ] = fu(A) @6 S ]I[ (59)

ST Ty P Ry Y
Or on a une inclusion 6[[“€;m 1] [%] C &. Daprés le lemme 4.1, 05 (B (A)) O
S = Vp et on déduit alors de (59) que V = Vp. Ceci termine la démonstration
de la proposition 4.4. O

Début de la démonstration de la proposition 4.6. Dans la suite de
ce paragraphe, on a besoin de la convention suivante. Si k' est un corps
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parfait contenant F, (qui sera en fait k£ ou une extension finie de F,), on
appelle p-module sur &’ un couple D' = (D', ¢p), ot D’ est un W(l{;’)[%]—
espace vectoriel de dimension finie et @p : ¥D’ — D’ est un isomorphisme
de W (K )[]%]-espaces vectoriels, et bien str on continue a appeler p-module
un p-module sur k. On note que W (F,) = Z,.

Gréace a I’hypothése que k est algébriquement clos, on suppose que (D, ¢p)
provient d'un ¢-module (D, pp) sur F, qui est décent au sens de [RZ96].

Si A et A’ sont deux W-réseaux de D, on note 1 (A, A), ... 1.(A, A’) les
diviseurs élémentaires de A’ par rapport a A : ce sont les uniques entiers
relatifs tels que [;(A,A") > ... > [.(A,A’) et que pour une certaine base
€1, ...,e, de A sur W, on ait

A/ — p—ll(A7A’)W61 + .. +p_lT(A7A/)W@r'

Dans la suite on soulignera d’un trait les ¢-modules sur [, et de deux
traits les ¢-modules sur une extension finie F,¢ de F,,. On notera Z,: = W (F)

et Qp = W(E,)[}]

Lemme 4.18 Soit (D,¢p,Vp) un p-module de Hodge-Pink tel que D =
D ®q, Ko et op = pp ® 1 pour un certain p-module décent (D, pp) sur
F,. Supposons Vp C Up, ty(D) = ty(D) et pour tout sous-p-module D' de
dimension 1, ty(D') <ty(D'). Soit A un Z,-réseau de D et A = A ®z, W.
Soit a € N. Il existe une constante Cy telle que la propriété suivante soit

vraie. Pour tout n € N*, il existe une constante C' telle que pour tout réseau
A’ de D vérifiant

ep(PA") Cp A" et 11(AA) > (A A"+ C,
on ait Ii (A, v, (A") < (A A") —n+ Co.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.18 de [RZ96] et la proposition 1.6
de [RZ99], il existe des entiers t,a,C; (ne dépendant que de D,¢p et a)
tels que, pour tout W-réseau A’ de D vérifiant pp(YA’) C p~ @A’ il existe
un W-réseau A” de D défini sur F: (c’est-a-dire provenant d'un Z,:-réseau
de D ®q, Qpt) et vérifiant

op(PA") CpIA" et ANC A CpON.

En fait, en examinant les démonstrations de [RZ96] et [RZ99], on voit qu’on
pourrait prendre @ = a, mais on n’en a pas besoin ici. On a alors

LA, AN < LA A" <L(AA) + C
et Li(A, 1 (A7) < LA 7(A")) < LA 7(A) + Gy

38



pour tout 7. Quitte a remplacer Cy par Cy+2C, C par C'+2C| et a par a, il
suffit donc de montrer le lemme 4.18 en supposant de plus A’ défini sur F.
Le lemme suivant montre qu’avec cette condition supplémentaire 1’énoncé du
lemme 4.18 est vrai avec Cy = 0. On est donc ramené & montrer le lemme
suivant. 0

Lemme 4.19 Soient (D, ¢p,Vp), (D,¢p), A et A comme dans le lemme
précédent. Soit a € N et t,n € N*. On note B(t,a) l’ensemble des réseaur A’
de D qui sont définis sur Fy (c’est-a-dire associés a des Zy-réseaux A" de
D ®q, Qpt) et vérifient pp(¥A') C p~®A'. Il existe une constante C' telle que

pour tout A" € B(t,a) wvérifiant 11(A,A") > (A, A") + C,
on ait 11(A, v, (A") < (A A —n.

Démonstration. Si I’énoncé du lemme 4.19 est faux il existe une suite de
réseaux A,, dans 'ensemble B(t,a) vérifiant

LAY (AR)) > L(AAL) —n

et telle que l1 (A, Ay,) —l2(A, Ay, tende vers Iinfini. On note A le Zye-réseau
de D®q,Qpt tel que Ay, = A ®z ,W. Ennotant a,, = 11(A, Ap) —1(A, Ay)
on voit que

(P"AAIA (0 A ®z, L)) /(P A @z, L)

est un sous-(Zy /p*)-module libre de rang 1 de A ®z, (Z, /p*™) et définit
donc un point de P"(Z,:/p®™). Par compacité de P""*(Z,:) muni de la
topologie p-adique, on peut extraire une sous-suite ayant une limite et on
note D' le sous-Q,-espace vectoriel de dimension 1 de D®g, Q,+ tel que cette
limite soit D'N(A®gz, Zy), sous-Zy-module libre de rang 1 de A®z, Z,:. On
pose alors D' = 2' ®q, Ky qui est un sous-Ky-espace vectoriel de dimension
1 de D. Autrement dit, quitte & extraire une sous-suite il existe une suite
d’entiers b,, tendant vers + oo quand m tend vers I'infini telle que

phBAmA 4 pPm A = (D'NA) 4 pP A pour tout m.

Comme les réseaux A,, appartiennent a B(t,a), en passant a la limite on
voit que D’ est un sous-gp-module de D. Par construction D’ est défini sur
F,+ mais nous n’avons plus besoin de cette information. Le lemme 4.20 ci-
dessous montre que si m est assez grand,

(A (D)) < U(AAR) +n(tp(D') —tn (D).

On obtient ainsi un sous-¢-module D’ de dimension 1 de D tel que tgx(D’) >
tn(D’), ce qui contredit '’hypothése. Le lemme 4.19 est donc ramené au
lemme suivant. OJ
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Lemme 4.20 Soit (D, ¢p,Vp) un w-module de Hodge-Pink avec Vp C Up
et D' = (D', opr, Vpr) un sous-p-module de Hodge-Pink de dimension 1. Soit
A C D un W-réseau. Soit x un générateur de D'. Pour tout n € N, il existe
C € N tel que pour r € N assez grand,

(W + prA) € prEn@)=ta@N e 4 pr=CA

Démonstration. On rappelle que Vp = D' Qk, @[%] N Vp. On note D" =
D /D" avec pp~ induit par ¢p et Vpr 'image de Vp dans D”®K0(A‘5[%], de sorte
que 0 - D' — D — D” — 0 est une suite exacte courte dans la catégorie
des p-modules de Hodge-Pink. On note ), 5, ~, et 7/ les applications
correspondant & 3, et v, pour D’ et D”. On note A” I'image de A dans D”.
Soit n € N. Il existe 1y tel que B,(p~"Wx + A) — [/(A”) soit surjectif : on
reléve les vecteurs d’'une base du G-module libre de rang r

BUA") = ((pprPopr.. o o A') @w ©)
m(SOD//_,_(Pn_lng//Lpn_lvD// EB @ QOD//VD//)

n

en des vecteurs de (¢pfop.."" pp?"A) @ & que l'on corrige par des
vecteurs de (@pPop.."" pp?"D') @, 6[%] pour qu'ils appartiennent a
©p.. " op?" V@ ... ppVp, ce qui est possible, puisque

1 N N N
6[1—?] — Go/EisGO D...PD 6n71/¢n71<E)786n71

est surjectif (ot s € Z<g est tel que E~*Up C Vp C Up). Soit r > 1.
Comme F,(p~"Wax + A) — BI(A") est surjectif de noyau g, (p~"°Wz) et
Bn(p”"Wax + A) — [I(A”) est surjectif de noyau 5/, (p~"Wz) on a

Ba(Wa +p"A) = B, (Wz) + p' "8, (Wa + p°A),
donc v,(Wz 4+ p'A) =+, (Wx) + p" v, (Wz + pA).

Comme 7/, (Wz) = prtxP)=taDDW 2 le lemme 4.20 est démontré, ce qui
achéve aussi la démonstration des lemmes 4.18 et 4.19. O

Fin de la démonstration de la proposition 4.6. On rappelle que k est
supposé algébriquement clos. Soit D = (D, ¢p, Vp) un p-module de Hodge-
Pink qui est un objet irréductible de M HP(p), et tel que Vp C Up.

Soit @ la constante du b) du lemme 4.8. On a ©p (¥, (A)) C p~*vm(A)
pour tout m € N. Soit 7 € {1,...,r — 1}. Le lemme 4.18, appliqué¢ a A’D
montre 'existence de Cy € N tel que pour tout n € N il existe C tel que si

A’ est un réseau de D vérifiant

pp(PA) Cp A et L(AAY) > (A, A) + O,
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alors (I1 + ... + 1) (A, 7 (A)) < (4 + ... + L)(A,A") — n + Cy.
En notant Cy la constante qui apparait dans e) du lemme 4.8 on a donc,
pour tout m € N tel que [;(A, v (A)) > Lip1 (A, vm(A)) + C4,

Comme det(7,,(A)) = det(A) pour tout m € N, on a
(lh+ oo + L) (A v (A)) = 0.

On a p*ym(A) C Yme1(A) C p~*ym(A) pour tout m € N. En appliquant
I'inégalité (60) avec n = Co+ (r —1)Cy et i € {1,...,r — 1}, et en appliquant
le lemme 4.21 ci-dessous avec

C =max(Cy,na) et " =LA, Ymn(A)) pour i€ {1,..,r} et meN,
on voit qu'il existe Cj5 tel que

PBA C Ypn(A) C p~ A pour tout m € N.
On a donc p@HZ1PA € ~,,(A) € p~@~1512A pour tout m € N. On est donc
ramené a montrer le lemme 4.21. O

Pour donner un sens géométrique au lemme suivant, on signale que si A’
est un réseau, le polygone concave ayant pour sommets (7, (I +...+1;) (A, A"))
pour i = 0, ..., r peut étre appelé “polygone des invariants” de A’ relativement
a A et que les [;(A, A’) sont les pentes de ce polygone. Dans le cas que I'on
considére on a toujours (Iy + ... + 1) (A, A") = 0, c’est-a-dire que le premier
sommet est (0,0) et le dernier est (r,0).

Lemme 4.21 Soit r € N* et C € Ry. Soit I € R pour i € {1,....,r} et
n € N vérifiant
~ 1) pour tout n € N, I} > ... >[I,
— 11) pour toutn € N, Y7 1" =0,
— i) onal)=..=1°=0,
— ) pouri € {1,..,r} etn €N, I} —C <[ <"+ C,
~wv)pourie{l,..,r=1} etneN, sil} =1 >C ona

N I (L)

Alors on a I € [-C',C"] pour tout i € {1,...,r} et pour tout n € N, avec C’
ne dépendant que de r et de C.
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Démonstration. Pour tout n € N on note P, le polygone concave dont les
sommets sont les (i, P,(¢)) pour i € {0,...,7}, avec P,(i) = 7 + ... + [I' (en
particulier le premier sommet est (0,0) et le dernier est (r,0)). La différence
des pentes au sommet (7, P,(7)), que nous appellerons brisure, est {7 — 7, ;.
La condition v) assure que P,y1(i) < P,(i) si la brisure de P, en (z, P.(7))
est > C. L’idée naive de la démonstration est la suivante : si max; P,(7)
est atteint en un sommet (7, P,(j)) de brisure > C' la condition v) impose
P,i1(j) < Po(j) et si max; P,.1(i) est atteint pour la méme valeur de i (c’est-
a~dire i = 7) on en déduit max; P,1(i) < max; P,(7), ce qui impose a P, de
rester borné de fagcon uniforme en n. Nous allons voir qu’en remplacant P,
par P, — @ pour un certain () de brisure constante 3C' cet argument devient

correct. On pose donc Q(i) = %i(r — ) pour i € {0, ...,r}. On pose ensuite

m, = max (P,(i) — Q1)) € R,.
1€{0,...,r}

Nous allons montrer que m,.; < m, pour tout n € N. Comme m, > 0,
il n’y a rien & démontrer si m,; = 0. Supposons donc m,;; > 0 et soit
j€{1,...,r—1} tel que le maximum soit atteint en j. La brisure de P, ;1 — @
en j est donc > 0. Or la brisure de () est égale & 3C', donc l”Jrl — l?jll > 3C.
Grace a la condition iv) on en déduit [T — I}, ; > C, d’oti par la condition v),
P.(7) > P,+1(j). On a donc

My > Po(j) — Q(j) = Pryr(j) — Q(J) = M.
Par la condition iii) on a mg = 0. Donc m,, = 0 pour tout n € N. Donc

= P1) < Q)= 2C6r - 1)

et I, =—FP,(r—1)>-Q(r—1)= —gC’(r — 1) pour tout n € N.

Ceci termine la démonstration du lemme 4.21 (avec C" = 3C(r — 1)) et donc
celle de la proposition 4.6. 0

5 Théorie entiére a la Breuil

On note S le complété p-adique de I'enveloppe a puissance divisées

; 3
el
u

G[W]ieN* = 6[

2
u®?  u? u®P

.

Cet anneau a été introduit par Faltings [Fal99] et Breuil [Bre99b, Bre02].
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Nous allons donner une autre démonstration du théoréme 2.2.1 de [CLO09]
(voir le théoréme 5.1 ci-dessous).

On fixe m € {1, ...,p—2}. On rappelle que Mod767[07m] désigne la catégorie
des ¢/G-modules (M, pon) d’amplitude C [0, m], c’est-a-dire tels que @gy et
Emgogﬂl n’aient pas de dénominateurs en F. Soit MOdfs,[o,m} la catégorie des
(D, ©Yb, VD, M) ou

— (D, ¢p) est un p-module

— Vp est une structure de Hodge-Pink telle que Up C Vp C E~™"Up,

— M est un S-module libre, muni d’un isomorphisme

1 1
M ®s S[_] ~*D QKo S[_]a (61)
p p

— on suppose que M est “fortement divisible”, ¢’est-a-dire
Sp™" “((ep @ H(M N E™Vp)) = M. (62)

Comme MNE™Vp D E™ M et @ est une unité dans S, I'hypothese (62)
implique que ¢p(* M) C M (condition demandée par Breuil dans [Bre02]).

On note D : Mod7g 1 .y — Mod7 1 1 le foncteur qui a (90, ax) associe

(D, ¢p,Vp, M) avec (D, pp,Vp) = ]Diso(im[%],@M ®1)et M =*MRs S
qui est un S-module libre muni de l'isomorphisme (61) associé a €1
Pour montrer que le foncteur D est bien défini on doit vérifier que M est
fortement divisible. On rappelle cette démonstration, due a Breuil.
L’inclusion

Sp ™ ?(pp@1)(MNE™Vp)) DM

est évidente. En effet on a
MO E™Vp D2 H#M) N E™Vp D PEH(EMpgn (M)

puisque par définition de la catégorie Modfc5 0] E™py € Homg (9, #9N)
(en fait #£~H(¥IM) N E™Vp = YE L E™pyn (M))). Donc

p " ((ep @ )M N E™Vp)) Dp~™ ?((ep @ 1)(PEH(E™pgn (MM))))
E)\m ) 1 _
= (—(’D(p )> 2€71(PM) puisque (pp @ 1)9E oy =7
Enfin @ est inversible dans S. Il reste donc & montrer 'inclusion inverse

p ™ ?((pp @ )M N E™Vp)) C M.
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Comme gy appartient & Homg(?9, M), et par la définition de Vp, on a

£((op ® DM NE™p)) C (MesS) N (E™M @ &)
—Ms (SNE"S).
Mais E-™S N & est inclus dans le complété p-adique de
yee—m) e’ —m)

St S+ S

donc #(S N E™G) C p(E)™S. Comme @ €S,ona
p P (SNE™S) C S,

donc M est fortement divisible et le foncteur D est bien défini.
Le théoréme suivant est le théoréme 2.2.1 de [CL09].

Théoréme 5.1 Le foncteur D : Modf6 om Mod}o‘S 0m] €St une équiva-
lence de catégories.

Remarque 5.2 [l résulte du théoréme que pour tout objet (D, vp,Vp, M)

de M0d75 0,m] (D, ¢p, Vp) est faiblement admissible.

Début de la démonstration du théoréme 5.1. Montrons d’abord que D
est pleinement fidéle. Soient (9, an) et (M, paw) deux objets de Modj ;.
et (D,¢p,Vp, M) et (D', opr, Vpr, M') leurs images dans Mod‘f‘S 0" L’ap-
plication

HomMod“/DG’[O’m] ((ma (;0931)7 (m,> 90932/))

— HomModfs’[O’m] ((D, @D, VD, M), (D/’ ©Yp', VD’7 M/))

est injective par la fidélité de Dy, et on veut montrer qu’elle est surjective.
Soit

h € HomModﬂ/ﬂS

[0,m] <<D7 ¥D; Vb, M>7 (Dlv YD, Vpr, M/))
Par la pleine fidélité de Dy, on sait qu’il existe un unique morphisme f de
pseudo-iso-p/S-modules de fm[%] dans 9V [%] qui vérifie fom = @p¥f et
dont la réduction modulo u est h. L’hypothése (h ® 1)(M) C M’ implique
que f ®6[%] 13[%} envoie *M Qg S dans *M’ Rs S. 11 s’agit de montrer que f
appartient & Homg (9, 9V).

Choisissons des bases de 9 et 9 sur & et notons r et ' les rangs de
M et M. On a donc f € M, (&[3]) et ?f € M, (S) et il s’agit de montrer

1
p
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f € M., (&). Comme & /uS est un quotient de S, ’hypothése ¢ f € M,.,.(S)
implique que f modulo u® appartient & M,.(&/u¢S).

On a f = gpgm/@fgpgﬁl. Supposons par 'absurde que f n’appartient pas
a M, (6). Soit a € N le petit entier tel que p*f appartienne a M,..(&).
Par hypothése a > 0. Soit b € N le plus grand entier tel que p®f mod p €
M, (k[[u]]) appartienne & u®M,.,.(k[[u]]). Par hypothése, b > e. On a 1'égalité
suivante, ou toutes les matrices entre parenthéses ont leurs coefficients dans
S:

E™(p"f) = (o) (0" “ ) (E™ 03

En réduisant cette égalité modulo p, on trouve 1’égalité suivante, ou toutes
les matrices entre parenthéses sont a coefficients dans k[[u]] :

um ((paf) mod p)
— <gpm/ mod p) ((p“ ?f) mod P) (Em905ﬁl mod p)'

Or (pf) mod p est divisible exactement par u® et (p® ¥ f) mod p est divisible
(exactement) par u?’. Le membre de gauche est divisible exactement par
ubte™ alors que le membre de droite est divisible par ©”*. Comme b > e et
p>m+2onab(p—m)>ecequi améne une contradiction.

Il nous reste & montrer que le foncteur de Mod‘f&[%ﬂ dans MOde,[O,m]
est essentiellement surjectif. On doit construire un &-module libre 9T de
rang r, a partir de la donnée d’'un S-module libre M de rang r. L’idée est
de construire une suite de modules libres de rang r sur des anneaux qui se
rapprochent de plus en plus de & et de définir 9t comme la limite de cette
suite. Il y a plusieurs choix possibles pour cette suite d’anneaux. La difficulté
de cette démonstration n’est pas de construire un & module 91, mais de
montrer qu’il est libre de rang r. Il est important de noter la parenté entre la
preuve qui suit et la démonstration du théoréeme 0.6 donnée au paragraphe 4.

Le lemme suivant généralise le lemme 4.1 (qui correspond au cas ou C =

C=6).

Lemme 5.3 Soient m € N* et C et C' des anneauz tels que & C C C C' C S
et

E"CNG . (63)

a) Soit N un C-module libre de rang fini et W un sous-&-module de N ®c S
contenant E™N ®@¢ &. Alors N' = C'. (N NW) est un sous-C'-module libre
de N ®c ',

N’[%]:N@cc%] et N e & =W.
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De plus det(N") = E*det(N) ®¢ C' ot k désigne la longueur du &-module
(N @c &)/W.

b) Soit de plus M un S-module libre muni d’un isomorphisme
NesC=N.

Alors Uinclusion C".(MNW) C C'.(N' NW) est une égalité.
c) Soit de plus C un annea tel que & C C C C et N un C-module libre
muni d’un isomorphisme N ®@5C = N. Alors Uinclusion

C.(NnW)ccC.(Nnw)
est une égalité.

Démonstration. On montre simultanément a) et b). Soit 91 un &-module
libre muni d’un isomorphisme N®sC = N. D’aprés le lemme 4.1, 90U = NMNW
est un G-module libre, et on a

E™UCW CN, det(N) = E*det(N) et W=N ®¢6.
Comme N = N ®¢ C il résulte de ce qui précede que
NNOW C N @e (E-"CNG).

Donc, grace a (63),
N )W KR C’
et on a 1’égalité puisque N N W contient évidemment . De plus
det(N') = det(M') @ C'.

Enfin ¢) découle de b), en choisissant N tel que N = N @ C. O

Dans la suite, pour a € N* on note

On appliquera le lemme 5.3 dans les deux situations suivantes

~C=S8etC =Chp,

— pour a>m,C=Cqet C'=Co_ypn.
Dans ces deux situations, la condition (63) est vérifie. Voici la justification
dans le premier cas : (E~™S N &) est inclus dans le complété p-adique de
S we@—m)  Le@?-m) e(@3-m)

[ p 7 pPtl 0 pplapr1

p —m pour tout 2 > 0, puisque m > 1.

pitl_m
pit..A4p+l =

.. Cet anneau est inclus dans C,_,, car
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Fin de la démonstration du théoréme 5.1. Montrons maintenant que
le foncteur D : Modf6 om Modfs 0.m) €St essentiellement surjectif. Soit
(D, pp,Vp, M) un objet de Modfs 0]

D’apres le a) du lemme 5.3 (appliqué A C =8, =Cppp et N = M),
Cprm. (MO E™Vp)

est un C,_,,-module libre de rang . On note M, son image par E~"pp ® 1,
si bien que
mo = Cp_m.E_m(gDD & 1)(./\/1 N EmVD)

est un C,_,,-module libre de rang r naturellement inclus dans
—m 1
E™™D @ Ko Cp—m[];]

Alors ¥901y est un Cp(,—m)-module libre de rang 7 qui est naturellement inclus
dans

—m 1
p(E) ?D ®x, Cp(pfm)[]_j]'
Par I’hypotheése de forte divisibilité de M, et comme @ est une unité dans
S,on a
Mo ®c,ppy S = M. (64)

On définit par récurrence 991, pour n > 0 en posant
M, =Cp, . E""(pp @ 1)(¥M,_1 N E™Vp), (65)
ou la suite m,, est définie par
mog=p—m et my, =pm,_1—m

(comme m < p—2, cette suite est strictement croissante et tend vers I'infini).

Par le a) du lemme 5.3 (appliqué a C = Cpp,, ,, C' = Cpp,, et N =99, 1),
M, est un C,,,-module libre de rang r, inclus dans E="...¢"(E)™™D ®k,
Con, [2]-

Dp’aprés (64) on a *My C M. On en déduit My C M. Cette assertion a
un sens car les deux sont plongés dans £~ D®, Cp,m[%]. On en déduit, pour
tout n € N, 9,1 C M,,. En fait (64) implique, grace au ¢) du lemme 5.3
(appliqué 4 C = S, C' = Cp, C= Comes N = M, N = #My), que l'inclusion
My C My induit une égalité

i)ﬁl ®Cm1 Cmg - 93?0.
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On montre alors, par récurrence sur n, grace au ¢) du lemme 5.3 (appliqué
aC=Cym, ,, C =Cn,, C=Cpp,, N =9MM,_1, N =M,), que 'inclusion
M1 C M, induit une égalité

Dﬁn_H ®c'"n+1 Cmn =M,

En particulier comme m,,.; > m, > p", l'inclusion M, 1 C IM,, induit une
égalité modulo u®’", c’est-a-dire

Moi1 @, S/u?" =M, &, S/u®".

Mnp41

On prend alors 91 égal a 'intersection des 9,,. On remarque que
Qn =M, Re¢,,. S /u?"
est un &/u®"-module libre de rang r et que
Qn = Qni1 O g yernt! S/u?".

On a aussi M = lim ¢, donc M est un S-module libre de rang r. De plus
pour tout n € N l'inclusion 9t C 91,, induit une égalité

m S Cmn = mn
D’aprés (65) et grace au b) du lemme 5.3, on a
M=FE""(pp@1)(*MN E"Vp).

On définit E™pg; : 9 — 9N comme la restriction de E™(op @ 1)1 4
M. On a alors oy € Home (¥, M).
Comme M @g Cpny = My et grace a (64) on a M Res S = M. O

Remarque 5.4 On notera la parenté entre la preuve du théoreme 5.1 et la
preuve du théoreme 0.6 donnée dans le paragraphe 4.

6 Un cadre plus général

On présente ici un cadre un peu plus général ou Z, est remplacé par
I’anneau des entiers d’un corps local non archimédien Op. Ce cadre serait
adapté a I’étude des modules mp-divisibles munis d’une action stricte de Op
au sens de [Fal02]. Il est donc plus restrictif que celui considéré par Kisin
dans [Kis08]|, ou l'action n’est pas nécessairement stricte.
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Les résultats des paragraphes 2, 3, 4 et 5 s’étendent & ce cadre et y
généralisent ceux de [GL10] (qui correspond au cas o O est d’égales carac-
téristiques) au lieu d’étre simplement analogues. Pour la théorie rationnelle
cela n’implique rien de nouveau car le théoréme “faiblement admissible im-
plique admissible” pour Z, implique facilement le théoréme a coefficients dans
Op si I est une extension finie de Q,. En revanche la généralisation & Op
de la théorie entiére du paragraphe 5 n’est pas une conséquence du cas ol
Or = Z,.

Les résultats du paragraphe 1 ne s’étendent pas de maniére agréable a
ce nouveau cadre a cause du role spécial joué par l'opérateur Np. Lorsque
Np = 0, la condition (2) de transversalité de Griffiths est analogue a la
condition de tranquillité dans [GL10].

Soit Op 'anneau des entiers d’un corps local non archimédien F' de corps
résiduel F,. On note 7r une uniformisante de Op. Soit k£ un corps parfait
contenant F,. On note W = Wo,. (k) ot Wo,. (k) est le “Op-anneau de Witt
de k7, défini par

Wo, (k) = W(k) ®w,) OF si O est d’inégales caractéristiques
et Wo, (k) = k[[mFr]] st Or = F[[7F]].

On posséde un morphisme de Frobenius Op-linéaire ¢ : W — W qui reléve
I'endomorphisme z — 9 de k. On note Ky = FracWW = W[%] On note
S = W{[u]]. On note z € & 'image de 7 € W. On note ¢ : & — & le
morphisme égal a ¢ sur W et envoyant u sur uf.

Soit £ € & tel que E(0) € zW* et que E ne soit pas multiple de z. Soit
Ok = 6/EG. Le morphisme W — Oy fait de Ok I'anneau des entiers d’'une
extension finie totalement ramifiée K de Ky. On note mx I'image de u, qui
est alors une uniformisante de Ok. Si on écrit E = E(u) =) cau™ avec
cn € Wonacy=FE(0) € zW* cq,...,ce_1 € 2W et ¢, € WX pour un certain
entier e qui est aussi 'indice de ramification de K sur K. Quitte & multiplier
E par un élément inversible de & (ce qui ne change pas les résultats de cet
article) on peut supposer si on veut que ¢, = 1 et Cep1 = Ceg = ... = 0,
c’est-a~dire que F est un polyndéme d’Eisenstein, et le polynéme minimal de
mg sur K.

Ce formalisme contient les cas particuliers suivants

— situation de [Kis05] et de cet article : on a

q=2D, OF = Zp77TF :p7W = W<k)7z :p76 = W[[“’]]’

K est une extension totalement ramifiée de K, = W[]lo], Tk est une
uniformisante de K, et F est le polynéme minimal de mx sur Ky, qui
est un polynome d’Eisenstein,
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— situation de [GL10] : on a

Op =F [[nr]], Ok = k[[7k]],6 = OB, Ok, u = 1 ® Ty,
z=71p®1 et E=2z—(1®7p).

Dans |GL10|, Op, 7p, Ok, Tk, A étaient notés O, w, Oy, mp, a respecti-
vement. De plus O était noté C et muni d’une topologie légérement
plus fine.

La définition 0.1 s’étend de facon évidente a ce nouveau cadre. Plus pré-
cisément la catégorie MOdfG,[s,t] des ¢/G-modules d’amplitude C [s,t] est
formé des couples (9N, pon) ot M est un S-module libre de type fini et
o ?M[%] — M[+] est un isomorphisme vérifiant EY M C pa(*9MN) C
E* M. Dans la situation de [GL10] ou Op est d’égales caractéristiques, un
©/G-module est exactement un chtouca local sur Ok au sens de [GL10] et
I'isomorphisme £ du lemme 3.5 est I'inverse de celui noté R dans le lemme 7.4
de |[GL10]. Dans le cas ot Op est d’inégales caractéristiques, on notera que
E est le polynome d’Eisenstein de 7 sur Op et non sur Z,. Cela correspond
a la condition d’action stricte mentionnée au début du paragraphe.

On définit la catégorie M HP(p) des p-modules de Hodge-Pink de la
méme fagon que dans l'introduction. Les résultats des paragraphes 2, 3 et 4
s’étendent de fagon évidente, en remplacant p respectivement par 7g, z ou ¢
selon que p est vu comme un ¢lément de Z,, de G ou comme le cardinal du
corps résiduel. En particulier on construit un foncteur de Dieudonné Dy, :
Modf6 ®o, F' — MHP(p) et on montre qu’il est pleinement fidele et que
son image essentielle est constituée des p-modules de Hodge-Pink faiblement
admissibles. Dans situation de [GL10] ot O est d’égales caractéristiques, ce
théoréme est exactement le théoréme 7.3 de [GL10).

Enfin on énonce la généralisation du théoréme 5.1, car ce n’en est pas
une conséquence (mais la preuve est exactement la méme). On note S le

eq eq2 eq3 .
complété z-adique de G[*“~, L+, —5——...]. On fixe m € {1,...,¢ — 2}. Soit

Tz 0 297D g% gty
ModJs .y la catégorie des (D, pp,Vp, M) avec (D, ¢p,Vp) € MHP(p)
d’amplitude C [0,m], et M un S-module libre muni d’un isomorphisme
M ~¢D ®p, S[1] et “fortement divisible” au sens ot

z

Sz % ((pp @ 1) (M N E™Vp)) = M.

On note D : Modjg — ModT; () le foncteur qui & (21, pon) associe

[0,m]

(D,¢p,Vp, M) avec (D, op, Vp) = Diss(M[], o0 @ 1) et M =M @6 S.
Théoréme 6.1 Le foncteur D : Mod“/og,[oym] — MOdfs,[o,m} est bien défini et
est une équivalence de catégories. 0
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